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RESUMEN

Mostramos que a cada homomorfismo entre variedades abe-
lianas polarizadas le podemos asociar lo que llamamos su
homomorfismo pseudoinverso, el cual es la nocién homologa
de la matriz de Moore-Penrose de una matriz compleja dada.

Estudiamos algunas propiedades de este homomorfismo.
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ABSTRACT

We show that to each homomorphism between polarized abe-
lian varieties, we can associate its so-called pseudoinverse ho-
momorphism, which can be seen as analogous to the Moore-
Penrose matrix of a given complex matrix. We study some

properties of this homomorphism.
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1. Introducciéon

Al estudiar los toros complejos, es inevitable darse cuenta que practicamente todo lo que se trabaja
en ellos es linealizable en algtn sentido. En palabras técnicas, al asignar a un toro complejo su es-
pacio tangente en el origen, y al asignar a un homomorfismo entre toros su representacion analitica,
obtenemos un funtor fiel de la categoria de toros complejos a la categoria de espacios vectoriales.
Ahora bien, lamentablemente la intuicién de algebra lineal muchas veces no sirve cuando estamos
trabajando con toros complejos en toda su generalidad; sin embargo, cuando nos restringimos a
aquellos toros que son a la vez variedades proyectivas (es decir, variedades abelianas), volvemos a
recuperar esta intuicion. Por ejemplo, si fijamos una polarizaciéon en un toro complejo, entonces
obtenemos que todo subtoro tiene un subtoro complementario, ortogonal respecto a la polariza-
cion en algun sentido, de la misma forma que dada una forma sesquilineal no degenerada en un
espacio vectorial, todo subespacio vectorial tiene su complemento ortogonal. Ejemplos de este tipo
de buen comportamiento abundan en las variedades abelianas, y por otro lado comportamientos

patologicos también abundan cuando nos extendemos al universo completo de toros complejos.

El proposito de este articulo es presentar un tal fenémeno que es conocido en algebra lineal, pero
hasta donde sabe el autor, no se ha estudiado para variedades abelianas. Este concepto es el de la
matriz pseudoinversa de una matriz dada. Si M € M,,«,(C) es una matriz compleja de m X n, es
conocido que posee una matriz pseudoinversa (a veces conocida como la inversa de Moore-Penrose)

M € Myxm(C) que se caracteriza por las siguientes propiedades:

1. MM*M =M
2. MYMM* =M+
3. (MM*)* = MM+

4. (M*TM)* = M+M.

Aqui M* denota la matriz conjugada traspuesta de M. Si M es invertible, M T es claramente la

matriz inversa de M.

En este articulo mostraremos que dadas dos variedades abelianas polarizadas (X, Hx) e (Y, Hy),
a cada elemento f € Homg(X,Y) := Hom(X,Y) ® Q le podemos asociar un homomorfismo pseu-
doinverso ft € Homg(Y, X) que también se caracteriza por propiedades similares a las descritas
arriba (véase el Teorema 3.2). Mostraremos algunas propiedades de este pseudoinverso, y mostra-
remos, por ejemplo, que no existe en general cuando extendemos a toros complejos que no son
variedades abelianas (véase la Observacion 3.3). En otras palabras, siguiendo [3], la categoria de
variedades abelianas es una categoria de daga de Moore-Penrose, pero la categoria de toros com-
plejos no lo es. Finalmente, usaremos este pseudoinverso para calcular el idempotente simétrico de

la suma e (componente conexa que contiene el 0 de la) interseccion de dos subvariedades abelianas.
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2. Preliminares

Recordemos y establezcamos algunas notaciones y resultados preliminares. En todo lo que sigue,

un subindice @Q en un grupo abeliano denotara que estamos tensorizando el grupo con Q sobre Z.

2.1. Variedades abelianas

Para nuestros propoésitos, una polarizacidn en un toro complejo X = C9/A va a ser una forma
hermitiana positiva definida H : C9 x C9 — C tal que Im(H)(A x A) C Z. En un toro complejo,
toda forma diferencial real es cohomologa a una forma constante, lo cual implica (véase [2, Lemma

1.3.1]) que para todo k € N,

k k
H*X,Z)~ \H"(X,Z) ~ \A".

En particular, si H es una forma hermitiana en C9 tal que Im(H)(A x A) C Z, entonces la forma
real alternante Im(H) induce naturalmente un elemento de A* AV y luego de H2(X,Z). Es posible
probar que H es una polarizacion si y sélo si es la primera clase de Chern de un fibrado en lineas

amplio sobre X.

Para todo fibrado en lineas £ € Pic(X), tenemos el morfismo

or: X — XV :=Pic’(X)

Tt L LT

que resulta ser un homomorfismo de grupos por el Teorema del Cuadrado, y que depende solamente
de la primera clase de Chern de L. Si £ es amplio, entonces ¢, es una isogenia. Por esta razon, si
H es una polarizacion en X, induce un morfismo ¢y : X — XV. Si Hx es una polarizacién en X

y Hy es una polarizacién en un toro Y, entonces inducen una involucion de Rosati

1 : Homg(X,Y) — Homg(Y, X)

[ @Eifv@Hr

Si X = Y, usaremos siempre la misma polarizaciéon para definir la involuciéon de Rosati. Un
endomorfismo de X es simétrico si es un punto fijo de T, y el grupo de endomorfismos simétricos
de X se denotara por End’®(X). Es conocido (véase [2, Prop. 5.2.1]) que tenemos un isomorfismo

de espacios vectoriales
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NSg(X) — End§(X)

-1
= P Pa,

y en todo el articulo identificaremos estos espacios vectoriales sin mayor explicacion.

A cada homomorfismo f : X — Y le podemos asociar su representacion analitica po(f) €
Home (To(X), To(Y)), que en la mayoria de las circunstancias la interpretaremos simplemente como
una matriz. Observamos que si fijamos polarizaciones en X e Y, entonces pq(f1) = pa(f)*, donde

*

pa(f)* es la matriz adjunta de p,(f)* respecto a las formas hermitianas dadas.

2.2. Pseudoinversas de matrices.

Como se describié en la introduccion, si M es una matriz compleja de m X n, existe una matriz
M, llamada la pseudoinversa de M, que satisface las propiedades descritas. Una descripcién
geométrica de M se puede obtener como sigue: Podemos escribir C" = (ker M) @ (ker M)+ y
C™ = im(M) @ (im(M))*, donde el espacio ortogonal se toma respecto a la forma hermitiana
estandar de ambos espacios (i.e. con matriz identidad). Entonces M+ se puede interpretar como la
transformacion lineal que restringida a im(M) es igual a (M |(ier M)J_)_l, y restringida a im(M )+
es 0. Es trivial verificar que efectivamente esta es precisamente la transformacion lineal que cumple

las propiedades descritas en la introducciéon. Usaremos esta descripcion geométrica para definir un

homomorfismo pseudoinverso en el contexto de variedades abelianas.

3. Pseudoinversos de homomorfismos entre variedades abelia-

nas

Sean ahora (X, Hx) y (Y, Hy) variedades abelianas polarizadas, y sea f € Hom(X,Y) un ho-
momorfismo. Podemos escribir X = C9/Ax y Y = C"/Ay, y como se dijo en la introduccién,
interpretar Hx y Hy como formas hermitianas positivas definidas en sus espacios vectoriales co-
rrespondientes. Sea p,(f) € M} x4(C) la representacion analitica de f; observemos que posee una
matriz pseudoinversa p,(f)" € My, (C) (donde ahora x, en vez de ser conjugacion y trasposicion,

es la matriz adjunta respecto a las dos formas hermitianas).
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Lema 3.1. Existe e € N tal que ep,(f)T(Ay) C Ax; en otras palabras, p.(f)" induce un Q-
homomorfismo f € Homg(Y, X).

Demostracion. Usaremos la descripcion geométrica de la pseudoinversa descrita en la Subseccion
2.2. Podemos descomponer C9 = ker(p,(f)) @ ker(pa(f))t y C" = im(p,(f)) ® im(p,(f))*, don-
de los complementos ortogonales se toman respecto a las formas hermitianas respectivas. Ahora

tenemos que p,(f)1 restringido a im(p,(f)) es exactamente la inversa de la transformacion lineal

invertible po(f)lker(p (£))2s Y Pa(f)T restringido a im(pa(f))* es 0.

Sea A la subvariedad abeliana complementaria de (ker f)° con respecto a Hy, y sea B la subva-
riedad abeliana complementaria de im(f) con respecto a Hy. Entonces f restringido a A es una
isogenia con su imagen, y por lo tanto existe j € Hom(im(f), A) tal que jo f|a y f o j son multi-
plicacion por un entero t. Sea m € N el exponente del grupo finito im(f)N B, y sea p € Hom(Y, X)
donde para = € im(f), p(z) = mj(z), y si x € B, entonces p(x) = 0. Observemos que p esté bien
definida pues si « € im(f) N B, entonces 0 = p(x) = mj(x) = j(ma). Mas ain, por construccion,

pa(p) = npo(f)+ para algtin n € Z, y queda demostrado el lema. O
Esencialmente la misma demostracion muestra que si f € Homg(X,Y'), entonces podemos también

definir f™ en una manera similar. Obtenemos lo siguiente:

Teorema 3.2. Dado f € Homg(X,Y), existe un unico f+ € Homg(Y, X) tal que

1L ffef=f

2. frfft =17
3. (ffO) =117
4o (fEOT =TS

En otras palabras, siguiendo lo definido en [3], la categoria de variedades abelianas polarizadas (y
donde los morfismos no necesariamente preservan las polarizaciones) es una categoria de daga

de Moore-Penrose.

Demostracion. Esto sigue del analisis anterior, ya que dado f € Homg(X,Y'), podemos definir
/1 € Homg(Y, X) tal que las representaciones complejas de f y f* satisfacen las condiciones (1),
(2), (3) y (4) de la Introduccion. Esto implica entonces que fy fT satisfacen las ecuaciones descritas
en el enunciado del teorema. La unicidad sigue de la unicidad de la inversa de Moore-Penrose de
la representacion analitica de f, y como la representacion analitica es una representacion fiel de

Homg(X,Y) en Home(CY, C"), obtenemos lo buscado. O
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Observacion 3.3. Esta construccion no se puede realizar en general para toros que no sean varie-
dades abelianas. De hecho, ni siquiera debe existir un homomorfismo que cumpla las dos primeras
propiedades del Teorema 3.2. Por ejemplo, sean Ty y Ty dos toros complejos de dimension positiva
con Ty simple. Entonces por [1, Prop. 5.7, Cor. 6.3], existe un toro X (de hecho, una cantidad no

numerable de toros) que cabe en una sucesion ezxacta
0—-Ty — X i> T — 0

y tal que Ty, visto como subtoro de X, no tiene un subtoro complementario. Si f+ fuese un homo-
morfismo que cumple las primeras propiedades del Teorema 3.2, tendria que ser una Q-isogenia
entre Ty y su imagen, y ademds por la simplicidad de Ty, o bien fT(T3) C Ty o fT(Te)NTy = 0.
En el primer caso, obtendriamos que ff+ = 0, una contradiccion por la propiedad (1) del Teorema

3.2. En el seqgundo caso, f¥(Ty) seria un subtoro complementario para Ty, una contradiccion.

Volvamos ahora al caso de variedades abelianas, usando la notacién anterior. Notamos que cuando

f es una isogenia, entonces f* es simplemente f~1, el Q-inverso de f.

Teorema 3.4. Tenemos funciones bien definidas

® : Homg(X,Y) — Endj(X) ~ NSg(X)
fe fTf

¥ : Homg(X,Y) — End3(Y) =~ NSg(X)
fe 1

donde resulta que ®(f) es el idempotente simétrico asociado a la subvariedad abeliana comple-
mentaria de (ker f)° respecto a Hx, y U(f) es el idempotente simétrico asociado a la subvariedad
abeliana im(f). Mds ain, si X =Y y f € Endg(X) es punto fijo de ® o de U, entonces es tam-
bién punto fijo del otro, y esto ocurre si y solamente si f es el idempotente simétrico asociado a

la subvariedad abeliana im(f).

Demostracion. Por la Propiedad (3) del Teorema 3.2, tenemos que efectivamente f*f y ffT son

endomorfismos simétricos respecto a la involuciéon de Rosati. Mas atn,
F =11 =1

(FFO? =fFffT =11,

lo cual implica que son idempotentes. Por [2, Theorem 5.3.2], cada una de estas involuciones
corresponde al idempotente simétrico de su imagen. Por la construccién de f* en la demostra-

cion del Lema 3.1, es claro que im(fT f) es la subvariedad abeliana complementaria de (ker f)° e
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im(ff*) = im(f).
Ahora si X =Y y f € Endg(X) es tal que ®(f) = f, entonces f*f = f, lo cual implica que
f=ffTf=f? Ademas, f entonces es simétrico respecto a la involucion de Rosati. Por lo tanto,

f es el idempotente simétrico de im(f), y por lo tanto ¥(f) = f. Lo mismo ocurre si f es punto

fijo de W. O

Notamos que f “casi nunca” es un homomorfismo honesto, en el sentido de que casi nunca perte-

nece a Hom(Y, X) (aunque siempre es un Q-homomorfismo):

Proposicién 3.5. Si f € Hom(X,Y), A es la subvariedad abeliana complementaria de (ker £)° y B
es la subvariedad abeliana complementaria de im(f), entonces f+ es un homomorfismo honesto si
y sdlo si Anker f = {0} eim(f)NB = {0}. En particular, si o bien Hx o Hy es indescomponible
y f no es ni el homomorfismo 0 ni un isomorfismo, entonces f™ nunca es un homomorfismo

honesto.

Demostracion. Por la construcciéon de f* en la demostracién del Lema 3.1, tenemos que fT es un
homomorfismo honesto solamente cuando f restringido a la subvariedad abeliana complementaria
de (k 0 i fi i 1 1 ivalent t triccid

e (ker es un isomorfismo con su imagen (lo cual es equivalente a que esta restriccion sea
inyectiva), y la interseccion entre la imagen de f y la subvariedad abeliana complementaria de
la imagen de f es 0. Esta ultima condicién inmediatamente implica que si f no es sobreyectivo,

entonces Hy es descomponible.

Tenemos entonces que f restringido a la subvariedad abeliana complementaria de (ker £)° es in-
yectivo si y solamente si la interseccion entre ker f y la subvariedad abeliana complementaria de

(ker £)° es trivial. O

Terminamos esta seccién observando, por el Teorema 3.2, que si f € Endf@(X ), entonces f1 €
End(X) también, ya que (f7)" = (f7)". Esto implica que tenemos una involucién (no lineal)

+: NSg(X) — NSg(X).

Ejemplo 3.6. Trabajemos un ejemplo sencillo. Si consideramos X = E? con E una curva
eliptica sin multiplicacion compleja, entonces via la representacion analitica podemos identificar
End(X) = My(Z). Ahora bien, en este caso la involucion de Rosati es simplemente trasposicion, y
entonces podemos identificar NSq(E?) con las matrices simétricas de 2 x 2 con coeficientes en Q,
o equivalentemente, con Q3. Siguiendo los pasos anteriores para calcular + : NSg(X) — NSg(X),

obtenemos que si (a,b,c) # (0,0,0), entonces

c —b a
ac—b2" ac— b2’ ac — b2

a b c
(a+¢)?" (a+c)? (a+c)?

> siac—b*#0

+(a,b,c) =
( ) ) siac—b2=0
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Notamos entonces que, en caso que ac — b2 =0, tenemos

<I>(a7b,c):\I/(a,b7c)=< a b _c )

a+c a+c a+c

Mads ain, tenemos que (a,b,c) es un punto fijo de estas funciones si y sdlo si a+c = 1. Por lo tanto,
el conjunto de todos los idempotentes simétricos en E? que no sean la identidad estd parametrizado
por (a,b,1—a), donde b*> = a(1—a). Ahora, si queremos encontrar idempotentes simétricos que no
sean 0, entonces podemos parametrizar el circulo b*> = a(1 — a) usando la proyeccion estereogrdfica

desde el origen, y obtener que todas las soluciones son de la forma (a,b) = ( ) En

Lt
210 241
conclusion, hay una biyeccion entre curvas elipticas en E? y los elementos del conjunto

1 t t? teQ
2+12 4182 +1) ’

donde a cada racional t € Q, le podemos asociar la curva eliptica

Ey = {(z,y) € E* : tz = y}.

Notamos que no estd bien definida la division en una variedad abeliana, pero como los toros son

grupos divisibles, si estd bien definida la ecuacion anterior.

4. Intersecciones y sumas de subvariedades abelianas

Si (X, H) es una variedad abeliana polarizada y A, B C X son subvariedades abelianas con idem-
potentes simétricos €4, € Endg(X), es natural preguntarse como obtener los idempotentes
simétricos de A + B y (A N B)°. Usando el pseudoinverso y los resultados principales de [4],

podemos encontrarlos:

Proposicion 4.1. Si A, B C X son subvariedades abelianas (no necesariamente complementarias)

yeqx =1—ca (y lo mismo para B), tenemos las siguientes identidades:

1. Suma:
carp = (ea+ep)eaten)?t

= (ea+eB)T(ea+eB)

=¢ep + [(eacn)t(cacn)]

=ca+eu(eaen)t



188 R. Auffarth CUBO

27, 2 (2025)

2. Interseccion:

eanpyp = 2e5(ea+ep)Tea

+

=2(ea —calea+ep)ten)

ea—(ea—epea)t(ea —epea)
1 1L

=ca— (epea)(epea)

_ Ly+

=ca—caleacs)”.

En las identidades anteriores también se puede intercambiar A y B, claramente, para obtener

nuevas identidades.

Demostracion. Para demostrar estas identidades, primero es necesario observar que To(A + B) =
To(A) + To(B) v To((AN B)Y) = Ty(A) N To(B) en Tp(X). Esto implica que solo es necesario
encontrar las proyecciones ortogonales de To(A + B) y To(A) NTo(B) respecto a H en términos de
las proyecciones ortogonales de To(A) y To(B), ya que entonces estas proyecciones inducirian Q-
endomorfismos de X que serfan idempotentes simétricos, y cuyas imagenes serfan A+ By (ANB)°,
respectivamente. Esto es precisamente lo que se hace en las demostraciones de los Teoremas 3 y
4 de [4], donde encuentran las identidades expuestas arriba para proyecciones ortogonales. Esto

concluye la demostracion. O

Seria interesante en el futuro seguir estudiando propiedades de + como funciéon del grupo de

Néron-Severi en si mismo, y ver si es posible usarla para descomponer variedades abelianas.
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