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RESUMEN
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Universidad Catdlica de Chile, Macul, donde (; es una raiz primitiva /-ésima de la unidad. Eligien-
Santiago, Chile. do un ideal primo p C Ok, en el anillo de enteros algebraicos
breastilloQuc.cl™ de K,, denotamos por Sy, todas las extensiones de Galois

de K, de grado ¢ donde p no se escinde. Sea Ly, el com-
positum de los cuerpos de clases de Hilbert de los cuerpos
de Sp,¢. En este trabajo mostramos que Ly, satisface la pro-
piedad de Bogomolov analizando ciertos grados locales sobre
K. También estudiamos la relaciéon de L, , con otras fami-
lias existentes en la literatura que satisfacen la propiedad de
Bogomolov en el caso ¢ = 2.
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Let £ be a prime number and K, = Q({,) the cyclotomic
field, where (; is a primitive ¢-root of unity. Choosing a pri-
me ideal p C Ok, in the ring of algebraic integers of Ky,
breastillolue. cl™ we denote by Sy ¢ all the Galois extensions of K, of degree ¢
where p does not split. Let Ly ¢ be the compositum of Hilbert
class fields of the fields of Sy . In this work, we show that
L, ¢ satisfies Bogomolov’s property by analyzing certain lo-
cal degrees over K,. We also study the relation between L, ¢
and other families present in the literature satisfying Bogo-

molov’s property in the case ¢ = 2.
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1. Introducciéon

Sea a € Q un namero algebraico y h(a) la altura logaritmica absoluta de Weil. Por un teorema
de Kronecker, h(a)) = 0 si y solo si « es cero o una raiz de la unidad. Fuera de estos casos, D. H.
Lehmer pregunto si [Q(a) : QJh(«) se puede acotar inferiormente de manera uniforme en « (ver

[12, §13, pagina 476]). De manera méas precisa:

Problema de Lehmer. FExiste un nimero real positivo ¢ tal que para todo o € @X que no sea

raiz de la unidad

Algunos de los resultados méas cercanos al respecto se deben a Dobrowolski en [7] y a Smyth en
[20]. Sin embargo, una posible solucion parece estar fuera de alcance en estos momentos, por lo
que se estudian variantes mas débiles del problema. Siguiendo [4], decimos que un conjunto A de
nameros algebraicos tiene la propiedad de Bogomolov (B) si existe un ntumero real positivo T' tal

que el conjunto

A(T) = {a € A\ {0} : h(a) < T}

consiste de todas las raices de la unidad en A. En otras palabras, los conjuntos con la propiedad

(B) cumplen que el cero est4 aislado de los valores de h(«a) y existe una cota inferior para la altura.

Todo cuerpo de ntmeros cumple la propiedad (B), asi que para encontrar ejemplos no triviales
debemos ver extensiones algebraicas infinitas de Q. También es facil encontrar cuerpos que no
tengan la propiedad (B), por ejemplo el cuerpo Q(v/2,¥/2, v/2,...) no tiene (B) pues h(2'/") =
h(2)/n. Al dia de hoy se conocen ejemplos y criterios de cuerpos con la propiedad (B). Daremos

un breve resumen de los resultados mas generales.

1973: En [17], A. Schinzel demostré que el cuerpo de niimeros algebraicos totalmente reales Q%

tiene la propiedad (B).

2000: En [2], F. Amoroso y U. Zannier mostraron que la maxima extensién abeliana K de un
cuerpo de nimeros K satisface (B). En particular, cada extension abeliana de K satisface
(B).

2001: En [4, Theorem 2|, E. Bombieri y U. Zannier probaron que cada extension de Galois infinita

L/Q con grado local acotado en algin primo racional (ver definicion 2.1) tiene la propiedad
(B).

2011: En [9], P. Habegger introdujo una familia de extensiones de Galois infinitas no abelianas
sobre Q que no tienen grado local acotado sobre algtin primo racional y que satisfacen (B).
Maés concretamente, sea E una curva eliptica definida sobre Q y FEios €l grupo de puntos

de torsion en E definido en alguna clausura algebraica de Q. Habegger consider6 el cuerpo
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Q(E4ors) generado por el conjunto de coordenadas de los puntos en Eiq,s respecto a un modelo

de Weierstrass de E con coeficientes racionales.

En [1], F. Amoroso, S. David y U. Zannier generalizaron el resultado sobre cuerpos con grado local

acotado ([4, Theorem 2]) y extensiones abelianas ([2]).

Teorema 1.1 (Amoroso, David, Zannier). Sea K un cuerpo de nimeros y L/K una extension de
Galois infinita con grupo de Galois G. Si E C L es el cuerpo fijo por el centro Z(G) y E/K tiene
grado local acotado en algin lugar no arquimedeano v en K acotado por dy, entonces L tiene la

propiedad (B), con cota inferior uniforme en v, dy y [K : Q).

Sumado a un resultado de S. Checcoli (|5, Theorem 1]), obtuvieron el siguiente corolario:

Corolario 1.2. Si K es un cuerpo de nimeros y L/ K una extension de Galois infinita con grupo
de Galois G tal que G/Z(QG) tiene exponente finito b, entonces L tiene la propiedad (B), de manera
uniforme en b y [K : Q).

En este trabajo exhibiremos una familia de extensiones algebraicas infinitas de Q que satisfacen
(B) como consecuencia del Teorema 1.1. Ademads, en algunos casos particulares mostraremos que
las extensiones no satisfacen la hipotesis del Corolario 1.2 (lo que se interpreta como estar «lejos

del caso abeliano») y que no pertenecen a la familia expuesta por P. Habegger en [9].

Nuestra construcciéon es la siguiente. Sea ¢ un nimero primo, K, = Q({) el cuerpo ciclotémico
donde (; es una rafz f-ésima de la unidad primitiva, y sea p C O, un ideal primo en el anillo de

enteros algebraicos de K. Definimos
Sp ¢ ={L/K, | una extension de Galois con [L : K;] = ¢ y tal que p no se escinde en L} .

Para cada L € S, ¢, sea Hp, el cuerpo de clases de Hilbert de L (es decir, la maxima extension

abeliana no ramificada de L). Finalmente, sea L, ¢ el compositum de todos los Hy, para L € Sy .

Teorema 1.3. L, , satisface (B).

Si £ = 2 entonces K, es simplemente Q, asi que escribimos p en vez de p y Sy 2 es el conjunto de

cuerpos cuadraticos donde p no se escinde. En este caso obtenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.4. Sea p un nimero primo impar y E un cuerpo de nimeros contenido en Ly, o tal

que L, o/ E es una extension de Galois infinita. Entonces,
Gal(L,2/E)/Z(Gal(Ly 2/ E))

tiene exponente infinito.
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Teorema 1.5. Sea p un primo impar. Si E es una curva eliptica definida sobre un cuerpo de

numeros K, entonces Ly o ¢ K(Eiors)-

El Teorema 1.3 se sigue de que L, /K, es una extension de Galois que tiene grado local acotado
en el valor absoluto inducido por p. Los Teoremas 1.4 y 1.5 esencialmente extienden lo que ya se
sabia del trabajo de A. Galateau en [8], donde se demuestran resultados similares para un cuerpo
contenido estrictamente en Ly, o cuya construccion es muy parecida (la diferencia es que Galateau

impone mas restricciones al conjunto Sp2).

La demostracion del Teorema 1.4 usa la misma idea de [8, Proposition 3.2], la cual es que el expo-
nente del grupo de clases de cuerpos cuadraticos imaginarios crece a medida que su discriminante
(en valor absoluto) lo hace (ver por ejemplo [16]). Para demostrar el Teorema 1.5 replicaremos exac-
tamente la prueba de [8, Proposition 3.3|; si bien podriamos limitarnos a citarla, probablemente

para el lector sera mas comodo leerla aqui.

Para concluir la introduccién deberfamos justificar que Ly, en la mayoria de los casos es una
extension interesante, o sea que es una extensiéon infinita de Q. Basta mostrar que el conjunto Sy ¢

no es finito, lo cual demostramos al final de la seccién 4.

2. Grado local acotado

Manteniendo la notacion usada en la introduccion, en esta seccién demostraremos que Ly ¢/ Ky es
una extension de Galois que tiene grado local acotado en el valor absoluto inducido por p, lo que

nos permite mostrar la propiedad (B) para L, ; (ver Teorema 1.3). Empecemos con una definicion.

Definiciéon 2.1. Sea K un cuerpo de nimeros, v un lugar no arquimedeano en K y L/K una
extension algebraica. Decimos que L/K tiene grado local acotado en v si existe un entero n tal que
para cada extension w de v en L se tiene que [L,, : K] <n, donde L., y K,, son las completaciones

correspondientes a w y v.

Lema 2.2. Sea K un cuerpo de niumeros y fijemos un valor absoluto no arquimedeano v en K. Sea
F una familia infinita de extensiones finitas de K. Supongamos que existe un entero d tal que para
todo H en F y para toda extension |l a H de v se tiene que [H; : K,] < d. Si L es el compositum

de las extensiones en F, entonces L tiene grado local acotado en v.

Demostracion. Béasicamente replicamos la demostracion de [4, Proposition 1].

K, tiene una cantidad finita de extensiones de grado m (ver por ejemplo [14, Corollary 2, pagina
226]), lo cual aplica para todo m € N. Luego, la coleccion C de extensiones de K, de grado a lo
més d es finita. En particular, si M es el compositum de los cuerpos en C, entonces la extension

M/K, es finita. Por hipotesis, para cada H € F su completacion en cualquier valor absoluto I|v
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esta contenido en C, entonces, si w es cualquier valor absoluto en L sobre v, podemos incrustar
L, — M ya que L es el compositum de las extensiones en F. Asi, [L,, : K,] < [M : K,] donde el

altimo sélo depende de v y d. Por lo tanto, L tiene grado local acotado en v. O

Ahora mostremos que podemos aplicar este lema a nuestra construccion.

Proposicion 2.3. Sea L € S, y H su cuerpo de clases de Hilbert. Sil es un valor absoluto en

H sobre p, entonces
[H; : (Kp)p] < €2 - (orden de p en el grupo de clases de K)
donde (Ky), es la completacion de K, respecto a p.

Demostracion. Por definicion de Sy ¢ se tiene que p no se escinde en L y L/K, es una extension de
Galois de grado £, asi, w denotara a un representante del tnico lugar en L bajo [; ademas, 3 C Oy

v g € Or, denotaran a los primos correspondientes a cada valor absoluto.

Primero es claro que [L,, : (K;)p] = £. Por otro lado, sabemos que [H; : Ly| = eq/r(B) fr/n(B),
donde ey y fr/r son el indice de ramificacién y grado de inercia de B, asi que basta calcular estos
invariantes. H/L es una extension abeliana no ramificada, por lo que eg/(B) =1y fru/.(F) =
ord(cy) = ord([g]), donde oy es el elemento de Frobenius. La ultima igualdad viene del isomorfismo
de Reciprocidad de Artin C(Opr) ~ Gal(H/L) dado por [g] — o4, donde C(Or) es el grupo de

clases de Oy, (ver [11, Chapter V, Theorem 5.7] para una demostracion).

Si p es inerte en L entonces g = pOy. En el otro caso, si p se ramifica en L entonces g* = pOy.

Luego, si n es el orden de p en el grupo de clases de K, tenemos que

£-n  sip seramifica en L
[H, : L] = ord([g]) <
n si p es inerte en L

con lo cual el resultado sigue de la ley de las torres. O

El altimo ingrediente que falta para probar que L, ,/K, satisface (B) es mostrar que Ly ¢/ K, es
una extension de Galois. Para esto es suficiente la siguiente buena propiedad que tienen los cuerpos

de clases de Hilbert.

Lema 2.4. Sea k un cuerpo de nimeros, F/k una extension de Galois finita y Hp el cuerpo de

clases de Hilbert de F. La extension Hp/k es de Galois.

Demostracion. Sea L/Hp una extension de cuerpos y ¢ : Hrp — L un morfismo de k-algebras.
Notemos que o(HF) es una extension abeliana no ramificada de o (F) = F, conlo cual 0(Hp) C Hp

y por tanto o(Hp) = Hp. Luego, la extension Hp/k es de Galois. O
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Ahora demostrar que Ly ¢ tiene la propiedad (B) es sencillo.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.3. Primero la extension LM/Kg es de Galois por el Lema 2.4.
Por la Proposicién 2.3 tenemos que Ly ¢ es el compositum de cuerpos de ntimeros tal que, para
cada valor absoluto en ellos sobre p, el grado de su completacion sobre (Ky), estd acotado por
% - ord([p]), donde [p] es la clase de p en el grupo de clases de K. Luego, Ly, tiene grado local

acotado en p por el Lema 2.2. Por lo tanto, L, , satisface (B) por el Teorema 1.1. O

3. El caso /¢ =2

En esta seccién realizaremos un anélisis mas explicito de qué cuerpo aparece al completar Ly o,
obteniendo la extensiéon bi-cuadrética de Q, en el sentido de que es la extensiéon de Q, de grado 4
cuyo indice de ramificacion y grado residual es 2. Esto nos va permitir dar una cota inferior para

el limite inferior de la altura en Ly 5 gracias a [4, Theorem 2].

Recordemos que en el caso ¢ = 2 se tiene que K; = Q, por lo que simplificaremos la notacién
cambiando p por p un nimero primo impar (en lo que sigue es relevante que el primo p sea impar),
Sp,2 por S, ¥y Ly 2 por Ly,. En resumen, nuestro cuerpo base es Q, S, son los cuerpos cuadraticos

donde p no se escinde y L, es el compositum de los cuerpos de clases de Hilbert Hg para K € S,.

Fijando notacién, dado K en S, sea Hg su cuerpo de clases de Hilbert, p C Ok el ideal primo
sobre p, B C Of, cualquier ideal primo sobre p y K, Hyp los cuerpos completados de K y Hg

respecto a estos primos. El siguiente resultado es claro.

Lema 3.1. Para K, tenemos las siguientes posibilidades:

v Sip esinerte en K: K, es la extension cuadrdtica no ramificada de Q.

= Sip se ramifica en K: K, es una extension cuadrdtica ramificada de Q,.

Por otro lado, siguiendo la demostracién de la Proposicion 2.3 obtenemos lo siguiente.

Proposicion 3.2. Para Hy tenemos las siguientes posibilidades:

v Sip esinerte en K: Hy es la extension cuadrdtica no ramificada de Q, .
= Sip se ramifica en K yp es principal: Hy es una extension cuadrdtica ramificada de Q.

= Sip se ramifica en K y p no es principal: Hy es una extension de Q, de grado 4 moderada-

mente ramificada, es decir, e(Hy/Qp) = f(Hyp/Qp) = 2.

1Pk

Demostracion. Ver la demostracion de la Proposicion 2.3 y tener en mente que “g” y “p” en esa

proposiciéon son, en este caso, p y p respectivamente. O
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Ahora somos capaces de especificar quienes son los cuerpos Hyp.

Proposicion 3.3. Sea p un primo impar y K € S,. Los cuerpos p-ddicos que pueden aparecer al

completar Hy respecto a un valor absoluto sobre p son Q,(+v/C), Qp(v/C7), Qp(v/7) ¥y Qp(v/7, V<),

donde m es un primo fijo en Zy, y ¢ es una raiz primitiva de la unidad de orden p — 1.

En particular, el compositum de todos ellos es Q,(y/m, /().

Demostracion. La herramienta clave de la demostracion es [14, Proposition 5.31].

El primer y segundo punto de la Proposicion 3.2 recaen en las opciones Q,(v/C), Q,(v/(), Q,(v/7),

donde 7 es un primo fijo en Z, y ¢ es una raiz primitiva de la unidad de orden p — 1.

Para el tercer punto de la Proposicion 3.2, notemos que Hy es la extension cuadratica no ramificada

de K, (ver Proposicién 2.3), asi que por [14, Proposition 5.31]

Hq} = KP(\/Z)a

donde (¢ se puede escoger igual que antes pues estamos en el caso en que p se ramifica en K. Por

el Lema 3.1 tenemos que K, = Q,(y/7) 6 K, = Q,(v/(m). En cualquier caso,

que es la extension bi-cuadratica de Q,, por [14, Proposition 5.32]. O

Proposicioén 3.4. L, satisface que

. log p
> ==
hc?elgplf @) 4(p2+1)

Demostracion. Sea M = Q,(y/7,1/{) la extension bi-cuadratica de @, donde 7 es un primo fijo
en Zy, y ¢ una raiz de la unidad de orden p — 1. En particular, e(M/Q,) = f(M/Q,) = 2.

Si v|p es un valor absoluto en L,, por la Proposiciéon 3.2 podemos tomar un Hg tal que (Hg ), =~

Qp(v/7,v/C). Luego, por la Proposiciéon 3.3 tenemos la incrustacion
Hi = Ly = Qp(v/7, /<)

con lo cual (L), ~ Q,(y/7, Q).

Con esto, p € S(L,) donde S(L,) es el conjunto de nimeros primos ¢ tal que L, se puede incrustar
en una extension finita L de Q4. Como L,/Q es una extensién normal (ver Lema 2.4) podemos

usar la cota inferior de [4, Theorem 2|, la cual es
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L. 1 logq logp
liminf h(a) > = > . O
minthle) 2 2;: lah 1) 2 0P )

4. Resultados auxiliares

En esta seccion demostraremos los resultados necesarios para la demostracién del Teorema 1.4.
Esta seccion se inspira en precisar la idea utilizada en [8, Proposition 3.2]. Como la demostracion
del Teorema 1.4 es sencilla, para el lector probablemente sea mas eficiente pasar directamente a
la siguiente seccion y volver en caso de querer verificar los detalles. Al final también mostraremos

que Sy ¢ no es finito. Empecemos con la nocién de grupo dihedral generalizado.

Definicion 4.1. Sea N un grupo abeliano no trivial. El grupo dihedral generalizado de N es el

producto semidirecto
N X Z/2Z

donde Z/27 actia en N invirtiendo elementos, ast que la operacion de grupo viene dada por

(n1,0) - (ng,a) = (n1nz, a)

(n1,1) - (ng,a) = (nlngl, 1+a)

Lo denotamos por Dih(N).
El siguiente resultado elemental nos seré bastante ttil.
Lema 4.2. Si N es un grupo abeliano no trivial entonces Z(Dih(N)) es un grupo de exponente 2.
Demostracion. Sea n € N. Si (n,0) € Z(Dih(N)), operando (n,0) con (n,1) vemos que
(n,0) - (n,1) = (n?,1) = (en,1) = (n,1) - (n,0)

con lo cual n? = ey y (n,0) tiene orden 2.

Por otro lado, es claro que todo elemento en Dih(N) de la forma (n,1) tiene orden 2. O

Lema 4.3. Si K es un cuerpo cuadrdtico imaginario y Hy su cuerpo de clases de Hilbert, el grupo

de Galois de Hi /Q es un grupo dihedral generalizado

Demostracion. La extension Hg /Q es de Galois por el Lema 2.4. Fijemos una incrustacion Hx C C
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y sea 7 : C — C la conjugaciéon compleja. Notemos que tenemos la secuencia exacta
0 — Gal(Hg/K) — Gal(Hg /Q) — Gal(K/Q) — 0
la cual se escinde pues 7 € Gal(Hg /Q) (ver Lema 2.4) y tenemos la seccion 7k — 7|, . Entonces,
Gal(Hg /Q) ~ Gal(Hk /K) x Gal(K/Q)

donde 7 actia en Gal(Hg /K) conjugando elementos.

Si p es un ideal primo de Ok y oy el elemento de Frobenius, es sabido que o) = 700, 0 1

asi que en vista del isomorfismo de Reciprocidad de Artin C(Ok) ~ Gal(H/K) dado por [p] — oy
(ver [11, Chapter V, Theorem 5.7] para una demostracion), Gal(K/Q) actia en el grupo de clases
C(Ok) mandando a un primo a su conjugado, que es su inverso pues estamos en una extension
cuadratica. Por lo tanto,

donde Z/2Z actia en C(Ok) invirtiendo elementos. O

El lema anterior es lo que nos va a permitir hablar sobre el exponente del grupo de clases C(Ok)
de un cuerpo cuadratico imaginario K (recordamos que el exponente de un grupo es el minimo
comtn multiplo de los ordenes de los elementos del grupo). Ahora precisaremos la idea de que
este exponente va creciendo a medida que el discriminante de K lo hace. Primero necesitamos un

resultado de densidad.

Lema 4.4. Sea p un nimero primo impar. Si A es el conjunto de primos que son residuos cua-
drdticos mddulo p y que ademds son congruentes a 3 mddulo 4, entonces d(A) = 1/4 donde d(A)

es la densidad de Dirichlet.

Demostracion. Sean a,m € Z con (a,m) = 1, sea P(a;m) el conjunto de primos ¢ tal que ¢ = a

mod m.

Si 7 es un residuo cuadratico médulo p y r = 3 mdd 4, por el teorema chino del resto existe
una Gnica clase s en Z/4pZ tal que r = s mdd 4p. Por el teorema de Dirichlet sobre primos en
progresion aritmeética d(P(s;4p)) = 1/(2(p — 1)) (ver [10, Theorem 1, pagina 251]). Ademas, es
sabido que la cantidad de residuos cuadraticos modulo p es (p — 1)/2, asi que por la aditividad de

la densidad d(A) = 1/4. O
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El siguiente teorema se debe a F. Pappalardi.

Teorema 4.5. Si d es un entero positivo y m(d) es el exponente del grupo de clases de Q(v/—d),
para todos los d < x tales que —d es un discriminante se tiene que

logd/4

m(d) > loglogd’

—1 . . . .
salvo a lo mds O (wl’A(log logz) ) excepciones. Mds precisamente, para cada A < %logQ se tiene
que

#{dgaj:m(d) < log d/4

1—A(loglogz)~*
< loglogd} <A .

Demostracion. Ver [16, Theorem 1.2]. O

Observacion 4.6. En particular, el conjunto de excepciones tiene densidad natural cero y por

ende también tiene densidad de Dirichlet cero.

Nos interesa que el exponente vaya creciendo en un grupo especifico de cuerpos cuadréticos ima-

ginarios.

Proposicion 4.7. Sea p un nimero primo impar. Si C es la coleccion de cuerpos cuadrdticos
Q(y/=q) donde q es un primo congruente a 3 mddulo 4 que es residuo cuadrdtico mdédulo p, enton-

ces, para todo n € N existe Q(\/—qn) € C tal que
m(qn) > n
donde m(qy) es el exponente del grupo de clases de Q(v/—qn).
Demostracion. La condicion ¢ =3 modd 4 ciertamente hace que —¢ sea un discriminante. Notemos

que si A es un numero real positivo, se tiene que

-1
xA(log log x)

lim ——— = 4o0.
x——+00 log x

_T
log z

la cantidad de primos menores o iguales a x sobrepasa al conjunto de excepciones del Teorema

Por el teorema de los ntumeros primos, 7(x) ~ , luego, el céalculo anterior nos muestra que
4.5 a medida que x crece, y por ende podemos encontrar un primo ¢ suficientemente grande tal
que m(q) > n. Como esta condicién depende del tamafio de ¢, podemos tomar un g, tal que
Q(v/=¢n) € C y m(gn) > n. Notemos que si esto tltimo no fuera posible, quiere decir que los
numeros mayores que ¢ del conjunto A del Lema 4.4 estan todos contenidos en el conjunto de
excepciones del Teorema 4.5. Sin embargo, esto implicaria que A tiene densidad de Dirichlet cero,

lo cual no es cierto. O
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Observacion 4.8. Lo mismo aplica si consideramos q que no es residuo cuadrdtico mddulo p, lo

cual serd necesario en la demostracion del Teorema 1.4.

Los siguientes resultados son para justificar que L, en general es una extensiéon infinita de Q.

Recordemos que la notacién utilizada se encuentra en la introduccion.

Lema 4.9. Para cada clase @ € Ok, /p, existen infinitos § = o méd p tal que zt — B es irreducible

en K.

Demostracion. Sea « representante de alguna clase en Ok, /p y supongamos que « es una potencia
(-ésima en Ky, es decir, existe a € Ky tal que a = a*. En particular, a € Ok, .

Si p € p tenemos que a = o+ (p¥)” méd p para todo n € N. Si o+ (p®)™ es una potencia (-ésima,

L L

digamos, a + (p“)" = ¢!, con ¢, € Ok,, entonces a’ + (p")’ = ¢ y (a,p",cn) € (Ok,)? serian

soluciones de la ecuacion

en Ok, = Z[(y).

Si ¢ > 3, el Teorema de Faltings (cf. [3, pagina 352]) asegura que la curva X* + Y* = 1 tiene una
cantidad finita de puntos racionales en Ky. Si £ = 3, la ecuacién no tiene soluciones por el teorema
de Kummer sobre la ecuacion de Fermat para primos regulares (c¢f. [15, pp. 37-38]). Luego, en

ambos casos existen infinitos 3, = a + (p*)" tal que x* — 3, es irreducible.

Si ¢ = 2, el argumento anterior no funciona. Sin embargo, en ese caso O, = Z por lo que el

resultado es claro. O

Proposicion 4.10. S, ¢ no es finito cuando p 1 £.

Demostracion. Si L es una extension de Galois de Ky de grado ¢ podemos asumir que L = K;({/«)
para algin o € Ok, i.e., cuyo generador tiene polinomio minimal zt—a € Ok, [x]. Nos limitaremos
a analizar bajo que condiciones p es inerte en L.

¢ — o es separable modulo p y por ende p no se ramifica en L. Ademas,
L —

Sia#0 méd p entonces
p se escinde en L si y solo si x a méd p tiene solucién en Ok, (ver por ejemplo [6, Proposition
5.11]). Tomando un generador de (O, /p)* es un simple ejercicio ver que esto ultimo es equivalente
a que

N(p)—1 ,
a@N¥®m-D =1 mdbd p.
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Sea s la caracteristica de Ok, /p. Notemos que N(p)—1 = sfe —1 donde fp es el grado de inercia de
p. Por otro lado, recordemos que K; = Q((¢) es un cuerpo ciclotémico, con lo cual f, = ordle (s)

y por ende (¢, N(p) — 1) = £. En resumen,

. Np)—1 ,
pseescindeen L <= o~ ¢ =1 mdd p.

Luego, en el caso de que « no sea raiz del polinomio x - (xmpé)_l — 1) modulo p se tendra que p es

inerte en L. El lema anterior muestra que podemos encontrar una cantidad infinita de extensiones

L/ Ky de este tipo, lo cual concluye la demostracion. O

5. Relacion de L, con otras familias

En esta ultima seccién vamos a probar el Teorema 1.4 y Teorema 1.5. También recordamos que
la demostracion del Teorema 1.5 se puede encontrar en [8, Proposition 3.3] y aqui simplemente la

vamos a reescribir.

Al igual que en la secciéon 3, simplificamos la notacion cambiando p por p un ntimero primo impar,
Sp,2 por S, y Ly o por L. En resumen, nuestro cuerpo base es Q, S, son los cuerpos cuadraticos

donde p no se escinde y L, es el compositum de los cuerpos de clases de Hilbert Hg para K € S).

Consideremos la coleccion
R, = {Q(\/?q) igesprimo, =3 méd4y <—q> _ _1}
p

donde (—) es el simbolo de Legendre (de hecho, esta es la coleccion utilizada por A. Galateau en
[8]). Con estas condiciones —¢ es un discriminante y p es inerte en Q(y/—¢q), por lo que R, C S,,.
La ventaja de trabajar con los cuerpos de clases de Hilbert de estos cuerpos cuadraticos es que su

intersecciéon a pares es trivial.

Lema 5.1. Sean K y K’ cuerpos cuadrdticos distintos contenidos en R, y Hy, Hg: los cuerpos

de clases de Hilbert respectivos. Se tiene que Hx N Hyr = Q.

Demostracion. Sea ¢ un numero primo. Notemos que HQ(\/jq)/Q se ramifica solo en ¢, ya que
Q(v/—¢)/Q se ramifica solo en q y Hg(/=4)/Q(y/—¢) no se ramifica.

Si ¢y s son primos distintos, la interseccion de Hg(,/=g) v Hg, /=) es trivial, pues en caso contrario
tendria ramificacion por el teorema de Minkowski (¢f. [15, Chapter III, (2.17)]) la cual se extenderia

sobre estos dos cuerpos. O
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Ahora estamos listos para probar el Teorema 1.4.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.4. La demostracion serd por contradicciéon, asumamos que este

exponente es finito y llamémoslo I.

Al existir una cantidad finita de cuerpos intermedios E /M /Q solo puede haber una cantidad finita
de K € R, tal que Hx N E # Q, ya que por el Lema 5.1 estos cuerpos no pueden repetirse
cuando variamos K. Entonces, por la Proposicién 4.7 podemos fijar un K € R, tal que C(Ok)
tiene exponente mayor que 21 y Hx N E = Q. Con esto, siendo Hx E el compositum de Hx y F,
tenemos que

Gal(HxE/E) ~ Gal(Hgk /Q)

y por el Lema 4.3
Gal(HxE/E) ~ C(Ok) x Z/2Z. (5.1)

Tenemos las extensiones L,/HxE/E y ademés la extension HxE/E es de Galois, por lo que
Gal(Hg E/E) es isomorfo a un cociente de Gal(L,/E) que llamaremos C. Notemos que la proyec-

cion 7 : Gal(L,/E) — C induce un homomorfismo sobreyectivo
Gal(Ly/E)/Z(Gal(Ly/ E)) — C/Z(C),

con lo cual Gal(HxE/E)/Z(Gal(Hx E/E)) tiene exponente menor o igual que I. Luego, el iso-
morfismo (5.1) y Lema 4.2 nos dice que C(Of) tiene exponente menor o igual que 27, lo cual es

una contradiccién. Por lo tanto, I no puede ser finito. O
Por altimo, veamos que L, no pertenece a la familia establecida por Habegger ([9]).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.5. Por contradicciéon supongamos que L, C K(Eoys).

Si E tiene multiplicacion compleja, K (Eiors) C K2P (ver por ejemplo [19, pagina 428]) con lo cual
Gal(L,/L, N K) ~ Gal(L,K/K) seria abeliano, lo que contradice el Teorema 1.4.

Si F no tiene multiplicacion compleja, sea ¢ un ntimero primo que satisface las condiciones de R,
y es suficientemente grande de tal forma que ¢ no ramifica en K, la curva eliptica E tiene buena
reducciéon en todos los primos de K sobre ¢ y es posible ocupar el teorema de imagen abierta de
Serre ([18]):

Gal(K (Elq))/K) ~ GLs(F,)

donde E[q] son los puntos de ¢-torsion de E.
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Si My = Q(v/—q) y Hu, su cuerpo de clases de Hilbert, la extension Hyy, /Q ramifica moderada-
mente en ¢ y no ramifica en otros primos por lo que Hy;, € K(E[q]). Ademas, podemos escoger ¢

tal que
Gal(HMq/Q) ~ C(OMQ) X Z/?Z

(donde Z/27 acttia invirtiendo elementos) no sea abeliano, para esto basta que C(Oyy,) no tenga

exponente 2 (ver Lema 4.2 y Lema 4.3).

Es posible incrustar este grupo de Galois como un subgrupo normal de GLa(F,;) que no esta
contenido en su centro. Al ser PSL;(F,) un grupo simple, se tiene que |Gal(Hyy, /Q)| > q(¢* — 1)
y por ende

qa(¢* - 1)

C(Om,)| 2 =5—-

Siguiendo [13], por la férmula analitica del nimero de clases tenemos que

C(Ou,) = “BNT 11y,

donde w(M,) es el nimero de raices de la unidad en M, y x el caracter asociado a M,. Sabemos

que w(M,) <6y L(1,x) <log(y/q) + 1, como se observa en [13, pagina 214|. Luego,

(O, < 2 Vallog(y/a) +1)

llegando a una contradiccion. O
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