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RESUMEN

Una superficie de Riemann cerrada S es llamada una curva
generalizada de Fermat de tipo (k, n), donde k, n ≥ 2 son
enteros tales que (k−1)(n−1) > 2, si admite un grupo H ∼=
Zn
k de automorfismos conformes de manera que el orbifold

cociente S/H sea de género cero y tenga exactamente n+ 1

puntos cónicos, cada uno de ellos de orden k.
Si un elemento de H, de orden k, tiene puntos fijos, entonces
tiene exactamente kn−1 puntos fijos, digamos q1, . . . , qkn−1 ∈
S. Por cada qj tenemos asociado su vector de constantes de
Riemann −2Kqj ∈ JS, donde JS es la variedad jacobiana de
S. Nuestra primera observación es que Kq1 + · · ·+Kq

kn−1 es
un punto de torsión de orden dos en JS.
Sea D un divisor efectivo de grado gk,n, el género de S. Ober-
vamos que D no puede ser H-invariante. En el caso que D

tenga soporte en los puntos fijos de los elementos no-triviales
de H, entonces obtenemos condiciones algebraicas, necesa-
rias y suficientes, para que D sea no-especial.
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ABSTRACT

A closed Riemann surface S is called a generalized Fermat
curve of type (k, n), where k, n ≥ 2 are integers such that
(k− 1)(n− 1) > 2, if it admits a group H ∼= Zn

k of conformal
automorphisms such that the quotient orbifold S/H has ge-
nus zero and has exactly n+ 1 conical points, each of them
of order k.
If an element of H, of order k, has fixed points, then it has
exactly kn−1 fixed points, say q1, . . . , qkn−1 ∈ S. To each qj

we associate its vector of Riemann constants −2Kqj ∈ JS,
where JS is the jacobian variety of S. Our first observation
is that Kq1 + · · · + Kq

kn−1 is an order two torsion point in
JS.
Let D be an effective divisor of degree gk,n, the genus of S.
We observe that D cannot be H-invariant. In the case that D
is supported on the fixed points of the non-trivial elements
of H, then we obtain algebraic conditions, necessary and
sufficient, for D to be not-special.
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1. Introducción

Sea S una superficie de Riemann compacta de género g ≥ 2 y Aut(S) su grupo (finito) de auto-

morfismos conformes (holomorfos). En la teoría general de superficies de Riemann, hay un interés

en encontrar fórmulas tipo Thomae [16, 17] para cubrimientos (ramificados) Galois π : S → Ĉ,

cuyo grupo de transformaciones de cubrimiento A ≤ Aut(S) es abeliano (decimos que π es un

cubrimiento abeliano). Con tal propósito, es importante encontrar divisores efectivos de grado g

no-especiales que sean A-invariantes y cuyo soporte está contenido en el conjunto de los puntos

fijos de los elementos no-triviales de A.

En el caso que S es hiperelíptica y A ∼= Z2 es generado por la involución hiperelíptica, esto ha sido

resuelto por Thomae [16,17] y Frobenius [7]. Una generalización se ha obtenido para algunos casos

de superficies cíclicas n-gonales (n ≥ 2) es decir, cuando A ∼= Zn y S/A tiene género cero (ver [8]

en el caso n primo, y [1–4,6,15,18] para el caso totalmente ramificado). En el caso general, en [14],

se ha observado que, en caso de existir, un divisor efectivo en S que es A-invariante y de grado g

es no-especial si y sólo si cierta relación algebraica se cumple. Además, tales divisores deben estar

necesariamente soportados en los puntos fijos de los elementos no-triviales de A ([14, Theorem

4.4]). Desafortunadamente, no siempre pueden existir tales tipos de divisores. En este artículo,

veremos pares (S,A) donde esta situación de no existencia ocurre.

Un par (S,H) es llamado un par generalizado de Fermat de tipo (k, n), donde k, n ≥ 2 son

enteros tales (n − 1)(k − 1) > 2, si H ∼= Zn
k , y el orbifold cociente S/H es de género cero y con

exactamemte n+1 puntos cónicos, cada uno de ellos de orden k. La superficie S (respectivamente,

el grupo H) es llamada una curva generalizada de Fermat (respectivamente, un grupo generalizado

de Fermat) de tipo (k, n). La fórmula de Riemann-Hurwitz asegura que S tiene género gk,n =

1 + kn−1

2 ((n − 1)(k − 1) − 2) ≥ 5. En [9], se observó que S es no-hiperelíptica y se construyó una

ecuación algebraica para S, dada por un cierto producto fibrado de (n − 1) curvas clásicas de

Fermat de grado k, y cuyos coeficientes son dados por los valores cónicos de S/H (Sección 3.2). En

[12], se verificó que H es el único grupo generalizado de Fermat de tipo (k, n) en S (esta propiedad

de unicidad permite, de cierto modo, mirar a S como un símil al caso de superficies hiperelípticas,

donde H suple el rol del grupo generado por la involución hiperelíptica). De hecho, en [11], se

verificó que S no puede tener otro grupo generalizado de Fermat de tipo (k′, n′) si k′ ̸= k o n′ ̸= n.

El grupo generalizado de Fermat H tiene un conjunto de generadores {a1, . . . , an+1} ⊂ H que

satisface lo siguiente:

(i) a1 · · · an+1 = 1,

(ii) todo elemento no-trivial de H que tiene puntos fijos es potencia de alguno de los aj , y

(iii) el ángulo de rotación de cada aj en cada uno de sus puntos fijos es 2πi/k.
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Cada elemento aj , donde j = 1, . . . , n+1, es llamado un generador estándar de H, y tiene exacta-

mente kn−1 puntos fijos. El conjunto {a1, . . . , an+1} se llama un conjunto estándar de generadores

de H.

Notemos que la superficie generalizada de Fermat S es el cubriente homológico del orbifold de

Riemann Ok,n = S/H (la esfera de Riemann con exactamente n + 1 puntos cónicos, cada uno de

orden k). La unicidad del grupo generalizado de Fermat es equivalente a decir que dos orbifolds

Ok,n y Ok′,n′ son biholomórficamente equivalentes si y sólo si sus correspondientes cubrientes ho-

mológicos son biholomórficamente equivalentes (una especie de teorema de Torelli para orbifolds).

Equivalentemente, si Γ1 y Γ2 son dos grupos Fuchsianos, digamos que Γj tiene firma (0; kj , . . . , kj)

para j = 1, 2, entonces Γ1 = Γ2 si y sólo si Γ′
1 = Γ′

2, donde Γ′
j denota el subgrupo derivado de Γj .

Uno de los resultados de este trabajo permite notar que las ideas usadas en los casos de cubrimientos

abelianos antes considerados (por ejemplo, los cíclicos y los abelianos que satisfacen las propiedades

en [14]) no pueden ser usadas en el caso de los grupos de Fermat generalizados. En efecto, sea D

un divisor efectivo de grado gk,n en S. En la Proposición 3.9, observamos que D no puede ser

invariante bajo ningún subgrupo de H que contenga un elemento de orden d ≥ 2, que no sea la

potencia de algún generador estándar, en ninguna de las siguientes situaciones:

1. d ≥ 3.

2. d = 2 y k es un múltiplo de 4.

3. d = 2 y n ≥ 3.

En particular, lo anterior nos indica que D no puede ser H-invariante. Por lo que el resultado en

[14, Theorem 4.4] en este caso no puede aplicarse y la búsqueda de Fórmulas tipo Thomae para los

pares generalizados de Fermat no es fácil. Es importante notar en este punto, que la intención de

este trabajo no es el obtener tales fórmulas para pares generalizados de Fermat. Nuestro propósito

es notar que este tipo de cubrientes abelianos no es considerado, respecto a la búsqueda de fórmulas

tipo Thomae, en los trabajos que hay en la literatura. Esperamos poder hacer tal estudio en un

trabajo posterior.

En el Teorema 3.10, damos condiciones algebraicas necesarias y suficientes para que un divisor

efectivo de grado gk,n, cuyo soporte esté contenido en el conjunto de los puntos fijos de los gene-

radores estándar, sea no-especial. Es posible encontrar tales divisores D que son invariantes por

alguno de los generadores estándar (ver Ejemplos 2.1 y 3.11). En este caso, en el Teorema 3.13,

indicamos condiciones necesarias y suficientes analíticas para que D sea no-especial.

Nuestra siguiente observación corresponde a los vectores de constantes de Riemann de los puntos

fijos de un generador estándar. Asociado a la curva generalizada de Fermat S, de tipo (k, n),

tenemos su espacio de diferenciales holomorfas H1,0(S), que es un C-espacio vectorial complejo de
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dimensión gk,n. Si H1,0(S)⋆ denota el espacio dual de H1,0(S), entonces S tiene asociada su variedad

jacobiana JS = H1,0(S)⋆/H1(S;Z), el cual es un toro complejo gk,n-dimensional (que admite una

polarización principal proveniente de la forma de intersección en homología). Cada punto q ∈ S

define una incrustación holomorfa φq : S → JS : p 7→
[∫ p

q

]
. Esta incrustación tiene la propiedad de

que, si θ1 and θ2 son diferenciales meromorfas de S, entonces φq((θ1)) = φq((θ2)), donde (θj) denota

el divisor asociado a θj . Este valor es denotado por −2Kq y es llamado el vector de constantes

de Riemann asociado al punto q. En el Teorema 3.8, observamos que Kq1 + · · · + Kqkn−1 ∈ JS

es un punto de torsión de orden dos, donde q1, . . . , qkn−1 son los puntos fijos de un generador

estándar. Esto generaliza la situación conocida para el caso de puntos fijos de automorfismos τ

de una superficie de Riemann S tal que S/⟨τ⟩ es de género cero y donde cada punto fijo de una

potencia no-trivial de τ también es punto fijo de τ (ver [18, Lema 2.2.]). Este tipo de resultados

es de mucho interés en la teoría respecto a fórmulas de Thomae (ver, por ejemplo, [6, 18] para

mayores detalles).

Notaciones

1. S denotará una superficie de Riemann compacta de género g ≥ 2 y Aut(S) su grupo de

automorfismos conformes (holomorfos).

2. Si S es una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n), entonces H ∼= Zn
k denotará su grupo

generalizado de Fermat de tipo (k, n).

3. Div(S) denota el grupo abeliano de los divisores sobre S.

4. El grado del divisor D ∈ Div(S) es denotado por deg(D).

5. Divd(S) denota al conjunto de divisores efectivos de grado d.

6. Si f : S → Ĉ es una función meromorfa no cero, entonces denotamos su divisor de ceros y

polos por (f).

7. Si θ es una diferencial meromorfa diferente de cero, entonces denotamos su divisor de ceros

y polos por (θ).

8. L(−D) denota el espacio vectorial complejo que consiste, aparte de cero, de todas las fun-

ciones meromorfas f tal que (f) +D es efectivo. Su dimensión es denotado por r(−D).

9. Ω(D) denota el espacio vectorial complejo que consiste, aparte de la difencial cero, de todas

las diferenciales meromorfas ω tal que (ω) − D es efectivo. Su dimensión es denotado por

i(D).

10. JS denota la variedad jacobiana de S.
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11. Si q ∈ S, entonces −2Kq ∈ JS denota su vector de constantes de Riemann.

12. Ck
λ1,...,λn−2

denota una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n) determinada por los

puntos ∞, 0, 1, λ1, . . . , λn−2 ,y H0
∼= Zn

k su grupo generalizado de Fermat. Sus generadores

estándar serán denotados por a1, . . . , an+1.

13. Para cada generador estándar aj , denotaremos por Fix(aj) tanto a su conjunto de puntos

fijos como al correspondiente divisor.

14. θr;α3,...,αn+1 denota la diferencial meromorfa de Ck
λ1,...,λn−2

cuyo divisor es dado

por
(
θr;α3,...,αn+1

)
= (α3 + · · ·+αn+1 − 2− r)Fix(a1)+ rFix(a2)+

∑n+1
j=3 (k− 1−αj)Fix(aj).

15. Ik,n = {(r;α3, . . . , αn+1);αj ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, 0 ≤ r ≤ α3 + · · ·+ αn+1 − 2}.

2. Preliminares

En el resto de esta sección, S denotará una superficie de Riemann cerrada de género g ≥ 1.

2.1. Divisores

Denotaremos por Div(S) el grupo abeliano de los divisores de S, es decir, el grupo abeliano libre

generado por los puntos de S. Si D ∈ Div(S), entonces νq(D) ∈ Z es el valor tal

que D = D0 + νq(D)q, donde D0 está soportado en S − {q}. El grado de D es definido como

deg(D) =
∑

q∈S νq(D). En el caso de que, para cada q ∈ S, se cumpla que νq(D) ≥ 0, diremos que

el divisor es efectivo, denotado por D ≥ 0. Denotaremos por Divd(S) al conjunto de los divisores

efectivos de grado d ≥ 1; el cual resulta ser una variedad compleja compacta de dimensión d. Si

f : S → Ĉ es una función meromorfa y diferente de cero (respectivamente, si θ es una forma

diferencial meromorfa y diferente de cero en S), entonces denotaremos por (f) (respectivamente,

(θ)) a su divisor que codifica sus ceros y polos contando sus respectivas multiplicidades.

2.2. Divisores no-especiales

2.2.1.

Cada divisor D ∈ Div(S) tiene asociado un C-espacio vectorial L(−D) (respectivamente Ω(D))

de dimensión r(−D) (respectivamente, i(D)) que consiste, aparte del cero, de todas las funciones

meromorfas f : S → Ĉ tales que (f) + D ≥ 0 (respectivamente, formas meromorfas θ tales que

(ω) ≥ D). El Teorema de Riemann-Roch nos dice que r(−D) = deg(D)− g + 1 + i(D).
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2.2.2.

Supongamos, en lo que sigue, que D ≥ 0. Lo anterior nos dice que r(−D) ≥ 1 (ya que en L(−D)

están las funciones constantes), en otras palabras, i(D) ≥ g − deg(D).

Cuando i(D) = 0 se dice que D es un divisor no-especial (en caso contrario, un divisor especial).

Luego, (i) si deg(D) < g, entonces D es especial, y (ii) si deg(D) = g, entonces D es no-especial si

y sólo si r(−D) = 1.

2.3. Divisores invariantes por acción de grupos

Supongamos que tenemos un grupo finito G de automorfismos conformes de S. En este caso,

R = S/G resulta ser un orbifold de Riemann (una superficie de Riemann junto a una colección

finita de puntos con pesos enteros positivos). Sea π : S → R un cubrimiento ramificado holomorfo

cuyo grupo de transformaciones cobertoras es G, es decir, π(x) = π(y) si y sólo si existe τ ∈ G tal

que τ(x) = y.

Sea γ ≥ 0 el género de R y sean q1, . . . , qn ∈ R los valores de ramificación de π, es decir, la proyec-

ción de los puntos de S con G-estabilizador no-trivial. Si p ∈ π−1(qj), entonces el G-estabilizador de

p es un grupo cíclico de un orden kj ≥ 2 que divide al orden |G| de G. Dos puntos cualesquiera en la

π-preimagen de qj tienen G-estabilizadores que son G-conjugados. La fórmula de Riemann-Hurwitz

dice que

g = 1 + |G|(γ − 1) +
1

2

n∑
j=1

|G|
kj

(kj − 1).

Sea D ≥ 0 un divisor que sea G-invariante (es decir, G permuta los puntos del soporte de D y deja

invariantes los pesos correspondientes). En tal caso, D debe tener la siguiente forma:

D = l1π
−1(p1) + · · ·+ lsπ

−1(ps) +m1π
−1(q1) + · · ·+mnπ

−1(qn),

donde p1, . . . , ps ∈ R \{q1, . . . , qn}, l1, . . . , ls,m1, . . . ,mn ∈ {0, 1, 2, . . .}, y π−1(y) denota el divisor

cuyo soporte son los puntos en la π-preimagen de y ∈ R (cada uno con peso igual a 1). De esta

manera,

deg(D) = (l1 + · · ·+ ls)|G|+
∑
j=1

mj
|G|
kj

.
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La condición

deg(D) = g

es entonces equivalente a la siguiente igualdad

2k =

2k(l1 + · · ·+ ls + 1− γ) +

n∑
j=1

(2mj − kj + 1)k̂j

 |G|, (2.1)

donde

k = mcm(k1, . . . , kn), k̂j = k/kj .

Notemos que, si |G| es impar, entonces la igualdad (2.1) asegura que |G| divide a k.

Ejemplo 2.1. Supongamos que k1 = · · · = kn = k ≥ 2. En este caso, k̂j = 1 y la igualdad (2.1)

es en este caso

2k =

2k(l1 + · · ·+ ls + 1− γ)− n(k − 1) + 2

n∑
j=1

mj

 |G|.

Como k divide a |G|, tenemos dos posibilidades:

1. |G| = k, en cuyo caso G ∼= Zk y 2k(l1 + · · ·+ ls + 1− γ)− n(k − 1) + 2
∑n

j=1 mj = 2.

2. |G| = 2k y 2k(l1 + · · ·+ ls + 1− γ)− n(k − 1) + 2
∑n

j=1 mj = 1.

Este ejemplo nos dice, por ejemplo, que si |G| /∈ {k, 2k}, entonces no existen divisores efectivos de

grado g que sean G-invariantes.

2.4. Vectores de constantes de Riemann

2.4.1.

El primer grupo de homología H1(S;Z) se puede incrustar como un reticulado en H1,0(S)⋆ por

medio del proceso de integración de formas diferenciales α 7→
∫
α
. El toro complejo g-dimensional

JS = H1,0(S)⋆/H1(S;Z) se llama la variedad jacobiana de S. La forma de intersección en homología

determina una polarización principal en JS.

2.4.2.

Para cada punto q ∈ S, tenemos su función de Abel-Jacobi

φq : S → JS : p 7→
[∫ p

q

]
,
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la cual produce una incrustación holomorfa de S en JS. Esta función se extiende de manera natural

a una función holomorfa sobreyectiva φq : Div(S) → JS, la cual es un homomorfismo de grupos

abelianos. Su restricción a la variedad compleja compacta Divd(S) es holomorfa.

Por el teorema de inversión de Abel-Jacobi, φq : Div(g)(S) → JS es sobreyectiva, y cualquier par

de divisores diferentes D1, D2 ∈ Div(g)(S) son enviados al mismo punto si y sólo si D1 −D2 es un

divisor principal (es decir, D1−D2 = (f), para alguna función meromorfa no-constante f : S → Ĉ).

2.4.3.

Consideremos dos formas meromorfas θ1, θ2 ̸= 0 en S. Como θ1/θ2 es una función meromorfa de S,

entonces φq((θ1)) = φq((θ2)). De esta manera, el valor φq((θ)) ∈ JS no depende de la diferencial

meromorfa θ ̸= 0 usada. Tal valor es denotado por −2Kq ∈ JS y es llamado el vector de constantes

de Riemann associado al punto q.

2.4.4.

Si h ∈ Aut(S), entonces el pull-back de formas holomorfas h∗ : H1,0(S) → H1,0(S) induce un

automorfismo holomorfo Th : JS → JS : [L] 7→ [L ◦ h∗]. En particular, por el proceso de cambio

de base, para q ∈ S, se cumple que

φh(q)(h(p))(θ) =

[∫ h(p)

h(q)

θ

]
=

[∫ p

q

h∗θ

]
= φq(p)(h

∗θ) = Th(φq(p))(θ),

es decir,

Th ◦ φq = φh(q) ◦ h.

2.5. Divisores no-especiales y funciones theta

Cada base simpléctica de H1(S;Z) tiene asociada su matriz de periodos Z ∈ Hg (espacio de Siegel

de las matrices complejas simétricas de tamaño g× g con parte imaginaria positiva definida). Esto

permite obtener un modelo explícito JS = Cg/Zg ⊕ ZZg.

Cada par ϵ, ϵ′ ∈ Zg tiene asociada la función theta de primer orden con característica

 ϵ

ϵ′


definida por

θ

 ϵ

ϵ′

 (z; Π) =
∑
N∈Zg

exp

{
2πi

[
1

2

(
N +

ϵ

2

)t

z
(
N +

ϵ

2

)
+

(
N +

ϵ

2

)t
(
N +

ϵ′

2

)]}
,

la cual es una función holomorfa definida sobre Cg (la función theta clásica θ corresponde a
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ϵ = ϵ′ = 0). Más detalles y propiedades sobre funciones theta se pueden encontrar, por ejemplo,

en los libros [5, 6].

Como consecuencia del teorema de anulación de Riemann (Riemann Vanishing theorem [5, pág.

308], [6, pág. 17]), para cada e ∈ JS, la función holomorfa multivaluada

fq,e := θ

 ϵ

ϵ′

 (φq − e; Π) : S → JS

es:

(i) idénticamente cero, o bien

(ii) tiene precisamente g ceros (contados con multiplicidades).

Ya que φq : Div(g)(S) → JS es sobreyectiva, existe algún divisor efectivo D ∈ Div(g)(S) tal que

φq(D) = e−Kq.

En [6], se probó que fq,e es idénticamente cero si y sólo si D es especial.

Supongamos que fq,e no es cero, esto es, D es no-especial. Si p1, . . . , pg son los g ceros de fq,e,

entonces el divisor p1 + · · ·+ pg ∈ Div(g)(S) satisface que φq(p1 + · · ·+ pg) = e−Kq = φq(D) (ver

[5, 6]); luego, D = p1 + · · ·+ pg (módulo divisores principales).

3. Curvas generalizadas de Fermat

En esta sección, S será una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n), donde k, n ≥ 2 son enteros

tales que (n−1)(k−1) > 2, y H ∼= Zn
k su grupo (único [12]) generalizado de Fermat de tipo (k, n).

Al par (S,H) le llamamos un par generalizado de Fermat de tipo (k, n).

Sea π : S → Ĉ un cubrimiento ramificado Galois con grupo cobertor H. Componiendo π a la

izquierda por alguna transformación de Möbius, podemos asumir que los valores de ramificación

de π son dados por los puntos ∞, 0, 1, λ1,. . . , λn−2, donde (i) λi ̸= λj si i ̸= j, y (ii) λj ∈ C−{0, 1}.

3.1. Uniformización Fuchsiana

Por el teorema de uniformización, hay un grupo Fuchsiano (único módulo conjugación en PSL2(R))

Γ =
〈
x1, . . . , xn+1 : xk

1 = · · · = xk
n+1 = x1x2 · · ·xn+1 = 1

〉
< PSL2(R),

de manera que S/H = H2/Γ. En [9], se observó la existencia de un biholomorfismo φ : S → H2/Γ′,

donde Γ′ es el grupo derivado (es decir, el subgrupo generado por los conmutadores) de Γ. Por la
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unicidad del grupo generalizado de Fermat, φ conjuga H en Γ/Γ′.

3.2. Descripción algebraica

Las condiciones sobre los valores λj aseguran que

Ck
λ1,...,λn−2

=



xk
1 + xk

2 + xk
3 = 0

λ1x
k
1 + xk

2 + xk
4 = 0

...
...

...

λn−2x
k
1 + xk

2 + xk
n+1 = 0


⊂ Pn

C, (3.1)

es una curva algebraica irreducible y suave (es decir, una superficie de Riemann cerrada). Esta

admite al grupo H0 = ⟨a1, . . . , an⟩ ∼= Zn
k ,

aj([x1 : · · · : xn+1]) = [x1 : · · · : xj−1 : ωkxj : xj+1 : · · · : xn+1],

donde ωk = e2πi/k, como un grupo de automorfismos holomorfos. Más aún, la función π([x1 : · · · :
xn]) = − (x2/x1)

k es un cubrimiento ramificado Galois con H0 como grupo cobertor y cuyos valores

de ramificación son ∞, 0, 1, λ1,. . . , λn−2. En particular, (Ck
λ1,...,λn−2

, H0) es un par generalizado

de Fermat de tipo (k, n). En [9], se observó que existe un biholomorfismo ϕ : S → Ck
λ1,...,λn−2

(que

necesariamente conjuga H en H0 por la unicidad de los grupos generalizados de Fermat). En este

modelo algebraico, los elementos a1, . . . , an+1 corresponden a los generadores estándar.

Observación 3.1. Si T ∈ PSL2(C) y

{T (∞), T (0), T (1), T (λ1), . . . , T (λn−2)} = {∞, 0, 1, µ1, . . . , µn−2},

entonces Ck
λ1,...,λn−2

y Ck
µ1,...,µn−2

son biholomorfas.

3.3. El cuerpo de las funciones meromorfas

Para cada j = 2, . . . , n+ 1, la función meromorfa

yj =
xj

x1
: Ck

λ1,...,λn−2
→ Ĉ,

tiene como sus ceros a los puntos fijos de aj y como sus polos a los puntos fijos de a1. Esta función

yj define un cubrimiento ramificado Galois de grado kn−1, cuyo grupo cobertor es

deck(yj) = ⟨a2, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an+1⟩ ∼= Zn−1
k .
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En lo que sigue, denotaremos z := y2 y λ0 = 1.

El sistema algebraico (3.1) asegura la igualdad

λj−3 + zk + ykj = 0. (3.2)

Se tiene que z, y3, . . . , yn+1 generan al cuerpo de las funciones meromorfas de Ck
λ1,...,λn−2

;

C(Ck
λ1,...,λn−2

) =
⊕

0≤α1,...,αn+1≤k−1

C(z) yα3
3 yα4

4 · · · yαn+1

n+1 .

Observación 3.2. La acción de H sobre los generadores anteriores es dada por (a∗jf := f ◦ aj): a∗1z = ω−1
k z, a∗2z = ωkz, a

∗
jz = z, j ∈ {3, . . . , n+ 1};

a∗1yl = ω−1
k yl, a

∗
l yl = ωkyl, a

∗
jyl = yl, j ∈ {2, 3, . . . , n+ 1} − {l}.


En particular, cada factor C(z) yα3

3 yα4
4 · · · yαn+1

n+1 es H-invariante.

3.4. Divisores de los puntos fijos

Si el conjunto de puntos fijos de aj es {pj,1, . . . , pj,kn−1}, entonces consideramos su correspondiente

divisor de puntos fijos:

Fix(aj) =

kn−1∑
i=1

pj,i ∈ Div(Ck
n), j = 1, . . . , n+ 1. (3.3)

Observación 3.3. Algunas veces usaremos la notación Fix(aj) (por abuso de lenguaje) para de-

notar al divisor anterior o simplemente al conjunto de puntos fijos de aj.

Notemos que, para j = 2, . . . , n+ 1,

(yj) = Fix(aj)− Fix(a1).

En particular, para i ̸= j ∈ {1, . . . , n+ 1}, el divisor de la función meromorfa yji := yj/yi es

(yji) = Fix(aj)− Fix(ai).
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3.5. El espacio de las diferenciales meromorfas

Como dz es una diferencial meromorfa de Ck
λ1,...,λn−2

, por lo visto en la sección anterior, su espacio

de diferenciales meromorfas es

M(Ck
λ1,...,λn−2

) =
⊕

0≤α1,...,αn+1≤k−1

C(z)
dz

yα3
3 yα4

4 · · · yαn+1

n+1

.

La función meromorfa z es cubrimiento ramificado Galois de grado kn−1, cuyos puntos críticos son

los puntos fijos de los elementos a3, . . . , an+1, cada uno de orden k. Los valores de ramificación de

z están dados por las k-raíces de los puntos −1,−λ1, . . . ,−λn−2. En particular,

(dz) =

n+1∑
j=3

(k − 1)Fix(aj)− 2Fix(a1), (dyji) =

n+1∑
s̸=i,j

(k − 1)Fix(as)− 2Fix(ai).

Si r ∈ Z y (α3, . . . , αn+1) ∈ {0, 1, . . . , k−1}n−1, entonces podemos formar la diferencial meromorfa

θr;α3,...,αn+1 =
zrdz

yα3
3 yα4

4 · · · yαn+1

n+1

, (3.4)

cuyo divisor es

(
θr;α3,...,αn+1

)
= (α3 + · · ·+ αn+1 − 2− r)Fix(a1) + rFix(a2) +

n+1∑
j=3

(k − 1− αj)Fix(aj). (3.5)

Observación 3.4. De la Observación 3.2, podemos ver que la acción por pull-back por elementos

de H en las diferenciales anteriores es dada por:

a∗j (θr;α3,...,αn+1) =


ω
−(r+1)+(α3+···+αn+1)
k θr;α3,...,αn+1

, j = 1,

ωr+1
k θr;α3,...,αn+1

, j = 2,

ω
−αj

k θr;α3,...,αn+1
, j ∈ {3, . . . , n+ 1}.

Teorema 3.5 ([10]). La colección

Bcan := {θr;α3,...,αn+1
}(r;α3,...,αn+1)∈Ik,n

,

donde Ik,n = {(r;α3, . . . , αn+1);αj ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, 0 ≤ r ≤ α3 + · · ·+ αn+1 − 2} , define una

base para H1,0(Ck
λ1,...,λn−2

), llamada la base estándar.

Observación 3.6 (Conexión con la incrustación canónica). Consideremos la base estándar del

Teorema 3.5. Esta base induce una incrustación canónica (incrustación canónica estándar)

ιBcan : Ck
λ1,...,λn−2

↪→ Pgk,n−1
C .
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En [10], se verificó la existencia de una sub-colección {θ1, . . . , θn+1} de Bcan, de manera que

ι̂Bcan : Ck
λ1,...,λn−2

↪→ Pn
C : [x1 : · · · : xn+1] 7→ [θ1 : · · · : θn+1]

es la función identidad.

Observación 3.7. Usando la Observación 3.4, junto al Teorema 3.5, es posible describir explíci-

tamente la acción de H0 en el espacio Hq,0(Ck
λ1,...,λn−2

) de las q-diferenciales holomorfas [13].

3.6. Sobre el vector de constantes de Riemann

Nuestra primera observación, es dada en el siguiente.

Teorema 3.8. Sea (S,H) un par generalizado de Fermat de tipo (k, n), (k − 1)(n− 1) > 2. Sean

q1, . . . , qkn−1 los puntos fijos de un generador estándar. Entonces, Kq1 + · · ·+Kqkn−1 es un punto

de torsión de orden 2 de JS.

Demostración. Podemos asumir que S = Ck
n := Ck

λ1,...,λn−2
y H = H0 = ⟨a1, . . . , an⟩, donde

a1, . . . , an+1 son los generadores estándar.

Recordemos que, si q ∈ Ck
n, entonces φq((dz)) = −2Kq. Como

(dz) =

n+1∑
j=3

(k − 1)Fix(aj)− 2Fix(a1),

y, para i ̸= j, cada divisor de la forma Fix(ai)− Fix(aj) es principal, se tiene la igualdad

−2Kq = ((n− 1)(k − 1)− 2) φq(Fix(aj)), j = 1, . . . , n+ 1. (3.6)

Sea α = (n− 1)(k − 1)− 2. Tenemos las siguientes igualdades (obtenidas de (3.6))

−2Kq1 = αφq1(q1 + · · ·+ qkn−1) = αφq1(q1) + · · ·+ αφq1(qkn−1)

−2Kq2 = αφq2(q1 + · · ·+ qkn−1) = αφq2(q1) + · · ·+ αφq2(qkn−1)
...

−2Kqkn−1 = αφqkn−1 (q1 + · · ·+ qkn−1) = αφqkn−1 (q1) + · · ·+ αφqkn−1 (qkn−1).

Sumando todas ellas (y usando la identidad φqi(qj) = −φqj (qi)), obtenemos

−2(Kq1 + · · ·+Kqkn−1 ) = 0.
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3.7. Divisores efectivos de grado gk,n

Como hemos visto en el Ejemplo 2.1, no es posible encontrar divisores efectivos de grado gk,n

que sean H-invariantes. De hecho, como veremos más abajo, tampoco hay tales divisores que sean

K-invariantes para la mayoría de los subgrupos K de H. Luego, no es posible usar el [14, Theorem

4.4] y, en particular, la búsqueda de generalizaciones de fórmulas tipo Thomae para los pares de

Fermat generalizados no es fácil.

Proposición 3.9. Sea D ∈ Div(S) un divisor efectivo de grado gk,n. Sea K un subgrupo no-trivial

de H conteniendo un elemento de orden d ≥ 2 que no es una potencia de un generador estándar.

Entonces D no puede ser K-invariante en ninguna de las siguientes tres situaciones:

(i) d ≥ 3.

(ii) d = 2 y k es múltiplo de 4.

(iii) d = 2 y n ≥ 3.

Demostración. Sea a ∈ K de orden d ≥ 2, el cual no es una potencia de un generador estándar

(luego, ningún elemento diferente de la identidad de ⟨a⟩ actúa con puntos fijos). Como d es un

divisor de k, podemos escribir k = dk1. Si D es K-invariante, entonces también es ⟨a⟩-invariante.

Ya que los elementos no-triviales de ⟨a⟩ no tienen puntos fijos en S, debemos tener que el grado

gk,n de D debe ser un múltiplo de d, esto es, existe un entero α ≥ 1 tal que 2dα = 2 + kn−1((n−
1)(k − 1)− 2) = 2 + dn−1kn−1

1 ((n− 1)(k − 1)− 2). Como n ≥ 2, esto no es posible para d ≥ 3. Si

d = 2, entonces 22α = 2+ 2n−1kn−1
1 ((n− 1)(k− 1)− 2). En caso que k1 sea par o bien que n ≥ 3,

tendremos que 4 divide a 2, una contradicción.

3.8. Divisores efectivos no-especiales soportados en los puntos fijos

En esta sección, estamos interesados en determinar condiciones algebraicas (necesarias y suficientes)

para que un divisor efectivo de grado gk,n en Ck
n := Ck

λ1,...,λn−2
, cuyo soporte esté contenido en el

conjunto de los puntos fijos de los generadores estándar de H, sea no-especial.

Los divisores anteriores son de la forma

D =

n+1∑
j=1

kn−1∑
i=1

mj,ipj,i, mj,i ≥ 0,

n+1∑
j=1

kn−1∑
i=1

mj,i = gk,n. (3.7)

Asumiremos que los enteros mj,i están ordenados

Mj(D) := mj,kn−1 ≥ · · · ≥ mj,1 ≥ 0.
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Para cada subconjunto A ̸= ∅ de Ik,n definimos:

β1(A) := mı́n{α3 + · · ·+ αn+1 − r − 2 : (r;α3, . . . , αn+1) ∈ A} ≥ 0

β2(A) := mı́n{r : (r;α3, . . . , αn+1) ∈ A} ≥ 0

βj(A) := mı́n{k − 1− αj : (r;α3, . . . , αn+1) ∈ A} ≥ 0, j ≥ 3.

Observemos que, si ∅ ≠ B ⊂ A, entonces βj(A) ≤ βj(B) para todo j ≥ 1.

Si µ ∈ (C− {0})A, entonces el divisor de la diferencial holomorfa

θµ,A =
∑

(r;α3,...,αn+1)∈A

µ(r;α3, . . . , αn+1)θr;λ3,...,θn+1

es

(θµ,A) =

n+1∑
j=1

δj(µ)Fix(aj) +D0,

donde δj(µ) ≥ βj(A) y D0 es un divisor efectivo cuyo soporte es disjunto con Fix(H) (el conjunto

formado por todos los puntos fijos de todos los generadores estándar de H). Notemos que, para µ

genérico, se tiene que δj(µ) = βj(A).

El siguiente resultado da condiciones algebraicas necesarias y suficientes para que un divisor como

en (3.7) sea no-especial.

Teorema 3.10. Sea D ∈ Div(Cn
k ) un divisor efectivo de grado gk,n como en (3.7). Entonces D

es no-especial si y sólo si las siguientes condiciones se cumplen.

(S1) Para cada j ∈ {1, . . . , n + 1}, se cumple que que mj,1 = 0 (es decir, existe un punto fijo de

aj que no pertenece al soporte de D).

(S2) Para todo subconjunto ∅ ≠ A ⊂ Ik,n, ∃j ∈ {1, . . . , n+ 1} tal que Mj(D) > βj(A).

Demostración. Supongamos que la condición (S1) no es válida, es decir, existe j ∈ {1, . . . , n+ 1}
tal que mj,1 ≥ 1, equivalentemente, D ≥ Fix(aj). Si i ∈ {1, . . . , n + 1} − {j}, entonces yij es una

función meromorfa cuyo divisor es Fix(ai) − Fix(aj), en particular, (yij) + D ≥ 0. Esto nos dice

que r(−D) ≥ 2 y, por el Teorema de Riemann-Roch, que i(D) > 0, es decir, D es especial.

Ahora, supongamos que la condición (S2) no se cumple, es decir, existe ∅ ≠ A ⊂ Ik,n, tal que

Mj(D) ≤ βj(A), para todo j = 1, . . . , n+ 1. Si µ ∈ (C− {0})A, entonces

(θµ,A) ≥
n+1∑
j=1

δj(µ)Fix(aj) ≥
n+1∑
j=1

βj(A)Fix(aj) ≥
n+1∑
j=1

Mj(D)Fix(aj) ≥ D,

es decir, i(D) > 0, luego D es especial.
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Ejemplo 3.11 (Caso (k, n) = (4, 2)). En este caso, S corresponde a la curva de Fermat de grado

4:

S = {[x : y : z] ∈ P2 : x4 + y4 + z4 = 0}

que es una superficie de Riemann de género g4,2 = 3. Los generadores estándar de H ∼= Z2
4 están

dados por

a1([x : y : z]) = [ix : y : z], a2([x : y : z]) = [x : iy : z], a3([x : y : z]) = [x : y : iz].

El conjunto de puntos fijos de a1 es (tomando q = eiπ/4):

{p1,1, p1,2, p1,3, p1,4} = {[0 : 1 : q], [0 : 1 : iq], [0 : 1 : −q], [0 : 1 : −iq]},

el conjunto de puntos fijos de a2 es:

{p2,1, p2,2, p2,3, p2,4} = {[1 : 0 : q], [1 : 0 : iq], [1 : 0 : −q], [1 : 0 : −iq]},

el conjunto de puntos fijos de a3 es:

{p3,1, p3,2, p3,3, p3,4} = {[1 : q : 0], [1 : iq : 0], [1 : −q : 0], [1 : −iq : 0]}.

Un divisor D como en (3.7), en esta situación, es de la forma

D =

4∑
j=1

m1,jp1,j +

4∑
j=1

m2,jp2,j +

4∑
j=1

m3,jp3,j ,

donde

M1(D) = m1,4 ≥ m1,3 ≥ m1,2 ≥ m1,1 ≥ 0,

M2(D) = m2,4 ≥ m2,3 ≥ m2,2 ≥ m2,1 ≥ 0,

M3(D) = m3,4 ≥ m3,3 ≥ m3,2 ≥ m3,1 ≥ 0,

3∑
j=1

(m1,j +m2,j +m3,j) = 3.

La condición (S1) del Teorema 3.10 es equivalente a tener

m1,1 = m2,1 = m3,1 = 0,

lo cual supondremos en lo que sigue de este ejemplo.
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Como I4,2 = {(0; 2), (0; 3), (1; 3)}, sus subconjuntos no vacíos son

A1 = {(0; 2)}, A2 = {(0; 3)}, A3 = {(1; 3)}, A4 = {(0; 2), (0; 3)},

A5 = {(0; 2), (1; 3)}, A6 = {(0; 3), (1; 3)}, A7 = I4,2.

Se puede verificar que:

β1(A1) = β1(A3) = β1(A4) = β1(A5) = β1(A6) = β1(A7) = 0, β1(A2) = 1,

β2(A1) = β2(A2) = β2(A4) = β2(A5) = β2(A6) = β2(A7) = 0, β2(A3) = 1,

β3(A2) = β3(A3) = β3(A4) = β3(A5) = β3(A6) = β3(A7) = 0, β3(A1) = 1.

La condición (S2) del Teorema 3.10 es equivalente a tener las siguientes condiciones:

(a) algún Mj(D) ≥ 1 (para satisfacer la condición con A4, A5, A6, A7);

(b) M3(D) = 3 o bien M1(D) ≥ 1 o bien M2(D) ≥ 1 (para tener tal condición para A1);

(c) M1(D) = 3 o bien M2(D) ≥ 1 o bien M3(D) ≥ 1 (para tener tal condición para A2);

(d) M2(D) = 3 o bien M1(D) ≥ 1 o bien M3(D) ≥ 1 (para tener tal condición para A3).

Si (i) M1(D) ≥ 1 y M2(D) ≥ 1, o bien (ii) M1(D) ≥ 1 y M3(D) ≥ 1, o bien (iii) M2(D) ≥ 1 y

M3(D) ≥ 1, entonces D es no-especial.

Por otro lado, si tenemos (por ejemplo) M1(D) = M2(D) = 0, entonces necesitamos tener

M3(D) = 3 para que D sea no-especial. En este caso, D = 3p, donde p ∈ Fix(a3). Notemos

que este divisor es invariante por a3.

3.9. Divisores no-especiales invariantes por un generador estándar

La Proposición 3.9 nos dice que un divisor D como en (3.7) no puede ser invariante por varios

subgrupos no-triviales K de H. Los únicos subgrupos K < H que admitan un divisor (como en

(3.7)) que sea K-invariante son:

(i) n = 2 y k = 2k1, donde k1 ≥ 3 es impar (luego S es una curva clásica de Fermat de grado k)

y K es un grupo cíclico generado por una involución sin puntos fijos en S, o bien

(ii) K es un grupo cíclico generado por un generador estándar.

Supongamos que D es invariante por un generador estándar, el cual podemos asumir (sin pérdida de

generalidad) sea an+1. La invariancia de D por an+1 es equivalente a tener, para cada j = 1, . . . , n,
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que en el divisor D tenemos
kn−1∑
i=1

mj,ipj,i =

kn−2∑
i=1

mj,iDj,i

donde Dj,i son las órbitas disjuntas a pares de los puntos fijos aj bajo la acción de an+1.

Ejemplo 3.12. Si p ∈ Fix(an+1), entonces el divisor D = gk,np es invariante por an+1. Más aún,

como βj(A) < gk,n para todo subconjunto no vacío A de Ik,n, tenemos (por el Teorema 3.10) que D

es no-especial. Este ejemplo generaliza el dado al final del Ejemplo 3.11, para el caso (k, n) = (4, 2).

En el ejemplo anterior, hemos descrito algunos divisores no-especiales de Ck
n, estos divisores están

soportados en un punto fijo de an+1. Las condiciones algebraicas necesarias y suficientes del Teo-

rema 3.10, en el caso de divisores invariantes por an+1, se pueden escribir de manera equivalente

como sigue.

Teorema 3.13. Sea D un divisor efectivo de grado gk,n como en (3.7), que es an+1-invariante.

Entonces D es no-especial si y sólo si no existe una función meromorfa no-constante ϕ ∈ L(−D)

de la forma

ϕ = h(z) · yα3
3 · · · yαn+1

n+1 , h(z) ∈ C(z), α3, . . . , αn+1 ∈ {0, 1 . . . , k − 1}.

Demostración. Como ya hemos visto,

C(Ck
λ1,...,λn−2

) =
⊕

0≤α1,...,αn+1≤k−1

C(z) yα3
3 yα4

4 · · · yαn+1

n+1 .

De la Observación 3.2, los espacios propios del automorfismo lineal a∗n+1 en C(Ck
λ1,...,λn−2

) están

dados por

Eαn+1
:=

 ⊕
0≤α1,...,αn≤k−1

C(z) yα3
3 yα4

4 · · · yαn
n

 y
αn+1

n+1 , αn+1 ∈ {0, 1, . . . , k − 1},

cuyo valor propio asociado es ω
−αn+1

k . Como D es invariante por an+1, el espacio L(−D) es a∗n+1-

invariante. Luego,

L(−D) =
⊕

0≤αn+1≤k−1

(
L(−D) ∩ Eαn+1

)
=

⊕
0≤αn+1≤k−1

 ⊕
0≤α1,...,αn≤k−1

(
L(−D) ∩ C(z) yα3

3 yα4
4 · · · yαn+1

n+1

) . (3.8)
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Observación 3.14. Notemos, de lo anterior, que C(Ck
λ1,...,λn−2

)/⟨an+1⟩ = C(Ck
λ1,...,λn−3

) y

C(Ck
λ1,...,λn−3

) =
⊕

0≤α1,...,αn≤k−1

C(z) yα3
3 yα4

4 · · · yαn
n

Corolario 3.15. Sea D un divisor efectivo de grado gk,n como en (3.7), que es an+1-invariante.

Entonces D es no-especial si y sólo si para cada elección de L ≥ 0 y cada elección de rj , sl ∈ Z,

donde j = 1, . . . , n, y l = 1, . . . , L, y α3, . . . , αn+1 ∈ {0, 1 . . . , k − 1}, alguna de las siguientes

propiedades falla:

(1) 0 = m1,1 ≥ r1 + r2 + r3 + · · ·+ rn + s1 + · · ·+ sL + α3 + · · ·+ αn+1,

(2) 0 = m1,2 ≥ −r1, es decir, r1 ≥ 0,

(3) si pv,i ∈ Bv−3, entonces mv,i + αv ≥ −rv−1, v = 3, . . . , n+ 1,

(4) si ≥ 0, i = 1, . . . , L (esta condición se debe al hecho de que cada Cβi es disjunto de los

puntos fijos de los generadores estándar de H).

Demostración. Sea D un divisor efectivo de grado gk,n, como en (3.7), que es an+1-invariante.

Por la Proposición 3.13, para chequear si D es no-especial, necesitamos verificar que las funciones

meromorfas no-constantes

ϕ = h(z) · yα3
3 · · · yαn+1

n+1 ,

donde h ∈ C(z) y α3, . . . , αn+1 ∈ {0, 1 . . . , k − 1}, no pueden estar en L(−D).

Sea λ0 = 1. Para cada j = 0, . . . , n− 2, fijemos una k-raíz (−λj)
1/k. Sea

h(z) = zr1
n−2∏
j=0

k∏
l=1

(
z − e2lπi/k(−λj)

1/k
)r2+j

L∏
i=1

(z − βi)
si ,

donde −βk
i ∈ C \ {0, 1, λ1, . . . , λn−2} y rj , si ∈ Z. Notemos que:

(zr1) = r1 (Fix(a2)− Fix(a1)) ,((
z − e2lπi/k(−λj)

1/k
)r2+j

)
= r2+j (Bj − Fix(a1)) , j = 0, . . . , n− 2,

donde

Bj =
{
[1 : e2lπi/k(−λj)

1/k : x3 : · · · : xn+1] : x
k
i+3 = −λi + λj

}
⊂ Fix(aj+3),

y

((z − βi)
si) = si

(
Cβj − Fix(a1)

)
, i = 1, . . . , L,

donde

Cβi = {[1 : βi : x3 : · · · : xn+1] : x
k
t+3 = −λt − βk

i }.
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El divisor de h es:

(h) = r1 (Fix(a2)− Fix(a1)) +

n−2∑
j=0

r2+j(Bj − Fix(a1)) +

L∑
i=1

si(Cβi − Fix(a1)).

Ya que el divisor de y
αj

j , para j = 3, . . . , n+ 1, es

(
y
αj

j

)
= αj(Fix(aj)− Fix(a1))

obtenemos que el divisor de ϕ = h(z) · yα3
3 · · · yαn+1

n+1 es

(ϕ) = −(r1 + r2 + r3 + · · ·+ rn + s1 + · · ·+ sL + α3 + · · ·+ αn+1)Fix(a1)

+ r1Fix(a2) +

n+1∑
v=3

(αvFix(av) + rv−1Bv−3) +

L∑
i=1

siCβi
.

En particular (como αj ≥ 0), ϕ /∈ L(−D) si alguna de las propiedades enunciadas en el corolario

falla.
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