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RESUMEN

Una superficie de Riemann cerrada S es llamada una curva
generalizada de Fermat de tipo (k,n), donde k,n > 2 son
enteros tales que (k—1)(n—1) > 2, si admite un grupo H 2
Zy, de automorfismos conformes de manera que el orbifold
cociente S/H sea de género cero y tenga exactamente n + 1
puntos coénicos, cada uno de ellos de orden k.

Si un elemento de H, de orden k, tiene puntos fijos, entonces
tiene exactamente k"' puntos fijos, digamos qi, . . ., ggn—1 €
S. Por cada g; tenemos asociado su vector de constantes de
Riemann —2/Cy; € JS, donde JS es la variedad jacobiana de
S. Nuestra primera observacion es que Kq, +---+Kq,,, , €s
un punto de torsiéon de orden dos en JS.

Sea D un divisor efectivo de grado gi », el género de S. Ober-
vamos que D no puede ser H-invariante. En el caso que D
tenga soporte en los puntos fijos de los elementos no-triviales
de H, entonces obtenemos condiciones algebraicas, necesa-

rias y suficientes, para que D sea no-especial.
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A simple observation concerning the vector of
Riemann constants and non-special divisors of
generalized Fermat curves
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ABSTRACT
1 Departamento de Matemdtica y A closed Riemann surface S is called a generalized Fermat
Estadistica, Universidad de La Frontera, curve of type (k,n), where k,n > 2 are integers such that
Temuco, Chile. (k—1)(n—1) > 2, if it admits a group H = Zj, of conformal
ruben. hidalgo@ufrontera. 1™ automorphisms such that the quotient orbifold S/H has ge-

nus zero and has exactly n + 1 conical points, each of them
of order k.

If an element of H, of order k, has fixed points, then it has
exactly k"' fixed points, say qi,...,qm-1 € S. To each ¢;
we associate its vector of Riemann constants —2/C,; € JS,
where JS is the jacobian variety of S. Our first observation
is that Kg, +--- + Kq,,,_, is an order two torsion point in
JS.

Let D be an effective divisor of degree gi, n, the genus of S.
We observe that D cannot be H-invariant. In the case that D
is supported on the fixed points of the non-trivial elements
of H, then we obtain algebraic conditions, necessary and

sufficient, for D to be not-special.
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1. Introducciéon

Sea S una superficie de Riemann compacta de género g > 2 y Aut(S) su grupo (finito) de auto-
morfismos conformes (holomorfos). En la teoria general de superficies de Riemann, hay un interés
en encontrar féormulas tipo Thomae [16, 17| para cubrimientos (ramificados) Galois m : S — C,
cuyo grupo de transformaciones de cubrimiento A < Aut(S) es abeliano (decimos que 7 es un
cubrimiento abeliano). Con tal propdésito, es importante encontrar divisores efectivos de grado g
no-especiales que sean A-invariantes y cuyo soporte esta contenido en el conjunto de los puntos

fijos de los elementos no-triviales de A.

En el caso que S es hipereliptica y A & Zs es generado por la involucion hipereliptica, esto ha sido
resuelto por Thomae [16,17] y Frobenius [7]. Una generalizacion se ha obtenido para algunos casos
de superficies ciclicas n-gonales (n > 2) es decir, cuando A = Z,, y S/A tiene género cero (ver [8]
en el caso n primo, y [1-4,6,15,18] para el caso totalmente ramificado). En el caso general, en [14],
se ha observado que, en caso de existir, un divisor efectivo en S que es A-invariante y de grado g
es no-especial si y solo si cierta relacion algebraica se cumple. Ademés, tales divisores deben estar
necesariamente soportados en los puntos fijos de los elementos no-triviales de A (|14, Theorem
4.4]). Desafortunadamente, no siempre pueden existir tales tipos de divisores. En este articulo,

veremos pares (S, A) donde esta situacion de no existencia ocurre.

Un par (S, H) es llamado un par generalizado de Fermat de tipo (k,n), donde k,n > 2 son
enteros tales (n — 1)(k — 1) > 2, si H = Z}, y el orbifold cociente S/H es de género cero y con
exactamemte n + 1 puntos conicos, cada uno de ellos de orden k. La superficie S (respectivamente,
el grupo H) es llamada una curva generalizada de Fermat (respectivamente, un grupo generalizado
de Fermat) de tipo (k,n). La formula de Riemann-Hurwitz asegura que S tiene género gy, =
- kn;

ecuacion algebraica para S, dada por un cierto producto fibrado de (n — 1) curvas clasicas de

((n—1)(k—1) —2) > 5. En [9], se observé que S es no-hipereliptica y se construyé una

Fermat de grado k, y cuyos coeficientes son dados por los valores conicos de S/H (Secciéon 3.2). En
[12], se verifico que H es el tnico grupo generalizado de Fermat de tipo (k,n) en S (esta propiedad
de unicidad permite, de cierto modo, mirar a S como un simil al caso de superficies hiperelipticas,
donde H suple el rol del grupo generado por la involucion hipereliptica). De hecho, en [11], se
verifico que S no puede tener otro grupo generalizado de Fermat de tipo (k',n') si k' #k on’ #n.
El grupo generalizado de Fermat H tiene un conjunto de generadores {a,...,an+1} C H que

satisface lo siguiente:

(l) ag - Qpy1 = 1,
(ii) todo elemento no-trivial de H que tiene puntos fijos es potencia de alguno de los a;, y

(iii) el angulo de rotacion de cada a; en cada uno de sus puntos fijos es 27i/k.
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Cada elemento a;, donde j = 1,...,n+ 1, es llamado un generador estandar de H, y tiene exacta-
mente k"~ puntos fijos. El conjunto {ay,...,a,11} se llama un conjunto estandar de generadores
de H.

Notemos que la superficie generalizada de Fermat S es el cubriente homolégico del orbifold de
Riemann Oy, = S/H (la esfera de Riemann con exactamente n + 1 puntos conicos, cada uno de
orden k). La unicidad del grupo generalizado de Fermat es equivalente a decir que dos orbifolds
Ok,n ¥ Ok ns son biholomoérficamente equivalentes si y sélo si sus correspondientes cubrientes ho-
mologicos son biholomérficamente equivalentes (una especie de teorema de Torelli para orbifolds).
Equivalentemente, si I'; y 'y son dos grupos Fuchsianos, digamos que I'; tiene firma (0; &;, ..., k;)

para j = 1,2, entonces I'y = I'y si y solo si I'} = I'y, donde I'; denota el subgrupo derivado de T';.

Uno de los resultados de este trabajo permite notar que las ideas usadas en los casos de cubrimientos
abelianos antes considerados (por ejemplo, los ciclicos y los abelianos que satisfacen las propiedades
en [14]) no pueden ser usadas en el caso de los grupos de Fermat generalizados. En efecto, sea D
un divisor efectivo de grado g, en S. En la Proposicién 3.9, observamos que D no puede ser
invariante bajo ningin subgrupo de H que contenga un elemento de orden d > 2, que no sea la

potencia de algin generador estandar, en ninguna de las siguientes situaciones:

1. d>3.
2. d =2y k es un multiplo de 4.

3.d=2yn>3.

En particular, lo anterior nos indica que D no puede ser H-invariante. Por lo que el resultado en
[14, Theorem 4.4] en este caso no puede aplicarse y la busqueda de Formulas tipo Thomae para los
pares generalizados de Fermat no es facil. Es importante notar en este punto, que la intencion de
este trabajo no es el obtener tales férmulas para pares generalizados de Fermat. Nuestro propdsito
es notar que este tipo de cubrientes abelianos no es considerado, respecto a la busqueda de formulas
tipo Thomae, en los trabajos que hay en la literatura. Esperamos poder hacer tal estudio en un

trabajo posterior.

En el Teorema 3.10, damos condiciones algebraicas necesarias y suficientes para que un divisor
efectivo de grado g, cuyo soporte esté contenido en el conjunto de los puntos fijos de los gene-
radores estandar, sea no-especial. Es posible encontrar tales divisores D que son invariantes por
alguno de los generadores estandar (ver Ejemplos 2.1 y 3.11). En este caso, en el Teorema 3.13,

indicamos condiciones necesarias y suficientes analiticas para que D sea no-especial.

Nuestra siguiente observacion corresponde a los vectores de constantes de Riemann de los puntos
fijos de un generador estandar. Asociado a la curva generalizada de Fermat S, de tipo (k,n),

tenemos su espacio de diferenciales holomorfas H?(S), que es un C-espacio vectorial complejo de
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dimension g ,,. Si H-?(S)* denota el espacio dual de H?(S), entonces S tiene asociada su variedad
jacobiana J.S = HY0(S)* /H;(S;Z), el cual es un toro complejo g ,-dimensional (que admite una
polarizacion principal proveniente de la forma de interseccion en homologia). Cada punto ¢ € S
define una incrustacion holomorfa ¢, : S — JS : p — [ / ;’ ] . Esta incrustacion tiene la propiedad de
que, si 61 and 0, son diferenciales meromorfas de S, entonces ¢q((61)) = ¢q((62)), donde (6;) denota
el divisor asociado a ¢;. Este valor es denotado por —2K, y es llamado el vector de constantes
e JsS

es un punto de torsiéon de orden dos, donde ¢qi,...,qLn—1 son los puntos fijos de un generador

de Riemann asociado al punto ¢. En el Teorema 3.8, observamos que g, + -+ + Kq .,

estandar. Esto generaliza la situacion conocida para el caso de puntos fijos de automorfismos 7
de una superficie de Riemann S tal que S/(7) es de género cero y donde cada punto fijo de una
potencia no-trivial de 7 también es punto fijo de 7 (ver [18, Lema 2.2.]). Este tipo de resultados
es de mucho interés en la teoria respecto a formulas de Thomae (ver, por ejemplo, [6, 18] para

mayores detalles).

Notaciones

1. S denotara una superficie de Riemann compacta de género g > 2 y Aut(S) su grupo de

automorfismos conformes (holomorfos).

2. Si S es una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n), entonces H = Z7 denotara su grupo

generalizado de Fermat de tipo (k,n).
3. Div(S) denota el grupo abeliano de los divisores sobre S.
4. El grado del divisor D € Div(S) es denotado por deg(D).
5. Divd(S) denota al conjunto de divisores efectivos de grado d.

6. Si f: S5 — C es una funciéon meromorfa no cero, entonces denotamos su divisor de ceros y

polos por (f).

7. Si 6 es una diferencial meromorfa diferente de cero, entonces denotamos su divisor de ceros

y polos por (6).

8. L(—D) denota el espacio vectorial complejo que consiste, aparte de cero, de todas las fun-

ciones meromorfas f tal que (f) + D es efectivo. Su dimension es denotado por r(—D).

9. (D) denota el espacio vectorial complejo que consiste, aparte de la difencial cero, de todas
las diferenciales meromorfas w tal que (w) — D es efectivo. Su dimension es denotado por
i(D).

10. JS denota la variedad jacobiana de S.
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11. Si g € S, entonces —2KC, € JS denota su vector de constantes de Riemann.

12. C,

puntos 00,0,1,A1,..., A2,y Ho = Z}} su grupo generalizado de Fermat. Sus generadores

A, , denota una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n) determinada por los

yeeey

estandar serdan denotados por ay, ..., Gn4+1-

13. Para cada generador estandar a;, denotaremos por Fix(a;) tanto a su conjunto de puntos

fijos como al correspondiente divisor.

14. 0,4, .
por (97’§C¥3,~~’O¢n+1) — (a3 _|_ . —I— Ozn+1 — 2 — T)Fix(al) + ’I“FiX(CLQ) + Z;lig}(k’ — 1 — OéJ)FlX(aJ)

denota la diferencial meromorfa de C§ |  cuyo divisor es dado

seeeyQXn1

15. I ={(r;a3,...,0n41);0; €{0,1,...,k =1}, 0<r<asz+-- + any1 — 2}

2. Preliminares

En el resto de esta seccion, S denotara una superficie de Riemann cerrada de género g > 1.

2.1. Divisores

Denotaremos por Div(S) el grupo abeliano de los divisores de S, es decir, el grupo abeliano libre
generado por los puntos de S.Si D € Div(S), entonces v4(D) € Z es el valor tal
que D = Dy + v4(D)gq, donde Dy esta soportado en S — {q}. El grado de D es definido como
deg(D) = >_,c5vq(D). En el caso de que, para cada g € S, se cumpla que v4(D) > 0, diremos que
el divisor es efectivo, denotado por D > 0. Denotaremos por Divd(S) al conjunto de los divisores
efectivos de grado d > 1; el cual resulta ser una variedad compleja compacta de dimensién d. Si
f:9— C es una funcién meromorfa y diferente de cero (respectivamente, si 6 es una forma
diferencial meromorfa y diferente de cero en S), entonces denotaremos por (f) (respectivamente,

(#)) a su divisor que codifica sus ceros y polos contando sus respectivas multiplicidades.

2.2. Divisores no-especiales
2.2.1.

Cada divisor D € Div(S) tiene asociado un C-espacio vectorial L(—D) (respectivamente (D))
de dimensién r(—D) (respectivamente, i(D)) que consiste, aparte del cero, de todas las funciones
meromorfas f : S — C tales que (f) + D > 0 (respectivamente, formas meromorfas 6 tales que

(w) > D). El Teorema de Riemann-Roch nos dice que r(—D) = deg(D) — g+ 1 + (D).
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2.2.2,

Supongamos, en lo que sigue, que D > 0. Lo anterior nos dice que r(—D) > 1 (ya que en L(—D)

estan las funciones constantes), en otras palabras, i(D) > g — deg(D).

Cuando (D) = 0 se dice que D es un divisor no-especial (en caso contrario, un divisor especial).
Luego, (i) si deg(D) < g, entonces D es especial, y (ii) si deg(D) = g, entonces D es no-especial si
y solo si r(—D) = 1.

2.3. Divisores invariantes por accién de grupos

Supongamos que tenemos un grupo finito G de automorfismos conformes de S. En este caso,
R = S/G resulta ser un orbifold de Riemann (una superficie de Riemann junto a una coleccion
finita de puntos con pesos enteros positivos). Sea 7 : S — R un cubrimiento ramificado holomorfo
cuyo grupo de transformaciones cobertoras es G, es decir, w(z) = 7(y) si y solo si existe 7 € G tal
que 7(x) = y.

Sea v > 0 el género de Ry sean q1,...,q, € R los valores de ramificacion de 7, es decir, la proyec-
ci6n de los puntos de S con G-estabilizador no-trivial. Sip € m~!(g;), entonces el G-estabilizador de
p es un grupo ciclico de un orden k; > 2 que divide al orden |G| de G. Dos puntos cualesquiera en la
m-preimagen de ¢; tienen G-estabilizadores que son G-conjugados. La formula de Riemann-Hurwitz

dice que

1 |G
=146 -0+ 23 g .
j=1 "

Sea D > 0 un divisor que sea G-invariante (es decir, G permuta los puntos del soporte de D y deja

invariantes los pesos correspondientes). En tal caso, D debe tener la siguiente forma:
-D - llﬂ-il(pl) + M + lsﬂ-il(ps) + mlﬂ—il(ql) + t + mnﬂ_il(QH)a

donde p1,...,ps € R\{q1,- - aqn}, l1,-- - ls,m1,...,m, €{0,1,2,...}, y 7~ (y) denota el divisor
cuyo soporte son los puntos en la m-preimagen de y € R (cada uno con peso igual a 1). De esta

manera,
G|

deg(D) = (Iy + -+ - + 15)|G] +;mjk7j.
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La condicién
deg(D) =g
es entonces equivalente a la siguiente igualdad
2k = [ 2kl + -+ 1, +1—9)+ > (2m; —k; + Dk, | |G, (2.1)

Jj=1

donde
k=mem(ky,... ko), k;=k/k;.

Notemos que, si |G| es impar, entonces la igualdad (2.1) asegura que |G| divide a k.

Ejemplo 2.1. Supongamos que ki = --- =k, = k > 2. En este caso, Ej =1 y la igualdad (2.1)

es en este caso

2k = | 2k(lh + -+l +1—y) —nk—1)+2) m; | |G

j=1

Como k divide a |G|, tenemos dos posibilidades:

1. |G| =k, en cuyo caso G = Zy, y 2k(li + -+ 15 +1—7) —n(k = 1) + 2377 m; = 2.

2. |Gl =2k y2k(h+ -+l +1—7) —n(k—1)+23"  m; =1

Este ejemplo nos dice, por ejemplo, que si |G| & {k,2k}, entonces no existen divisores efectivos de

grado g que sean G-invariantes.

2.4. Vectores de constantes de Riemann

2.4.1.

El primer grupo de homologia H;(S;Z) se puede incrustar como un reticulado en H%(S)* por
medio del proceso de integraciéon de formas diferenciales o +— fa. El toro complejo g-dimensional
JS = HY0(S)* /H1(S; Z) se llama la variedad jacobiana de S. La forma de interseccién en homologia

determina una polarizacion principal en J.S.

2.4.2.

Para cada punto ¢ € S, tenemos su funciéon de Abel-Jacobi

P
<pq:S—>JS:p»—>{/},
q
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la cual produce una incrustacion holomorfa de S en J.S. Esta funcién se extiende de manera natural
a una funcion holomorfa sobreyectiva ¢, : Div(S) — JS, la cual es un homomorfismo de grupos

abelianos. Su restriccion a la variedad compleja compacta Div?(S) es holomorfa.

Por el teorema de inversiéon de Abel-Jacobi, ¢ : Div(g)(S) — JS es sobreyectiva, y cualquier par
de divisores diferentes D, Dy € Div(g)(S) son enviados al mismo punto si y solo si D; — Dy es un

divisor principal (es decir, D; — Do = (f), para alguna funcién meromorfa no-constante f : S — @)

2.4.3.

Consideremos dos formas meromorfas 61,65 # 0 en S. Como 61 /605 es una funcién meromorfa de S,
entonces ¢q((01)) = pq((02)). De esta manera, el valor ¢4((8)) € JS no depende de la diferencial
meromorfa § # 0 usada. Tal valor es denotado por —2K, € JS y es llamado el vector de constantes

de Riemann associado al punto q.

2.4.4.

Si h € Aut(9), entonces el pull-back de formas holomorfas h* : HY0(S) — HY(S) induce un
automorfismo holomorfo T}, : JS — JS : [L] — [L o h*]. En particular, por el proceso de cambio

de base, para g € S, se cumple que

h(p)

onta) (h(p))(6) = [ / . e} - [ I h*e} — uD)(h"0) = Th (4 0))(0),

es decir,

Thopg= ©Ph(q) © h.

2.5. Divisores no-especiales y funciones theta

Cada base simpléctica de Hy(5;Z) tiene asociada su matriz de periodos Z € H, (espacio de Siegel
de las matrices complejas simétricas de tamafio g X g con parte imaginaria positiva definida). Esto
permite obtener un modelo explicito JS = C9/Z9 & Z7Z9.

Cada par €,¢ € Z9 tiene asociada la funcion theta de primer orden con caracteristica

definida por
0 6, (z;10) = Z exp{27ri B (N—i— %)tz (N—i—%) + (N—l—%)t <N+€2/):|}7

€ NeZ9

la cual es una funcion holomorfa definida sobre CY9 (la funciéon theta clasica 6 corresponde a
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e = ¢ = 0). Mas detalles y propiedades sobre funciones theta se pueden encontrar, por ejemplo,

en los libros [5, 6].

Como consecuencia del teorema de anulacion de Riemann (Riemann Vanishing theorem [5, pag.

308], [6, pag. 17]), para cada e € JS, la funcion holomorfa multivaluada

foe=0| | (py—esI) 15— T8

€

€s:

(i) idénticamente cero, o bien

(ii) tiene precisamente g ceros (contados con multiplicidades).

Ya que ¢y : Div9(S) — JS es sobreyectiva, existe algtn divisor efectivo D € Div9(S) tal que
wq(D) =e—Kq.

En [6], se prob6 que f, . es idénticamente cero si y s6lo si D es especial.

Supongamos que f;. no es cero, esto es, D es no-especial. Si pq,...,pqy son los g ceros de fq.,
entonces el divisor p; +---+pg € Div(¥)($) satisface que wg(pr+--+pg) =e—Kqg =q(D) (ver
[5,6]); luego, D = py + - - - 4+ py (modulo divisores principales).

3. Curvas generalizadas de Fermat

En esta seccion, S sera una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n), donde k,n > 2 son enteros
tales que (n—1)(k—1) > 2, y H = Z} su grupo (tnico [12]) generalizado de Fermat de tipo (k,n).
Al par (S, H) le llamamos un par generalizado de Fermat de tipo (k,n).

Sea m : S — C un cubrimiento ramificado Galois con grupo cobertor H. Componiendo 7 a la
izquierda por alguna transformaciéon de Md&bius, podemos asumir que los valores de ramificaciéon

de 7 son dados por los puntos 00, 0, 1, A1,..., Ap—o, donde (i) A; # A; sii # j,y (ii) A; € C—{0,1}.

3.1. Uniformizacion Fuchsiana

Por el teorema de uniformizacion, hay un grupo Fuchsiano (tnico modulo conjugacion en PSLy(R))
I'= <x1,...7xn+1 :x’f = :foH =X1Xg Tyl = 1> < PSLy(R),

de manera que S/H = H?/T'. En [9], se observo la existencia de un biholomorfismo ¢ : S — H?/T”,

donde I es el grupo derivado (es decir, el subgrupo generado por los conmutadores) de I'. Por la
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unicidad del grupo generalizado de Fermat, ¢ conjuga H en I'/T".

3.2. Descripcién algebraica

Las condiciones sobre los valores A; aseguran que

ok +ak+a2b = 0
Mt +ak+a2k = 0
k
O)\l,...,kn,g = . . . - PE? (31)
M—ozb+ab+ak,, = 0

es una curva algebraica irreducible y suave (es decir, una superficie de Riemann cerrada). Esta

admite al grupo Hy = (a1, ...,a,) = Z},

([Tt Tpg]) =[T1 o X1 T WET P Tjg1 o T,

donde wy, = e2™i/k

, como un grupo de automorfismos holomorfos. Mas atn, la funcion «([zy : -+ :
k o . .
xn]) = — (z2/21)" es un cubrimiento ramificado Galois con Hy como grupo cobertor y cuyos valores

de ramificacion son oo, 0, 1, Aq,..., A\,_2. En particular, (Cf Hy) es un par generalizado

1oy An—27

de Fermat de tipo (k,n). En [9], se observo que existe un biholomorfismo ¢ : S — Cfl,...,Anﬁ (que
necesariamente conjuga H en Hy por la unicidad de los grupos generalizados de Fermat). En este

modelo algebraico, los elementos ai,...,a,+1 corresponden a los generadores estandar.

Observacion 3.1. Si T € PSLy(C) y
{T(00),7(0), T(1), T(M), ..., T(An—2)} = {00,0,1, pt1, ..., -2},

entonces CX \ yCpy ., son biholomorfas.

3.3. El cuerpo de las funciones meromorfas

Para cada j = 2,...,n+ 1, la funciéon meromorfa

.
e k
yi=—:0X ..

., —C,
T

tiene como sus ceros a los puntos fijos de a; y como sus polos a los puntos fijos de a;. Esta funcién

y; define un cubrimiento ramificado Galois de grado k"', cuyo grupo cobertor es

deck(y;) = (az, .-, aj-1,aj41,. ., any1) = Zp .
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En lo que sigue, denotaremos z := 1y y A\g = 1.

El sistema algebraico (3.1) asegura la igualdad

/\j_g =+ Zk + yf =0. (32)
Se tiene que z,ys,...,Yn+1 generan al cuerpo de las funciones meromorfas de C’/{?hm’/\"iz;
k : n
C(CY, a ) = &y C(2) y52ys* -~ ynit"

0<ai,...,ant1<k—1

Observacion 3.2. La accion de H sobre los generadores anteriores es dada por (a;?f = foa;):

-1 .
aiz=wy 2, a3z =wiz, ajz =2z, jE{3,...,n+1}

aly = w,zlyl, ajyL = wky, ajy =y, J€ {2,3,...,n+ 1} — {i}.

En particular, cada factor C(z) ys®ys* - yni1' es H-invariante.

3.4. Divisores de los puntos fijos

Si el conjunto de puntos fijos de a; es {pj1,...,pj -1}, entonces consideramos su correspondiente

divisor de puntos fijos:

kn—l
Fix(a;) = Y pji € Div(CE), j=1,....,n+1L (3.3)

i=1

Observacion 3.3. Algunas veces usaremos la notacion Fix(a;) (por abuso de lenguaje) para de-

notar al divisor anterior o simplemente al conjunto de puntos fijos de a;.
Notemos que, para j = 2,...,n+ 1,
(y;) = Fix(a;) — Fix(aq).
En particular, para i # j € {1,...,n+ 1}, el divisor de la funcién meromorfa y;; := y;/y; es

(y5:) = Fix(a;) — Fix(a;).
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3.5. El espacio de las diferenciales meromorfas

Como dz es una diferencial meromorfa de C§ | . por lo visto en la seccion anterior, su espacio

de diferenciales meromorfas es

dz
M(CY, ) = &y Cle) o —arr

asz, 4
0<ar,manpi<k—1 93 Y4 T Unpd

La funcién meromorfa z es cubrimiento ramificado Galois de grado k™!, cuyos puntos criticos son

los puntos fijos de los elementos as, ..., an+1, cada uno de orden k. Los valores de ramificacion de
z estan dados por las k-raices de los puntos —1, —Aq, ..., —A,_2. En particular,
n+1 n+1
(dz) =Y (k= DFix(a;) — 2Fix(a1), (dy;) = Y _ (k — 1)Fix(a,) — 2Fix(a;).
j=3 s#i,j
SireZy (as,...,any1) €{0,1,...,k—1}""1 entonces podemos formar la diferencial meromorfa
z2"dz
07‘;043,...,0(”4_1 = a3 az  Ontio (34)

Ys Ys Ul
cuyo divisor es
n+1
(Bris...anss) = (@3 4+ + any1 — 2 = r)Fix(ar) + rFix(az) + » (k=1 — o;)Fix(a;).  (3.5)

Jj=3

Observacion 3.4. De la Observacion 3.2, podemos ver que la accion por pull-back por elementos

de H en las diferenciales anteriores es dada por:

—(r+1)+(az++ant1) .
w 97“;0437---,&714-17 J= 1,

k
* — r+1 .
a’j (0T§C¥37~--,C¥n,+1) - wk GT;ag,...,O(7L+17 J= 27
s .
Wi J07';a3,.4.,an,+17 VS {3,,7’1,4—1}

Teorema 3.5 ([10]). La coleccion

B = {9T§a37~":an+l}(7‘§a:§a»~~¢an+1)elk,n7
donde I = {(r;as,...,ant1);05 € {0,1,...,k—1}, 0<r <ag+- -+ apt1 — 2}, define una
base para Hl’()(C’fl,.w&Hz), llamada la base estdndar.

Observacion 3.6 (Conexion con la incrustacion canoénica). Consideremos la base estdndar del

Teorema 3.5. Esta base induce una incrustacion candnica (incrustacion candnica estindar)

.k Jk,n—1
LBC“’” : C>\1,“,7A"72 - PC :
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En [10], se verificé la existencia de una sub-coleccion {61, ...,0,41} de B™, de manera que
~ k
LBcan : C)\l _____ An_a — ]P)g : [iEl Dl l’n+1] — [91 el 0n+1]

es la funcion identidad.

Observacion 3.7. Usando la Observacion 3.4, junto al Teorema 3.5, es posible describir explici-

tamente la accion de Hy en el espacio Hq’O(C’f\“h_N’/\niz) de las g-diferenciales holomorfas [13].

3.6. Sobre el vector de constantes de Riemann
Nuestra primera observacion, es dada en el siguiente.

Teorema 3.8. Sea (S, H) un par generalizado de Fermat de tipo (k,n), (k—1)(n —1) > 2. Sean
Q1. -, qrn—1 los puntos fijos de un generador estandar. Entonces, Kq, + -+ Ky, , €s un punto

de torsion de orden 2 de JS.

Demostracion. Podemos asumir que S = Cf := C§ 'y H = Hy = (a1,...,a,), donde

ai,...,a,+1 son los generadores estandar.

Recordemos que, si ¢ € CF, entonces ¢,((dz)) = —2K,. Como

n+1

(dz) = (k- 1)Fix(a;) — 2Fix(a1),

Jj=3

y, para i # j, cada divisor de la forma Fix(a;) — Fix(a;) es principal, se tiene la igualdad

2K = ((n—1)(k — 1) — 2) g4(Fix(a;)), j=1,...,n+1. (3.6)

Sea o = (n — 1)(k — 1) — 2. Tenemos las siguientes igualdades (obtenidas de (3.6))

—2Kq, = apg (g1 + -+ 4 qn-1) = apg, (1) + -+ + apg, (qn-1)
—2Kq, = g, (q1 4+ qn—1) = g, (q1) + - - - 4 pg, (qn—1)

—2Kq, ., = apg, (@t qen1) = apg,, o (@) + 0 apg,, o (Qen-1).
Sumando todas ellas (y usando la identidad ¢4, (q;) = —@g,(¢:)), obtenemos

_Q(Km +ooet ’qun—l) =0. O
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3.7. Divisores efectivos de grado gy,

Como hemos visto en el Ejemplo 2.1, no es posible encontrar divisores efectivos de grado g
que sean H-invariantes. De hecho, como veremos mas abajo, tampoco hay tales divisores que sean
K-invariantes para la mayoria de los subgrupos K de H. Luego, no es posible usar el [14, Theorem
4.4] y, en particular, la busqueda de generalizaciones de féormulas tipo Thomae para los pares de

Fermat generalizados no es facil.

Proposicion 3.9. Sea D € Div(S) un divisor efectivo de grado gi . Sea K un subgrupo no-trivial
de H conteniendo un elemento de orden d > 2 que no es una potencia de un generador estandar.

Entonces D no puede ser K-invariante en ninguna de las siguientes tres situaciones:

(i) d>3.
(1) d =2y k es maultiplo de 4.

(iti) d=2 yn > 3.

Demostracion. Sea a € K de orden d > 2, el cual no es una potencia de un generador estandar
(luego, ningtan elemento diferente de la identidad de (a) acttia con puntos fijos). Como d es un
divisor de k, podemos escribir k = dky. Si D es K-invariante, entonces también es (a)-invariante.
Ya que los elementos no-triviales de (a) no tienen puntos fijos en S, debemos tener que el grado
gr.n de D debe ser un miltiplo de d, esto es, existe un entero a > 1 tal que 2da = 2+ k"1 ((n —
D(k—1)—2)=2+d" 'k ((n—1)(k — 1) — 2). Como n > 2, esto no es posible para d > 3. Si
d =2, entonces 22a = 2 + 2" k7" ((n — 1)(k — 1) — 2). En caso que k; sea par o bien que n > 3,

tendremos que 4 divide a 2, una contradiccién. O

3.8. Divisores efectivos no-especiales soportados en los puntos fijos

En esta seccion, estamos interesados en determinar condiciones algebraicas (necesarias y suficientes)
para que un divisor efectivo de grado gi, en Cf := C§ | . cuyo soporte esté contenido en el

conjunto de los puntos fijos de los generadores estandar de H, sea no-especial.

Los divisores anteriores son de la forma

n+1km 1t n+1k™1
D= Z Z mjiPjis  Mji 2 0, Z Z My = Gkn- (3.7
j=1 i=1 j=1 i=1

Asumiremos que los enteros m;; estan ordenados

M](D) = mjykn—l Z s Z mj1 Z 0.
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Para cada subconjunto A # 0 de I, definimos:

B1(A) :==min{ag + - +apt1 —7—2:(r;0a3,...,0n41) € A} >0
B2(A) :=min{r: (r;as,...,an+1) € A} >0
Bi(A) =min{k —1—a;: (ras,...,an+1) € A} >0, j>3.

Observemos que, si § # B C A, entonces 3;(A) < 3,;(B) para todo j > 1.

Si € (C —{0})*#, entonces el divisor de la diferencial holomorfa

9;1,,.4 = Z M(T; a3, ..., an+1)0r;)\3,...,0n+1
(T‘;Ozg,...,(!n+1)€A
es
n+1
(O,4) = Y 6;(Fix(a;) + Do,
j=1

donde d;(u) > B;(A) y Dy es un divisor efectivo cuyo soporte es disjunto con Fix(H) (el conjunto
formado por todos los puntos fijos de todos los generadores estandar de H). Notemos que, para p

genérico, se tiene que 0;(u) = 3;(A).

El siguiente resultado da condiciones algebraicas necesarias y suficientes para que un divisor como

en (3.7) sea no-especial.

Teorema 3.10. Sea D € Div(C}) un divisor efectivo de grado gy, como en (3.7). Entonces D

es no-especial si y solo si las siguientes condiciones se cumplen.

ara cada 5 € {1,...,n+ 1}, se cumple que que m;1 = 0 (es decir, existe un punto fijo de
S1) P da j 1 1 l jl 0 deci ) jo d

a; que no pertenece al soporte de D).

(S2) Para todo subconjunto ) # A C Iy, ,,, 3j € {1,...,n+ 1} tal que M;(D) > 3;(A).

Demostracion. Supongamos que la condiciéon (S1) no es valida, es decir, existe j € {1,...,n+ 1}
tal que m;; > 1, equivalentemente, D > Fix(a;). Si¢ € {1,...,n+ 1} — {j}, entonces y;; es una
funcién meromorfa cuyo divisor es Fix(a;) — Fix(a;), en particular, (y;;) + D > 0. Esto nos dice

que r(—D) > 2y, por el Teorema de Riemann-Roch, que i(D) > 0, es decir, D es especial.

Ahora, supongamos que la condicion (S2) no se cumple, es decir, existe ) # A C I, tal que

M;(D) < Bj(A), para todo j = 1,...,n+ 1. Si u € (C — {0})*, entonces

n+1 n+1 n+1
(0p,4) > Z d;(p)Fix(az) > Zﬁj(A)FiX(aj) > ZMj(D)FiX(aj) > D,

es decir, i(D) > 0, luego D es especial. O
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Ejemplo 3.11 (Caso (k,n) = (4,2)). En este caso, S corresponde a la curva de Fermat de grado
4:
S={lr:y:2]eP?’: 2t +y* + 2 =0}

que es una superficie de Riemann de género gs 2 = 3. Los generadores estindar de H = 732 estdn

dados por
arfz:y:2)) =liw:y:z], aor:y:z])=zriy:z], as(fe:y:2]) =[r:y:iz.
El conjunto de puntos fijos de a; es (tomando q = €™/*):
{pr1,p12,p13, P14} ={[0:1:¢],[0:1:ig],[0:1:—q],[0:1:—iq]},
el conjunto de puntos fijos de as es:

{P2,17p2,2ap2,3»172,4} = {[1 :0: (I]» [1 :0: iQL [1 :0: —(ﬂ» [1 :0: —iQ]}a

el conjunto de puntos fijos de az es:
{P3,1,p3,2, P33, P34} ={[1:q:0],[1:ig:0[[1:—g:0],[1:—ig:0]}.

Un divisor D como en (3.7), en esta situacion, es de la forma

4 4 4
D=2 mipi;+ Y mogpaj+ Y mapaj,
=1 i=1 i=1
donde
Mi(D) =my4>mi3>my2>my; >0,
My(D) =may4 > Moz > Mmoo > maq >0,

Ms(D) =mg34 > mg3 >mgo >mzq >0,

(m17j +ma; + m37]~) =3.
1

3
j=

La condicion (S1) del Teorema 3.10 es equivalente a tener
mi1=mMma1 =MmM31 = 0,

lo cual supondremos en lo que sigue de este ejemplo.
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Como 1.5 = {(0;2),(0;3), (1;3)}, sus subconjuntos no vacios son
Ar={(0;2)}, A ={(0;3)}, As={(1;3)}, As={(0;2),(0;3)},
A5 ={(0;2),(1;3)},  Ag = {(0:3),(1;3)}, A7 = I4,.
Se puede verificar que:
Br(A1) = P1(As) = B1(As) = B1(As) = B1(Ae) = B1(A7) =0, B1(A2) =1,

B2(A1) = B2(A2) = P2(As) = B2(As5) = B2(As) = P2(A7) =0, [2(A3) =1,
B3(Az) = B3(A3) = B3(As) = B3(As) = B3(Ae) = B3(A7) =0, [3(A1) = 1.

La condicion (S2) del Teorema 3.10 es equivalente a tener las siguientes condiciones:

(a) algun M;(D) > 1 (para satisfacer la condicion con A4, As, Ag, A7);

(b) Ms(D) =3 o bien M1(D) > 1 o bien M2(D) > 1 (para tener tal condicion para A;);
(¢) My(D) =3 o bien Ma(D) > 1 o bien M3(D) > 1 (para tener tal condicion para As);
(d) M3(D) =3 o bien My(D) > 1 o bien M5(D) > 1 (para tener tal condicion para As).

Si (i) My(D) > 1 y My(D) > 1, o bien (i) M1(D) > 1 y Ms(D) > 1, o bien (iii) M2(D) > 1y
Ms(D) > 1, entonces D es no-especial.

Por otro lado, si tenemos (por ejemplo) Mi(D) = My(D) = 0, entonces necesitamos tener
M3(D) = 3 para que D sea no-especial. En este caso, D = 3p, donde p € Fix(az). Notemos

que este divisor es invariante por as.

3.9. Divisores no-especiales invariantes por un generador estandar

La Proposiciéon 3.9 nos dice que un divisor D como en (3.7) no puede ser invariante por varios
subgrupos no-triviales K de H. Los tnicos subgrupos K < H que admitan un divisor (como en

(3.7)) que sea K-invariante son:

(i) n=2y k = 2k;, donde k; > 3 es impar (luego S es una curva clasica de Fermat de grado k)

y K es un grupo ciclico generado por una involucién sin puntos fijos en S, o bien

(ii) K es un grupo ciclico generado por un generador estandar.

Supongamos que D es invariante por un generador estandar, el cual podemos asumir (sin pérdida de

generalidad) sea a,1. La invariancia de D por a,11 es equivalente a tener, para cada j =1,...,n,
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que en el divisor D tenemos
knfl k}n72

E mj,ipj,iZE my;iDji
=1 1=1

donde Dj ; son las 6rbitas disjuntas a pares de los puntos fijos a; bajo la accién de a,41.

Ejemplo 3.12. Sip € Fix(an11), entonces el divisor D = gi ,p es invariante por any1. Mds ain,
como B;(A) < gi.n para todo subconjunto no vacio A de Iy, ,,, tenemos (por el Teorema 3.10) que D

es no-especial. Este ejemplo generaliza el dado al final del Ejemplo 3.11, para el caso (k,n) = (4,2).

En el ejemplo anterior, hemos descrito algunos divisores no-especiales de C¥, estos divisores estan
soportados en un punto fijo de a,41. Las condiciones algebraicas necesarias y suficientes del Teo-
rema 3.10, en el caso de divisores invariantes por a,+1, se pueden escribir de manera equivalente

como sigue.

Teorema 3.13. Sea D un divisor efectivo de grado gy, como en (3.7), que es any1-invariante.
Entonces D es no-especial si y solo si no existe una funcion meromorfa no-constante ¢ € L(—D)

de la forma
¢="h(z) ys®ypiit, h(z) €C(2), as,...,0n41 €{0,1... k—1}.
Demostracion. Como ya hemos visto,

C(CY, . )= B C(2) y§2ygt - yonit.

0<ai,...;apnt1<k—1

De la Observacion 3.2, los espacios propios del automorfismo lineal aj,,, en C(C’;lv_”)\n&) estan

dados por

Eom+1 = @ (C(Z) y?3y24 "'yg” ysz{la Qpt1 S {0717'~'7k_ 1}7
0<ai,...,an<k—1

—Qn41

cuyo valor propio asociado es w), . Como D es invariante por a1, el espacio L(—D) es ay; -

invariante. Luego,

L(-D)= € (L(-D)NE,,.,)=

0<an41<k-1

. P EED)INCE) ysyst oY) | O (38)

0<an4+1<k—1 0<ai,...,an,<k—1
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Observacion 3.14. Notemos, de lo anterior, que C(CY,  \ )/{ant1) =C(CY 5. ) v

C(CY,, ans) = P C(z) y5®ys™* - ypm

0<a,...,an<k—1

Corolario 3.15. Sea D un divisor efectivo de grado g, como en (3.7), que es any1-invariante.
Entonces D es no-especial si y solo si para cada eleccion de L > 0 y cada eleccion de r;,s € Z,
donde j =1,...,n, yl =1,...,L, y as,...,any1 € {0,1...,k — 1}, alguna de las siguientes
propiedades falla:

(1) 0=mig >r+ro+rs+--+r,+s1+--+sp+as+- -+ anyr,

(2) 0=mq 9 > —r1, es decir, 11 > 0,

(8) sipy; € By_g, entonces My ; + 0y > —Ty_1, V=23,...,n+ 1,

(4) si >0, i = 1,...,L (esta condicion se debe al hecho de que cada Cg, es disjunto de los

puntos fijos de los generadores estindar de H ).

Demostracion. Sea D un divisor efectivo de grado gk, como en (3.7), que es a,i-invariante.
Por la Proposicion 3.13, para chequear si D es no-especial, necesitamos verificar que las funciones

meromorfas no-constantes

¢ =h(z) ys®yn it

donde h € C(2) y az,...,any1 € {0,1...,k — 1}, no pueden estar en L(—D).

Sea A\g = 1. Para cada j =0,...,n — 2, fijemos una k-raiz (f)\j)l/k. Sea
n—2 ) ot L
h(Z) — " H H (Z _ e?l‘n’z/k(_)\j)l/k> H(Z _ Bi)5i7
§=01=1 i=1

donde —BF € C\ {0,1,A1,...,A\y—2} y 7j,8; € Z. Notemos que:
(z™) = ry (Fix(az2) — Fix(a1)),

((Z — €2lﬂ-i/k(_>\j)1/k> 2+j> =T24j (BJ - FiX(a’l)) ’ j = 0) s, 2a

donde
B = {[1 A G P L A R Y [ S Y S )\j} C Fix(a;+3),
Yy
((z = B)) = s (ng — Fix(al)) , 1=1,...,L,
donde

Co ={[1:Bizws: - wap] sy = =N — B}
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El divisor de h es:

n—2 L
(h) = r1 (Fix(a) — Fix(a1)) + Y ra4;(B; — Fix(a1)) + Y _ 5i(Cp, — Fix(az)).
=0 i=1

Ya que el divisor de y?j, paraj=3,...,n+1, es
(427) = a;(Fix(a;) - Fix(a))

obtenemos que el divisor de ¢ = h(z) - y5* - -y, 13" es

(p)=—-(r1+ro+rs+--+rpn+s1+--+sp+as+- -+ apt1)Fix(ar)

n+1 L
+ r1Fix(as) + Z (apFix(ay) + ry—1By—3) + Z $iCg;.
v=3 i=1

En particular (como a; > 0), ¢ ¢ L(—D) si alguna de las propiedades enunciadas en el corolario

falla. O
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