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RESUMEN

El espacio de Orlicz-Lorentz se define en términos de fun-
ciones de Young aplicadas al reordenamiento decreciente de
una función. En este artículo, definimos un subespacio de
este espacio, usando la función maximal, y estudiamos su
estructura como espacio de Banach. Además, definimos un
operador de multiplicación en estos subespacios y caracteri-
zamos sus propiedades más relevantes.
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ABSTRACT

The Orlicz-Lorentz space is defined in terms of Young fun-
ctions applied to the decreasing rearrangement of a function.
In this article, we define a subspace of this space, using the
maximal function, and study its structure as a Banach spa-
ce. Additionally, we define a multiplication operator on these
subspaces and characterize its most relevant properties.
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1. Introducción

Los espacios de Orlicz-Lorentz han surgido como una generalización común de los espacios de

Orlicz y de los espacios de Lorentz, aplicados a problemas de análisis funcional, teoría de ope-

radores y otras áreas de las matemáticas. Estos espacios se definen mediante el uso de funciones

de Young aplicadas al reordenamiento decreciente de funciones, proporcionando un marco robusto

para estudiar propiedades operatorias en escenarios no lineales y ponderados.

En este artículo, se investigan ciertas propiedades fundamentales de la distribución, el reordena-

miento decreciente, la función maximal y las funciones de Young, lo cual permite definir el espacio

de Orlicz-Lorentz Lφ,w. El enfoque se centra en un subespacio particular, Λφ,w. Nos proponemos

realizar un estudio exhaustivo y autocontenido de este subespacio, con el objetivo de proporcionar

una base teórica sólida para estudiar las condiciones bajo las cuales el operador de multiplicación

Mu, definido por Mu(f) = u · f , es acotado, inyectivo, invertible, y compacto. Estas condiciones

tienen aplicaciones directas en problemas de teoría de operadores y análisis de Fourier, entre otras

áreas. Para este análisis, seguiremos el esquema planteado en [7].

La organización de este artículo es la siguiente. En la Sección 2, describimos y damos propiedades

de los elementos básicos que componen a los espacios de Orlicz-Lorentz, a saber, la distribución

Df , el reordenamiento decreciente f∗, la función maximal f∗∗, y las funciones de Young. Luego,

en la Sección 3, damos la definición de los espacios de Orlicz-Lorentz Lφ,w, y de un subespacio

particular Λφ,w, estudiando sus propiedades como espacios de Banach. Finalmente, en la Sección 4,

estudiamos el operador multiplicación Mu definido sobre Λφ,w, caracterizando su acotación, rango

cerrado, invertibilidad y compacidad.

2. Elementos básicos de los espacios de Orlicz-Lorentz: dis-

tribución, reordenamiento decreciente, función maximal y

funciones de Young

En esta sección estudiamos los componentes principales de los espacios de Orlicz-Lorentz. Iniciamos

este estudio definiendo la distribución de una función.

2.1. Función de distribución

Definición 2.1. Sea f una función medible de valor complejo definida en un espacio de medida

σ-finito (X,A, µ). Para λ ≥ 0, la función distribución de f , denotada por Df (λ), se define como

Df (λ) = µ ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) . (2.1)
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Es importante destacar que Df depende únicamente del valor absoluto |f | de la función y que

puede tomar el valor +∞.

La función distribución Df brinda información sobre el “tamaño” de f , pero no acerca de su

comportamiento en puntos específicos. Por ejemplo, una función en Rn y sus traslaciones tienen la

misma función distribución. A partir de (2.1), se deduce que Df es decreciente en λ (aunque no

estrictamente) y es continua por la derecha.

Dado un espacio medible (X,µ), y funciones medibles f y g definidas en dicho espacio, Df cumple

las siguientes propiedades para todo λ1, λ2 ≥ 0:

1. Df ≡ 0 ⇐⇒ f = 0 µ-c.t.p.;

2. Si |g| ≤ |f | µ-c.t.p., entonces Dg ≤ Df ;

3. Dcf (λ) = Df

(
λ
|c|

)
para todo c ∈ C \ {0};

4. Df+g(λ1 + λ2) ≤ Df (λ1) +Dg(λ2);

5. Dfg(λ1λ2) ≤ Df (λ1) +Dg(λ2).

Para más información sobre la función distribución, consultar las referencias [5, 6, 10].

2.2. Reordenamiento decreciente

El reordenamiento decreciente de una función f , denotado como f∗, se define de la siguiente

manera.

Definición 2.2. Dada una función f de valor complejo definida en X, su reordenamiento decre-

ciente, f∗, es la función definida en [0,+∞) como

f∗(t) = ı́nf{λ > 0 : Df (λ) ≤ t}, t ≥ 0.

Adoptamos la convención de que ı́nf ∅ = ∞. Note que que f∗ es decreciente y continua por la

derecha. Además,

f∗(0) = ı́nf{λ > 0 : Df (λ) ≤ 0} = ∥f∥∞,

ya que

∥f∥∞ = ı́nf{α ≥ 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > α}) = 0}.

Si Df es estrictamente decreciente, entonces se cumple que

f∗(Df (t)) = ı́nf{λ > 0 : Df (λ) ≤ Df (t)} = t.
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Esto demuestra que f∗ es la inversa de la función distribución Df .

Dados dos espacios de medida (X,A, µ) y (Y,M, ν), denotamos por F(X,A) al conjunto de todas

las funciones A-medibles en X y por F(Y,M) al conjunto de todas las funciones M-medibles en

Y , respectivamente.

Dos funciones f ∈ F(X,A), g ∈ F(Y,M) se llaman equimedibles si tienen la misma función

distribución, es decir,

µ ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) = ν ({y ∈ Y : |g(y)| > λ}) , para todo λ ≥ 0.

El siguiente teorema asegura la unicidad del reordenamiento decreciente. Omitimos su demostra-

ción, la cual se puede encontrar en [6, Teorema 1.8].

Teorema 2.3. Existe una única función decreciente continua por la derecha, λ ≥ 0, equimedible

con f∗. Es decir, el reordenamiento decreciente es único.

A continuación listamos algunas propiedades importantes de f∗. Demostraciones de estas propie-

dades pueden encontrarse en [5, 6, 10].

1. f∗ es decreciente.

2. f∗ ≡ 0 ⇐⇒ f = 0 µ-c.t.p.

3. f∗(t) > λ si y sólo si Df (λ) > t.

4. |g| ≤ |f | µ-c.t.p. implica g∗ ≤ f∗. Además, |f |∗ = f∗.

5. (kf)∗ = |k|f∗.

6. (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f∗(t1) + g∗(t2).

7. (fg)∗(t1 + t2) ≤ f∗(t1)g
∗(t2).

8. f y f∗ son equimedibles, es decir

Df (λ) = Df∗(λ) para todo λ ≥ 0.

9.
∫
X
|f |p dµ =

∫∞
0

[f∗(t)]p dt si 0 < p <∞.

10. Si |f | ≤ ĺım infn→∞ |fn|, entonces f∗ ≤ ĺım infn→∞ f∗n.

11. Si E ∈ A, entonces (χE)
∗
(t) = χ[0,µ(E))(t).

12. Si E ∈ A, entonces (fχE)
∗
(t) ≤ f∗(t)χ[0,µ(E))(t).
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2.3. Función maximal

Definición 2.4. Sea f : X → C una función medible. Por f∗∗ se denotará a la función maximal

de f∗, definida como

f∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f∗(s) ds, t > 0. (2.2)

A continuación enumeramos algunas propiedades básicas de la función maximal f∗∗.

Proposición 2.5. Supongamos que f , g, y fn, (n = 1, 2, . . .), son funciones medibles, y sea λ

cualquier escalar. Entonces f∗∗ es no negativa, decreciente, y continua en (0,+∞). Además, se

tienen las siguientes propiedades

f∗∗ ≡ 0 ⇔ f = 0 µ− c.t.p.; (2.3)

f∗ ≤ f∗∗; (2.4)

|g| ≤ |f | µ− c.t.p. implica g∗∗ ≤ f∗∗; (2.5)

(λf)∗∗ = |λ|f∗∗; (2.6)

Si |f | ≤ ĺım inf
n→∞

|fn|, entonces f∗∗ ≤ ĺım inf
n→∞

f∗∗n (2.7)

(f + g)∗∗ ≤ f∗∗ + g∗∗ (2.8)

2.4. Funciones de Young

Los espacios clásicos de Lebesgue son conformados por las (clases de equivalencia de) funciones

Lebesgue integrables tales que ∫
X

|f |p dµ <∞,

donde el integrando se obtiene al aplicar la función φ(t) = tp (p ≥ 1) a la función |f |. Esta función

φ hace parte de una clase más general de funciones, llamadas funciones de Young, concepto que

precisamos a continuación.

Definición 2.6. Sea φ : [0,∞) → [0,∞) una función convexa tal que

1. φ(x) = 0 si y sólo si x = 0;

2. ĺımx→∞ φ(x) = ∞.

Tal función se conoce como función de Young.

Una función de Young es estrictamente creciente. En efecto, sean 0 < x < y, entonces 0 < x
y < 1

y así, podemos escribir

x =

(
1− x

y

)
0 +

x

y
y.
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como φ es convexa, tenemos

φ(x) = φ

((
1− x

y

)
0 +

x

y
y

)
≤
(
1− x

y

)
φ(0) +

x

y
φ(y) < φ(y).

Decimos que una función de Young satisface la condición ∆2 si existen constantes no negativas x0
y k tales que

φ(2x) ≤ kφ(x) para x ≥ x0. (2.9)

Si x0 = 0, decimos que φ satisface globalmente la condición ∆2. La mínima constante k que

satisface (2.9) se denota por k∆.

Afirmación 2.7. Si φ es una función de Young que satisface la condición ∆2, entonces para cada

r ≥ 0 existe una constante k∆(r) tal que

φ(rx) ≤ k∆(r)φ(x) (2.10)

para x > 0 suficientemente grande.

Demostración de la afirmación. Si r > 0, podemos elegir n ∈ N tal que r ≤ 2n. Entonces, aplicando

(2.9) n-veces y usando el hecho de que φ es creciente, obtenemos

φ(rx) ≤ φ(2nx) ≤ knφ(x),

con lo cual (2.10) queda demostrado.

Lema 2.8. Una función de Young φ satisface la condición ∆2 si y sólo si existen constantes λ > 1

y t0 > 0 tales que
tp(t)

φ(t)
< λ

para todo t ≥ t0, donde p es la derivada lateral derecha de φ.

Demostración. Supongamos que φ satisface la condición ∆2, entonces existe una constante k > 0

tal que

kφ(t) ≥ φ(2t) =

∫ 2t

0

p(s) ds >

∫ 2t

t

p(s) ds

para t suficientemente grande. Como p es creciente, se tiene que

∫ 2t

t

p(s) ds > tp(t);
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así, para t suficientemente grande, obtenemos

tp(t)

φ(t)
≤ k.

Recíprocamente, si
tp(t)

φ(t)
< λ

para todo t ≥ t0, entonces ∫ 2t

t

p(s)

φ(s)
ds < λ

∫ 2t

t

ds

s
= λ log 2.

Dado que p(s) = φ′(s), tenemos

log

(
φ(2t)

φ(t)

)
< λ log 2,

lo cual implica que

φ(2t) < 2λφ(t).

A continuación veremos que las funciones de Young que satisfacen la condición ∆2 tienen una

razón de crecimiento menor que tp para algún p > 1.

Teorema 2.9. Si φ es una función de Young que satisface la condición ∆2, entonces existen

constantes λ > 1 y C > 0 tales que

φ(t) ≤ Ctλ

para t suficientemente grande.

Demostración. Por (2.8) podemos escribir

∫ t

t0

p(s)

φ(s)
ds < λ

∫ t

t0

ds

s

donde t ≥ t0. Entonces

log

(
φ(t)

φ(t0)

)
< λ log

(
t

t0

)
,

por lo tanto

φ(t) <
φ(t0)

tλ0
tλ,

como queríamos demostrar.

En relación con la función de Young φ, definimos, para t ≥ 0, la función complementaria de φ

mediante

ψ(t) = sup{ts− φ(s) : s ≥ 0}.
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Proposición 2.10. Si φ es una función de Young, entonces su función complementaria ψ también

es una función de Young.

Demostración. Es claro que ψ(0) = 0 si y sólo si x = 0. Por lo tanto, sólo debemos demostrar

que ψ es una función convexa. Para esto, escojamos t1, t2 ∈ [0,+∞) y λ ∈ [0, 1]. Entonces, por

definición de ψ, tenemos

ψ(λt1 + (1− λ)t2) = sup{s(λt1 + (1− λ)t2)− φ(s) : s ≥ 0}.

Por otra parte

λψ(t1) = λ sup{st1 − φ(s) : s ≥ 0} ≥ λ(st1 − φ(s)), ∀ s ≥ 0

y además,

(1− λ)ψ(t2) = (1− λ) sup{st2 − φ(s) : s ≥ 0} ≥ (1− λ)(st2 − φ(s)), ∀ s ≥ 0.

De las últimas dos desigualdades, tenemos

s(λt1 + (1− λ)t2)− φ(s) = λ(st1 − φ(s)) + (1− λ)(st2 − φ(s)) ≤ λψ(t1) + (1− λ)ψ(t2)

para todo s ≥ 0. Esto significa que λψ(t1) + (1− λ)ψ(t2) es una cota superior del conjunto

{s(λt1 + (1− λ)t2)− φ(s) : s ≥ 0},

entonces

ψ(λt1 + (1− λ)t2)) ≤ λψ(t1) + (1− λ)ψ(t2),

y así ψ es convexa.

Teorema 2.11 (Desigualdad de Young). Sea ψ la función complementaria de φ. Entonces

ts ≤ φ(s) + ψ(t)

donde t, s ∈ [0,+∞).
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Demostración. Sean t, s ∈ [0,+∞). Entonces

ψ(t) = sup{st− φ(s) : s ≥ 0} ≥ st− φ(s), ∀ s ≥ 0,

Luego

ψ(t) + φ(s) ≥ st,

y así se completa la demostración.

Para más detalles sobre funciones de Young, ver [16].

3. Los espacios de Orlicz-Lorentz Lφ,w y un subespacio parti-

cular Λφ,w

Una vez estudiados los conceptos de distribución, reordenamiento decreciente, función maximal y

funciones de Young, estamos listos para definir los espacios de Orlicz-Lorentz. El lector interesado

puede encontrar información relacionada en [15].

Recordemos que un peso w es una función no negativa, localmente integrable sobre R, que toma

valores en (0,∞) casi en todas partes. De esta manera, un peso puede tomar los valores cero o

infinito sólo sobre un conjunto Lebesgue medible de medida cero.

Definición 3.1. Sean φ una función de Young y w un peso. Se define el espacio de Orlicz-Lorentz

con peso w como

Lφ,w =

{
f : X → C medibles :

∫ ∞

0

φ(αf∗(t))w(t) dt <∞, para algún α > 0

}
. (3.1)

Note que si tomamos φ(x) = xp (p ≥ 1) y w ≡ 1, obtenemos

Lxp,1 =

{
f : X → C medibles :

∫ ∞

0

(αf∗(t))p dt <∞, para algún α > 0

}
=

{
f : X → C medibles :αp

∫ ∞

0

[f∗(t)]p dt <∞, para algún α > 0

}
=

{
f : X → C medibles :αp

∫
X

|f |p dµ <∞, para algún α > 0

}
=

{
f : X → C medibles :

∫
X

|f |p dµ <∞,

}
= Lp.



CUBO
27, 2 (2025)

Función maximal, un subespacio de Orlicz-Lorentz,... 243

Es decir, los espacios de Orlicz-Lorentz generalizan los espacios clásicos de Lebesgue Lp. Para

más información sobre espacios de Orlicz-Lorentz, invitamos al lector a consultar las referencias

[9, 11,12,14,19].

Estudiaremos un subespacio particular Λφ,w de Lφ,w, el cual se obtiene al reemplazar en (3.1), el

reordenamiento decreciente f∗ por la función maximal f∗∗. Esto da origen a la siguiente definición.

Definición 3.2. Sean φ una función de Young y w un peso. Se define el espacio Λφ,w como

Λφ,w =

{
f : X → C medibles :

∫ ∞

0

φ(αf∗∗(t))w(t) dt <∞, para algún α > 0

}
. (3.2)

Empezamos por demostrar que Λφ,w ⊆ Lφ,w. En efecto, como f∗ ≤ f∗∗, para α > 0 tenemos

αf∗(t) ≤ αf∗∗(t). Aplicando φ (que es creciente) a cada lado de la desigualdad y multiplicando

por el peso w, obtenemos φ(αf∗(t))w(t) ≤ φ(αf∗∗(t))w(t). Por último, integramos de 0 a ∞, y

obtenemos ∫ ∞

0

φ(αf∗(t))w(t) dt ≤
∫ ∞

0

φ(αf∗∗(t))w(t) dt,

de donde Λφ,w ⊆ Lφ,w.

Observación 3.3. La inclusión Λφ,w ⊆ Lφ,w es estricta. En efecto, dado el espacio de medida

(X,A, µ), consideremos f : X → C dada por f(x) = χA(x), donde A ∈ A es tal que µ(A) < ∞.

Dado que χ∗
A(s) = χ[0,µ(A))(s), tomando φ(x) = x, w = 1 y α = 1, obtenemos

∫ ∞

0

φ (αf∗(t))w(t) dt =

∫ ∞

0

χ[0,µ(A))(t) dt = µ(A) <∞.

Por lo tanto f ∈ Lx,1. Sin embargo, observe que

χ∗∗
A (t) =

1

t

∫ t

0

χ∗
A(s) ds =

1

t

∫ t

0

χ[0,µ(A))(s) ds =

1, si t < µ(A)

µ(A)
t , si t ≥ µ(A).

Luego, para α > 0, tenemos

∫ ∞

0

φ (αf∗∗(t))w(t) dt =

∫ ∞

0

αf∗∗(t) dt = α

[∫ µ(A)

0

dt+

∫ ∞

µ(A)

µ(A)

t
dt

]
=

α

[∫ µ(A)

0

dt+ µ(A)

∫ ∞

µ(A)

1

t
dt

]
= ∞.

Lo anterior implica que f /∈ Λx,1.

El resultado principal de esta sección consiste en demostrar que Λφ,w posee una estructura de

espacio vectorial normado completo. Este resultado es precisamente el contenido del siguiente

teorema.
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Teorema 3.4. Λφ,w equipado con la norma de Luxemburg

∥f∥Λφ,w
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
f∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
∈ [0,∞),

es un espacio de Banach.

En la demostración de este teorema usaremos el siguiente lema.

Lema 3.5. Sea {fn}n∈N una sucesión en Λφ,w. Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

(a) ĺımn→∞ ∥fn∥Λφ,w
= 0;

(b) Para todo α > 0, ĺım supn→∞
∫∞
0
φ(αf∗∗n (t))w(t) dt ≤ 1;

(c) Para todo α > 0, ĺımn→∞
∫∞
0
φ(αf∗∗n (t))w(t) dt = 0.

Demostración. La equivalencia (a) ⇐⇒ (b) es consecuencia directa de la definición de ∥·∥Λφ,w . La

implicación (c) =⇒ (b) es inmediata. Como φ es convexa y φ(0) = 0 para todo t ≥ 0 y 0 < ε ≤ 1,

tenemos

φ(t) = φ

(
(1− ε)0 + ε

t

ε

)
≤ (1− ε)φ(0) + εφ

(
t

ε

)
,

esto es

φ(t) ≤ εφ

(
t

ε

)
, t ≥ 0, 0 < ε ≤ 1.

De donde se sigue fácilmente que (b) =⇒ (c).

Demostración del Teorema 3.4. Demostremos, en primer lugar, que Λφ,w es un espacio vectorial.

Para ello, sean f, g ∈ Λφ,w. Entonces existen constantes λ1, λ2 > 0 tales que∫ ∞

0

φ(λ1f
∗∗(t))w(t) dt <∞ y

∫ ∞

0

φ(λ2g
∗∗(t))w(t) dt <∞.

Dado que (f + g)∗∗ ≤ f∗∗ + g∗∗, tenemos

(f + g)∗∗(t)
1
λ1

+ 1
λ2

≤ f∗∗(t) + g∗∗(t)
1
λ1

+ 1
λ2

=
1
λ1

1
λ1

+ 1
λ2

f∗∗(t)
1
λ1

+
1
λ2

1
λ1

+ 1
λ2

g∗∗(t)
1
λ2

.
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Dado que φ es no decreciente y convexa, de la desigualdad anterior obtenemos

φ

(
(f + g)∗∗(t)

1
λ1

+ 1
λ2

)
≤ φ

(
1
λ1

1
λ1

+ 1
λ2

f∗∗(t)
1
λ1

+
1
λ2

1
λ1

+ 1
λ2

g∗∗(t)
1
λ2

)

≤
1
λ1

1
λ1

+ 1
λ2

φ

(
f∗∗(t)

1
λ1

)
+

1
λ2

1
λ1

+ 1
λ2

φ

(
g∗∗(t)

1
λ2

)

=
λ2

λ1 + λ2
φ(λ1f

∗∗(t)) +
λ1

λ1 + λ2
φ(λ2g

∗∗(t)).

Multiplicando por el peso w(t) e integrando,

∫ ∞

0

φ

(
(f + g)∗∗(t)

1
λ1

+ 1
λ2

)
w(t) dt ≤ λ2

λ1 + λ2

∫ ∞

0

φ(λ1f
∗∗(t))w(t) dt

+
λ1

λ1 + λ2

∫ ∞

0

φ(λ2g
∗∗(t))w(t) dt <∞.

Por lo tanto f + g ∈ Λφ,w.

Ahora veamos que para cualquier escalar α, αf ∈ Λφ,w si f ∈ Λφ,w. Existe λ > 0 tal que∫ ∞

0

φ(λf∗∗(t))w(t) dt <∞.

Para verificar que αf ∈ Λφ,w, tome c = λ
|α| (el caso α = 0 es trivial). Así

∫ ∞

0

φ

(
λ

|α|
(αf)∗∗(t)

)
w(t) dt =

∫ ∞

0

φ

(
λ

|α|
|α|f∗∗(t)

)
w(t) dt =

∫ ∞

0

φ (λf∗∗(t))w(t) dt <∞.

Luego αf ∈ Λφ,w.

A continuación demostraremos que ∥ · ∥Λφ,w
es, efectivamente, una norma sobre Λφ,w.

Si f = 0 µ-c.t.p., entonces f∗(s) = 0 para todo s y así f∗∗(t) = 1
t

∫∞
0

0 ds = 0. Por lo tanto

∥f∥Λφ,w
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
f∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
0

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ (0)w(t) dt ≤ 1

}
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

0 · w(t) dt ≤ 1

}
= ı́nf {ε > 0 : 0 ≤ 1} = 0.

Recíprocamente, supongamos que ∥f∥Λφ,w
= 0, entonces

∫∞
0
φ
(

f∗∗(t)
ε

)
w(t) dt ≤ 1 para cualquier

ε > 0 y esto sería contradictorio si f ̸= 0 µ-c.t.p. Veámoslo.

Si {x ∈ X : |f(x)| > ε} tiene medida positiva para algún ε > 0, tenemos |f(x)| > ε implica f∗(s) >

ε, integrando de 0 a t en ambos miembros de esta desigualdad, obtenemos
∫ t

0
f∗(s) ds >

∫ t

0
ε ds = εt,

de donde 1
t

∫ t

0
f∗(s) ds > ε. Es decir, f∗∗(t) > ε. Aplicando φ (la cual es creciente) en ambos lados
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de esta desigualdad, multiplicando por el peso w, e integrando, llegamos a
∫∞
0
φ(f∗∗(t))w(t) dt >∫∞

0
φ(ε)w(t) dt, entonces

1 ≥
∫ ∞

0

φ(f∗∗(t))w(t) dt > φ(ε)︸︷︷︸
>0

∫ ∞

0

w(t) dt = ∞.

Lo cual es contradictorio. Por lo tanto ∥f∥Λφ,w
= 0 implica f = 0 µ-c.t.p.

Ahora demostraremos que ∥λf∥Λφ,w = |λ|∥f∥Λφ,w para cualquier λ ∈ C. Dado que (λf)∗∗(t) =

|λ|f∗∗(t), tenemos

∥λf∥Λφ,w
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(λf)∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
|λ|f∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
f∗∗(t)

ε
|λ|

)
w(t) dt ≤ 1

}
.

Tomando α = ε
|λ| , obtenemos ε = α|λ|, luego

∥λf∥Λφ,w = ı́nf

{
α|λ| > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
f∗∗(t)

α

)
w(t) dt ≤ 1

}
= |λ| ı́nf

{
α > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
f∗∗(t)

α

)
w(t) dt ≤ 1

}
= |λ|∥f∥Λφ,w .

Verificaremos ahora la desigualdad triangular. Dado que (f + g)∗∗(t) ≤ f∗∗(t) + g∗∗(t), tenemos

(f + g)∗∗(t)

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

≤ f∗∗(t) + g∗∗(t)

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

=
∥f∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

f∗∗(t)

∥f∥Λφ,w

+
∥g∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

g∗∗(t)

∥g∥Λφ,w

.

Por desigualdad anterior y dado que φ es no decreciente y convexa obtenemos

φ

(
(f + g)∗∗(t)

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

)
≤ φ

( ∥f∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

f∗∗(t)

∥f∥Λφ,w

+
∥g∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

g∗∗(t)

∥g∥Λφ,w

)
≤

∥f∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

φ

(
f∗∗(t)

∥f∥Λφ,w

)
+

∥g∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

φ

(
g∗∗(t)

∥g∥Λφ,w

)
.



CUBO
27, 2 (2025)

Función maximal, un subespacio de Orlicz-Lorentz,... 247

Multiplicando por el peso w(t) e integrando,∫ ∞

0

φ

(
(f + g)∗∗(t)

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

)
w(t) dt

≤
∥f∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

∫ ∞

0

φ

(
f∗∗(t)

∥f∥Λφ,w

)
w(t) dt︸ ︷︷ ︸

≤1

+
∥g∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

∫ ∞

0

φ

(
g∗∗(t)

∥g∥Λφ,w

)
w(t) dt︸ ︷︷ ︸

≤1

≤
∥f∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

+
∥g∥Λφ,w

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

= 1.

Concluimos que ε = ∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

es una constante para la cual

∫ ∞

0

φ

(
(f + g)∗∗(t)

∥f∥Λφ,w
+ ∥g∥Λφ,w

)
w(t) dt ≤ 1.

Por lo tanto

∥f + g∥Λφ,w
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(f + g)∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
≤ ∥f∥Λφ,w

+ ∥g∥Λφ,w
.

Y se verifica la desigualdad triangular.

Por último, demostraremos la completitud del espacio. Sea {fn}n∈N una sucesión de Cauchy en

Λφ,w. Escojamos ε̃ > 0 tal que
ε̃

φ
(

ε
k0

) < 1

n+m
para n,m ∈ N y ε > 0, k0 > 0. Para este ε̃ existe

n0 ∈ N tal que

∥fn − fm∥Λφ,w
< ε̃.

Si n,m ≥ n0. Por la definición de la norma de Luxemburg podemos escoger k0 > 0 de manera que

k0 < ε̃ y ∫ ∞

0

φ

(
(fn − fm)∗∗(t)

k0

)
w(t) dt ≤ 1.

Sea E = {x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| > ε}, entonces

εχE(x) ≤ |fn(x)− fm(x)|.

Y así εχ∗
E(s) ≤ (fn − fm)∗(s) implica

ε · 1
t

∫ t

0

χ∗
E(s) ds ≤

1

t

∫ t

0

(fn − fm)∗(s) ds,

es decir

εχ∗∗
E (t) ≤ (fn − fm)∗∗(t),

de donde
εχ∗∗

E (t)

k0
≤ (fn − fm)∗∗(t)

k0
.
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Aplicando φ que es no decreciente y multiplicando por el peso w que es no negativo, obtenemos

φ

(
ε

k0
χ∗∗
E (t)

)
w(t) ≤ φ

(
(fn − fm)∗∗(t)

k0

)
w(t)

=⇒
∫ ∞

0

φ

(
ε

k0
χ∗∗
E (t)

)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ

(
(fn − fm)∗∗(t)

k0

)
w(t) dt. (3.3)

Ahora, dado que

χ∗∗
E (t) =

1

t

∫ t

0

χ∗
E(s) ds =

1

t

∫ t

0

χ(0,µ(E))(s) ds =

1, si t < µ(E)

µ(E)
t , si t ≥ µ(E).

Tenemos que

χ∗∗
E (t) = χ(0,µ(E))(t) +

µ(E)

t
χ[µ(E),∞)(t).

Así que∫ ∞

0

φ

(
ε

k0
χ∗∗
E (t)

)
w(t) dt =

∫ ∞

0

φ

(
ε

k0

(
χ(0,µ(E))(t) +

µ(E)

t
χ[µ(E),∞)(t)

))
w(t) dt

=

∫ µ(E)

0

φ

(
ε

k0

)
w(t) dt+

∫ ∞

µ(E)

φ

(
ε

k0
· µ(E) · 1

t

)
w(t) dt.

Reemplazando esta última igualdad en (3.3), obtenemos

∫ µ(E)

0

φ

(
ε

k0

)
w(t) dt+

∫ ∞

µ(E)

φ

(
ε

k0
· µ(E) · 1

t

)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ

(
(fn − fm)∗∗(t)

k0

)
w(t) dt

=⇒
∫ µ(E)

0

φ

(
ε

k0

)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ

(
(fn − fm)∗∗(t)

k0

)
w(t) dt.

Entonces ∫ µ(E)

0

φ

(
ε

k0

)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ

(
(fn − fm)∗∗(t)

k0

)
w(t) dt

=⇒ ε̃

∫ Dfn−fm(ε)

0

w(t) dt ≤ ε̃

φ
(

ε
k0

) ∫ ∞

0

φ

(
(fn − fm)∗∗(t)

k0

)
w(t) dt

=⇒ ε̃

∫ Dfn−fm(ε)

0

w(t) dt ≤ 1

n+m

=⇒ ε̃ ĺım
n,m→∞

∫ Dfn−fm(ε)

0

w(t) = 0.

Como w > 0, debe tenerse que ĺımn,m→∞Dfn−fm(ε) = 0, es decir {fn}n∈N es una sucesión de

Cauchy en medida, esto implica que existe una subsucesión {fnk
}k∈N que converge en casi todo

punto a una función medible f , esto es, fnk
→ f µ-c.t.p.



CUBO
27, 2 (2025)

Función maximal, un subespacio de Orlicz-Lorentz,... 249

Sea α > 0. Por el Lema 3.5 existe un entero suficientemente grande n(α) tal que∫ ∞

0

φ (α(fn − fm)∗∗(t))w(t) dt ≤ 1, ∀ m,n ≥ n(α).

Por el lema de Fatou, esto conduce a∫ ∞

0

φ (α(fn − f)∗∗(t))w(t) dt ≤ ĺım inf

∫ ∞

0

φ (α(fn − fm)∗∗(t))w(t) dt ≤ 1

∀ m ≥ n(α). Así fn − f pertenece a Λφ,w. Como fn ∈ Λφ,w, entonces f ∈ Λφ,w.

Además, como ĺım supm→∞
∫∞
0
φ (α(fm − f)∗∗(t))w(t) dt ≤ 1 para todo α > 0, tenemos

ĺımm→∞ ∥fm − f∥Λφ,w = 0. Esto demuestra que Λφ,w es completo.

4. Operador multiplicación en el espacio Λφ,w

La última sección de este artículo trata sobre el estudio de un tipo especial de operador, llamado

operador multiplicación, el cual transforma cualquier función f ∈ Λφ,w, en la función u · f ∈ Λφ,w,

donde (u · f)(x) := u(x) · f(x) representa el producto usual de funciones.

Para una revisión más detallada del operador de multiplicación en diferentes tipos de espacios, se

pueden consultar, entre otras, las referencias [1, 3, 4, 8, 13,17,18].

Definición 4.1. Sea F (X) un espacio de funciones definidas sobre un conjunto no vacío X. Sea

u : X → C una función tal que u · f ∈ F (X) para cualquier f ∈ F (X).

La transformación f 7→ u · f definida sobre F se denota por Mu. En el caso en que F (X) sea un

espacio topológico y Mu sea continua, lo llamaremos el operador multiplicación inducido por u.

Los operadores multiplicación generalizan la noción de operador dado por una matriz diagonal.

Precisamente, uno de los resultados de la teoría de operadores es un teorema espectral, que afirma

que todo operador auto-adjunto definido sobre un espacio de Hilbert es unitariamente equivalente

a un operador multiplicación sobre un espacio L2.

Para un estudio sistemático de los operadores multiplicación definidos en diferentes espacios véase

[1, 3, 4, 13,17].

4.1. Inyectividad y acotación de Mu

En general, los operadores multiplicación sobre espacios de medida no son inyectivos. Por ejemplo,

sea (X,A, µ) un espacio de medida y

A = X ∖ supp(u) = {x ∈ X : u(x) = 0}.
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Si µ(A) ̸= 0 y f = χA, entonces para cualquier x ∈ X tenemos f(x)u(x) = 0 lo cual implica que

Mu(f) = 0, así ker(Mu) ̸= {0} y por lo tanto Mu no es inyectivo.

Por contrapositiva, tenemos que si Mu es inyectivo, entonces µ(X ∖ supp(u)) = 0. Por otro lado,

si µ(X ∖ supp(u)) = 0 y µ es una medida completa, entonces Mu(f) = 0 implica f(x)u(x) = 0

para todo x ∈ X, luego {x ∈ X : f(x) ̸= 0} ⊆ X ∖ supp(u) y así f = 0 µ-c.t.p. en X. Luego, si

µ(X ∖ supp(u)) = 0 y µ es una medida completa, entonces Mu es inyectivo.

A continuación definimos un conjunto sobre el cual Mu es inyectivo.

Definición 4.2. Se define el conjunto Λφ,w(suppu) mediante

Λφ,w(suppu) = {fχsuppu : f ∈ Λφ,w}.

Es decir, los elementos de Λφ,w(suppu) son funciones de Λφ,w restringidas al soporte de u.

Proposición 4.3. Mu es inyectivo en Y = Λφ,w(suppu).

Demostración. Sea Y = Λφ,w(suppu) = {fχsuppu : f ∈ Λφ,w}. Luego, si Mu(f̃) = 0 con f̃ =

fχsuppu ∈ Y , entonces f(x)χsuppu(x)u(x) = 0 para todo x ∈ X y así f(x)u(x) = 0 para todo

x ∈ supp(u), de donde f(x) = 0 para todo x ∈ supp(u), con lo cual f(x)χsuppu(x)(x) = 0 para

todo x ∈ X. Así, f̃ = 0, lo cual completa la demostración.

A continuación, se caracteriza la acotación del operador Mu en términos de la acotación de la

función u.

Teorema 4.4. La transformación lineal Mu : f → u · f definida sobre el subespacio Λφ,w es

acotada si y sólo si u es esencialmente acotada. Además,

∥Mu∥ = ∥u∥∞.

Demostración. Sea u ∈ L∞(µ), note que |(uf)(x)| ≤ ∥u∥∞|f(x)|, así

{x : |(uf)(x)| > λ} ⊆ {x : ∥u∥∞|f(x)| > λ} =

{
x : |f(x)| > λ

∥u∥∞

}
,

entonces

Duf (λ) ≤ Df

(
λ

∥u∥∞

)
y así {

λ > 0 : Df

(
λ

∥u∥∞

)
≤ s

}
⊆ {λ > 0 : Duf (λ) ≤ s}.
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De esto obtenemos

ı́nf{λ > 0 : Duf (λ) ≤ s} ≤ ı́nf

{
λ > 0 : Df

(
λ

∥u∥∞

)
≤ s

}
≤ ı́nf{α∥u∥∞ > 0 : Df (α) ≤ s}

= ∥u∥∞ ı́nf{α > 0 : Df (α) ≤ s}.

Luego

(uf)∗(s) ≤ ∥u∥∞f∗(s).

Integrando desde 0 hasta t y multiplicando por 1
t , obtenemos

1

t

∫ t

0

(uf)∗(s) ds ≤ 1

t

∫ t

0

∥u∥∞f∗(s) ds.

Es decir

(uf)∗∗(t) ≤ ∥u∥∞f∗∗(t).

Dividiendo por ∥u∥∞∥f∥Λφ,w
se tiene que

(uf)∗∗(t)

∥u∥∞∥f∥Λφ,w

≤ ∥u∥∞f∗∗(t)
∥u∥∞∥f∥Λφ,w

=
f∗∗(t)

∥f∥Λφ,w

.

Dado que φ es no decreciente y el peso w es no negativo, de la última desigualdad obtenemos∫ ∞

0

φ

(
(uf)∗∗(t)

∥u∥∞∥f∥Λφ,w

)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ

(
f∗∗(t)

∥f∥Λφ,w

)
w(t) dt ≤ 1.

De esta manera uf ∈ Λφ,w, además,

∥Muf∥Λφ,w
≤ ∥u∥∞∥f∥Λφ,w

. (4.1)

Recíprocamente, supongamos que Mu es un operador acotado. Si u no es una función esencialmente

acotada, entonces para todo n ∈ N el conjunto En = {x ∈ X : |u(x)| > n} tiene medida positiva.

Ahora, sabemos que

χ∗
En

(s) = χ0,µ(En)(s)

y note que

{x : nχEn(x) > λ} ⊆ {x : |uχEn(x)| > λ},

entonces

DnχEn
(λ) ≤ DuχEn

(λ),
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de aquí obtenemos

{λ > 0 : DuχEn
(λ) ≤ s} ⊆ {λ > 0 : DnχEn

(λ) ≤ s}.

Así

ı́nf{λ > 0 : DnχEn
(λ) ≤ s} ≤ ı́nf{λ > 0 : DuχEn

(λ) ≤ s}.

Es decir,

(uχEn)
∗(s) ≥ n(χEn)

∗(s).

Integrando desde 0 hasta t y multiplicando por 1
t

1

t

∫ t

0

(uχEn)
∗(s) ds ≥ 1

t

∫ t

0

n(χEn)
∗(s) ds.

Esto significa que

(uχEn)
∗∗(t) ≥ n(χEn)

∗∗(t).

De aquí obtenemos∫ ∞

0

φ

(
(uχEn)

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≥

∫ ∞

0

φ

(
(nχEn)

∗∗(t)

k

)
w(t) dt

y así{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(uχEn

)∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
⊆
{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(nχEn

)∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
,

luego

ı́nf

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(nχEn

)∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
≤

ı́nf

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(uχEn

)∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
,

esto significa que

∥MuχEn
∥Λφ,w

≥ n∥χEn
∥Λφ,w

,

lo cual contradice la acotación de Mu. Luego u debe ser esencialmente acotada.

Ahora, evidentemente, de (4.1) obtenemos

∥Mu∥ ≤ ∥u∥∞. (4.2)

Dado ε > 0, sea E = {x ∈ X : |u(x)| ≥ ∥u∥∞ − ε} (observe que µ(E) > 0), entonces

{x ∈ X : (∥u∥∞ − ε)χE(x) > λ} ⊆ {x ∈ X : |uχE(x)| > λ},
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es decir

D(∥u∥∞−ε)χE
(λ) ≤ DuχE

(λ)

y así

{λ > 0 : DuχE
(λ) ≤ s} ⊆ {λ > 0 : D(∥u∥∞−ε)χE

≤ s},

de esto obtenemos

ı́nf{λ > 0 : D(∥u∥∞−ε)χE
≤ s} ≤ ı́nf{λ > 0 : DuχE

(λ) ≤ s}.

Luego

(uχE)
∗(s) ≥ (∥u∥∞ − ε)(χE)

∗(s),

integrando desde 0 hasta t y multiplicando por 1
t obtenemos

1

t

∫ t

0

(uχE)
∗(s) ds ≥ 1

t

∫ t

0

(∥u∥∞ − ε)(χE)
∗(s) ds,

es decir

(uχE)
∗∗(t) ≥ (∥u∥∞ − ε)(χE)

∗∗(t),

entonces ∫ ∞

0

φ

(
(∥u∥∞ − ε)(χE)

∗∗(t)

∥MuχE∥Λφ,w

)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ

(
(uχE)

∗∗(t)

∥MuχE∥Λφ,w

)
w(t) dt ≤ 1,

lo cual implica que

∥(∥u∥∞ − ε)χE∥Λφ,w ≤ ∥MuχE∥Λφ,w ,

de aquí

(∥u∥∞ − ε)∥χE∥Λφ,w ≤ ∥MuχE∥Λφ,w ,

así

∥u∥∞ − ε ≤
∥MuχE∥Λφ,w

∥χE∥Λφ,w

,

lo cual implica que

∥Mu∥ ≥ ∥u∥∞ − ε, para todo ε > 0.

De la arbitrariedad de ε, se deduce

∥Mu∥ ≥ ∥u∥∞.

En conclusión

∥Mu∥ = ∥u∥∞.
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4.2. Rango cerrado de Mu

En esta sección, caracterizaremos los casos en los cuales Mu tiene rango cerrado. Iniciamos con un

resultado del análisis funcional.

Teorema 4.5. Sea T : X → Y un operador acotado, en donde X y Y son espacios de Banach.

Entonces T es acotado inferiormente si y sólo si T es inyectivo y tiene rango cerrado.

Una demostración del Teorema 4.5 se puede encontrar en [2].

Corolario 4.6. Mu : Λφ,w(suppu) → Λφ,w(suppu) tiene rango cerrado si y sólo si Mu es acotado

inferiormente sobre Λφ,w(suppu).

Este resultado es claro dado que Mu es inyectivo en Λφ,w(suppu). Además, si u ̸= 0 µ-c.t.p. en X,

siendo µ una medida completa, entonces se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.7. Si µ ̸= 0 µ-c.t.p. en X y µ es una medida completa, entonces

Mu : Λφ,w(X,A, u) → Λφ,w(X,A, u)

tiene rango cerrado si y sólo si Mu es acotado inferiormente sobre Λφ,w(X,A, u).

Teorema 4.8. Mu : Λφ,w(suppu) → Λφ,w(suppu) tiene rango cerrado si y sólo si existe δ > 0 tal

que |u(x)| > δ µ-c.t.p. sobre suppµ.

Demostración. Si existe δ > 0 tal que |u(x)| ≥ δ µ-c.t.p. sobre supp(u), entonces para f ∈ Λφ,w y

t > 0 tenemos

{x : |δfχsupp(u)(x)| > λ} ⊆ {x : |ufχsupp(u)(x)| > λ}

y así

Dδfχsupp(u)
(λ) ≤ Dufχsupp(u)

(λ),

entonces

{λ > 0 : Dufχsupp(u)
(λ) ≤ s} ⊆ {λ > 0 : Dδfχsupp(u)

(λ) ≤ s},

de aquí obtenemos

ı́nf{λ > 0 : Dδfχsupp(u)
(λ) ≤ s} ≤ ı́nf{λ > 0 : Dufχsupp(u)

(λ) ≤ s},

luego

(ufχsupp(u))
∗(s) ≥ δ(fχsupp(u))

∗(s),
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integrando desde 0 hasta t y multiplicando por 1
t ,

1

t

∫ t

0

(ufχsupp(u))
∗(s) ds ≥ 1

t

∫ t

0

δ(fχsupp(u))
∗(s) ds,

es decir

(ufχsupp(u))
∗∗(t) ≥ δ(fχsupp(u))

∗∗(t),

entonces se tiene que

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(ufχsupp(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
⊆{

k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(δfχsupp(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
.

Así

ı́nf

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(δfχsupp(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
≤

ı́nf

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(ufχsupp(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
,

lo cual significa que

∥δfχsupp(u)∥Λφ,w ≤ ∥Mufχsupp(u)∥Λφ,w ,

luego

∥Mufχsupp(u)∥Λφ,w
≥ δ∥fχsupp(u)∥Λφ,w

.

Por lo tanto Mu tiene rango cerrado.

Recíprocamente, supongamos que Mu tiene rango cerrado sobre Λφ,w(supp(u)). Dado que Mu :

Λφ,w(supp(u)) → Λφ,w(supp(u)) es inyectivo, entonces Mu es acotado inferiormente, luego existe

ε > 0 tal que

∥Muf∥Λφ,w ≥ ε∥f∥Λφ,w

para toda f ∈ Λφ,w(supp(u)). Sea E = {x ∈ supp(u) : |u(x)| < ε/2}.

Si µ(E) > 0, podemos hallar un conjunto medible F ⊆ E tal que χF ∈ Λφ,w(supp(u)). Entonces

{x : |uχF | > λ} ⊆
{
x :
∣∣∣ε
2
χF

∣∣∣ > λ
}

y así

DuχF
(λ) ≤ D ε

2χF
(λ),
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de esto obtenemos

{λ > 0 : D ε
2χF

(λ) ≤ s} ⊆ {λ > 0 : DuχF
(λ) ≤ s},

entonces

ı́nf{λ > 0 : DuχF
(λ) ≤ s} ≤ ı́nf{λ > 0 : D ε

2χF
(λ) ≤ s},

esto es

(uχF )
∗(s) ≤

(ε
2
χF

)∗
(s),

integrando desde 0 hasta t y multiplicando por 1
t , obtenemos

1

t

∫ t

0

(uχF )
∗(s) ds ≤ 1

t

∫ t

0

(ε
2
χF

)∗
(s) ds,

es decir

(uχF )
∗∗(t) ≤

(ε
2
χF

)∗∗
(t).

Por lo tanto

∥MuχF ∥Λφ,w
= ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(uχF )

∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
≤ ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

((
ε
2χF

)∗∗
(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
=
∥∥∥ε
2
χF

∥∥∥
Λφ,w

=
ε

2
· ∥χF ∥Λφ,w

lo cual es contradictorio. Así que µ(E) = 0. Esto completa la demostración.

Corolario 4.9. Si µ ̸= 0 µ-c.t.p. en X y µ es una medida completa, entonces Mu tiene rango

cerrado sobre Λφ,w(X,A, µ) si y sólo si existe δ > 0 tal que |u(x)| ≥ δ µ-c.t.p. en X.

Demostración. El resultado se dá como consecuencia de que

Λφ,w(X,A, µ) = Λφ,w(suppu).

4.3. Invertibilidad de Mu

En esta sección, caracterizaremos la invertibilidad de Mu en términos de la invertibilidad de u (en

el sentido multiplicativo). Iniciamos con el siguiente resultado.

Teorema 4.10. El conjunto de todos los operadores multiplicación sobre Λφ,w es una subálgebra

maximal abeliana del conjunto B(Λφ,w), el álgebra de todos los operadores lineales acotados sobre

Λφ,w.
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Demostración. Sea

H = {Mu : u ∈ L∞}

y considere el operador multiplicación

Mu ·Mv =Muv,

donde Mu,Mv ∈ H. Verifiquemos que ésta es un álgebra de Banach. Sean u, v ∈ L∞, entonces

|u| ≤ ∥u∥∞ y |v| ≤ ∥v∥∞, luego

∥uv∥∞ ≤ ∥u∥∞∥v∥∞,

esto implica que el producto es una operación cerrada, además como el producto usual de funciones

es asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma y al producto por escalar, concluimos

que H es una subálgebra de B(Λφ,w). Ahora, vamos a verificar que es una subálgebra maximal, es

decir, dado N ∈ B(Λφ,w), si N conmuta con H, debemos demostrar que N ∈ H. Consideremos la

función unitaria e : X → C definida por e(x) = 1 para todo x ∈ X. Sea N ∈ B(Λφ,w) un operador

que conmuta con H y sea χE la función característica de un conjunto medible E. Entonces

N(χE) = N [MχE
(e)] =MχE

[N(e)] = χE ·N(e) = N(e) · χE =Mw · χE ,

donde w = N(e). De manera similar

N(s) =Mw(s) (4.3)

para cualquier función simple.

Ahora, verificaremos que w ∈ L∞. Por contradicción, supongamos que w /∈ L∞, entonces el

conjunto

En = {x ∈ X : |w(x)| > n}

tiene medida positiva para cada n ∈ N. Note que

Mw(χEn
)(x) = wχEn

(x) ≥ nχEn
(x)

para todo x ∈ X. Por la monotonicidad de la función distribución tenemos que

DwχEn
(λ) ≥ DχEn

(
λ

n

)
.

De aquí

{λ > 0 : DwχEn
(λ) ≤ s} ⊆

{
λ > 0 : DχEn

(
λ

n

)
≤ s

}
.

Entonces

ı́nf

{
λ > 0 : DχEn

(
λ

n

)
≤ s

}
≤ ı́nf{λ > 0 : DwχEn

(λ) ≤ s}.
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Tomando α = λ
n , obtenemos

∥wχEn
∥Λφ,w

≥ n∥χEn
∥Λφ,w

,

como χE es una función simple, por (4.3) tenemos

Mw(χEn) = N(χEn).

Así que

∥N(χEn)∥Λφ,w ≥ n∥χEn∥Λφ,w .

Entonces N es un operador no acotado. Esto contradice el hecho que N es acotado.

Por lo tanto w ∈ L∞ y por el Teorema 4.4 Mw es acotado.

Ahora, dada f ∈ Λφ,w, existe una sucesión no decreciente {sn}n∈N de funciones simples medibles

tal que ĺımn→∞ sn = f y por (4.3) tenemos

N(f) = N(ĺım sn) = ĺımN(sn) = ĺımMw(sn) =Mw(ĺım sn) =Mw(f).

Luego N(f) =Mw(f) para toda f ∈ Λφ,w y así concluimos que N ∈ H.

Corolario 4.11. El operador multiplicación es invertible sobre B(Λφ,w) si y sólo si u es invertible

sobre L∞.

Demostración. Supongamos que Mu es invertible. Entonces existe N ∈ B(Λφ,w) tal que

Mu ·N = N ·Mu = I (4.4)

donde I representa el operador identidad. Verifiquemos que N conmuta con H.

Sea Mw ∈ H, entonces

Mw ·Mu =Mu ·Mw. (4.5)

Aplicando N a (4.4) y por (4.5) obtenemos

N ·Mw ·Mu ·N = N ·Mu ·Mw ·N,

N ·Mw · I = I ·Mw ·N,

N ·Mw =Mw ·N,

y así concluimos que N conmuta con H. Por el Teorema 4.10 N ∈ H, entonces existe g ∈ L∞ tal

que N =Mg, así

Mu ·Mg =Mg ·Mu = I,
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esto implica que ug = gu = 1 µ-c.t.p., lo cual significa que u es invertible sobre L∞.

Por otro lado, supongamos que u es invertible sobre L∞, es decir, 1
u ∈ L∞, entonces

Mu ·M 1
u
=M 1

u
·Mu =M( 1

u )u
=M1 = I,

lo cual significa que Mu es invertible sobre B(Λφ,w).

4.4. Compacidad de Mu

Para finalizar este artículo, caracterizaremos la compacidad del operador Mu. La siguiente defini-

ción y el lema subsecuente, tendrán un papel importante en los resultados posteriores.

Definición 4.12. Sea T : X → X un operador. Un subespacio V de X se dice invariante bajo T

(o simplemente T -invariante) si

T (V ) ⊆ V.

Lema 4.13. Sea T : X → X un operador. Si T es compacto y M es un subespacio cerrado

T -invariante de X, entonces T |M es compacto.

Demostración. Sea {xn}n∈N una subsucesión de M ⊆ X. Entonces {xn}n∈N ⊆ X, así que existe

una subsucesión {xnk
}k∈N de {xn}n∈N tal que T (xnk

) converge in X, pero T (xnk
) ⊆ T (M) pues

{xnk
}k∈N ⊆M . Entonces T (xnk

) converge en T (M) ⊆M =M . Así T (xnk
) converge en M , luego

T |M es compacto.

Teorema 4.14. Sea Mu un operador compacto. Para ε > 0 defina

Aε(u) = {x ∈ X : |u(x)| ≥ ε},

y

Λφ,w(Aε(u)) = {fχAε(u) : f ∈ Λφ,w}.

Entonces Λφ,w(Aε(u)) es un subespacio cerrado invariante de Λφ,w bajo Mu. Además

Mu

∣∣
Λφ,w(Aε(u))

es un operador compacto.

Demostración. Sean h, s ∈ Λφ,w(Aε(u)) y α, β ∈ R. Entonces h = fχAε(u) y s = gχAε(u) donde

f, g ∈ Λφ,w así

αh+ βs = α(fχAε(u)) + β(gχAε(u)) = (αf + βg)χAε(u) ∈ Λφ,w(Aε(u)),
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lo cual significa que Λφ,w(Aε(u)) es un subespacio Λφ,w.

Ahora, para todo h ∈ Λφ,w(Aε(u)) tenemos

Muh = uh = u(fχAε(u)) = (uf)χAε(u),

donde uf ∈ Λφ,w. Por consiguiente Mu ∈ Λφ,w(Aε(u)), lo cual significa que Λφ,w(Aε(u)) es un

subespacio invariante de Λφ,w bajo Mu.

Ahora, verificaremos que Λφ,w(Aε(u)) es un conjunto cerrado. En efecto, sea g en la clausura de

Λφ,w(Aε(u)), entonces existe una sucesión {gn}n∈N en Λφ,w(Aε(u)) tal que

gn → g en Λφ,w.

Debemos demostrar que g pertenece a Λφ,w(Aε(u)). Note que

g = gχAε(u) + gχAc
ε(u)

.

Demostraremos que gχAc
ε(u)

= 0. Para esto, dado ε1 > 0 existe n0 ∈ N tal que

∥gχAc
ε(u)

∥Λφ,w
= ∥(g − gn0

+ gn0
)χAc

ε(u)
∥Λφ,w

= ∥(g − gn0
)χAc

ε(u)
∥Λφ,w

≤ ∥g − gn0
∥Λφ,w

< ε1.

Así, gχAc
ε(u)

= 0 lo cual significa que g = gχAε(u), es decir, g ∈ Λφ,w(Aε(u)). Finalmente por el

Lema 4.13, tenemos que

Mu

∣∣
Λφ,w(Aε(u)) ,

es un operador compacto. Con esto termina la demostración.

Teorema 4.15. Sea Mu ∈ B(Λφ,w). Entonces Mu es compacto si y sólo si Λφ,w(Aε(u)) es de

dimensión finita para todo ε > 0.

Demostración. Si |u(x)| ≥ ε, observe que

|ufχAε(x)| ≥ εfχAε(u)(x)

y así

{x : εfχAε(u)(x) > λ} ⊆ {x :
∣∣ufχAε(u)(x)

∣∣ > λ},

luego

DεfχAε(u)
(λ) ≤ DufχAε(u)

(λ),

entonces

{λ > 0 : DufχAε(u)
(λ) ≤ s} ⊆ {λ > 0 : DεfχAε(u)

(λ) ≤ s}
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de aquí obtenemos

ı́nf{λ > 0 : DεfχAε(u)
(λ) ≤ s} ≤ ı́nf{λ > 0 : DufχAε(u)

(λ) ≤ s},

es decir

(εfχAε(u))
∗(s) ≤ (ufχAε(u))

∗(s),

integrando de 0 a t y multiplicando por 1
t obtenemos

1

t

∫ t

0

(εfχAε(u))
∗(s) dt ≤ 1

t

∫ t

0

(ufχAε(u))
∗(s) ds,

o sea

(εfχAε(u))
∗∗(t) ≤ (ufχAε(u))

∗∗(t),

multiplicando la anterior desigualdad por 1
k > 0,

(εfχAε(u))
∗∗(t)

k
≤

(ufχAε(u))
∗∗(t)

k
.

Dado que φ es no decreciente y el peso w es una función no negativa, esto conduce a

φ
(
(εfχAε(u))

∗∗(t)
)
w(t) ≤ φ

(
(ufχAε(u))

∗∗(t)
)
w(t).

Integrando la anterior desigualdad de 0 a ∞,∫ ∞

0

φ
(
(εfχAε(u))

∗∗(t)
)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ
(
(ufχAε(u))

∗∗(t)
)
w(t) dt.

Entonces

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(ufχAε(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
⊆{

k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
ε(fχAε(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
.

Por lo tanto

ı́nf

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
ε(fχAε(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
≤

ı́nf

{
k > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
(ufχAε(u))

∗∗(t)

k

)
w(t) dt ≤ 1

}
.

Y así

∥MufχAε(u)∥Λφ,w
≥ ε∥fχAε(u)∥Λφ,w

. (4.6)
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Ahora, si Mu es un operador compacto, entonces Λφ,w(Aε(u)) es un subespacio cerrado invariante

de Λφ,w bajo Mu y por el Lema 4.13

Mu

∣∣
Λφ,w(Aε(u))

es un operador compacto. Entonces por (4.6) Mu

∣∣
Λφ,w(Aε(u)) tiene rango cerrado en Λφ,w(Aε(u))

y además es invertible, siendo compacto Λφ,w(Aε(u)) tiene dimensión finita.

Recíprocamente, supongamos que Λφ,w(Aε(u)) es de dimensión finita para cada ε > 0. En particu-

lar, para cada n, Λφ,w

(
A 1

u
(u)
)

es de dimensión finita, entonces para cada n, definamos un : X → C

como

un(x) =

u(x) if |u(x)| ≥ 1
n

0 if |u(x)| < 1
n .

Entonces tenemos que

((un − u) · f)∗(s) ≤ ∥un − u∥∞f∗(s), ∀ s > 0.

Integrando desde 0 hasta t y multiplicando por 1
t , obtenemos

1

t

∫ t

0

((un − u) · f)∗(s) ds ≤ 1

t

∫ t

0

∥un − u∥∞f∗(s) ds, ∀ s > 0,

es decir

((un − u) · f)∗∗(t) ≤ ∥un − u∥∞f∗∗(t).

Multiplicando por 1
ε con ε > 0 tenemos

((un − u) · f)∗∗(t)
ε

≤ ∥un − u∥∞f∗∗(t)
ε

.

Como φ es no decreciente y el peso w es no negativo, lo anterior conduce a∫ ∞

0

φ

(
((un − u) · f)∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤

∫ ∞

0

φ

(
∥un − u∥∞f∗∗(t)

ε

)
w(t) dt.

Entonces

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
∥un − u∥∞f∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
⊆{

ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
((un − u) · f)∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
.
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Por lo tanto

ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
((un − u) · f)∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
≤

ı́nf

{
ε > 0 :

∫ ∞

0

φ

(
∥un − u∥∞f∗∗(t)

ε

)
w(t) dt ≤ 1

}
.

Consecuentemente

∥Munf −Muf∥Λφ,w ≤ ∥un − u∥∞∥f∥Λφ,w ≤ 1

n
∥f∥Λφ,w ,

lo cual implica que Mun
converge a Mu uniformemente. Como Λφ,w(Aε(u)) es de dimensión finita,

entonces Mun es un operador de rango finito. Luego, Mun es un operador compacto y así Mu es

un operador compacto.
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