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1. Introducciéon

Los espacios de Orlicz-Lorentz han surgido como una generalizacion comun de los espacios de
Orlicz y de los espacios de Lorentz, aplicados a problemas de analisis funcional, teoria de ope-
radores y otras areas de las matematicas. Estos espacios se definen mediante el uso de funciones
de Young aplicadas al reordenamiento decreciente de funciones, proporcionando un marco robusto

para estudiar propiedades operatorias en escenarios no lineales y ponderados.

En este articulo, se investigan ciertas propiedades fundamentales de la distribucién, el reordena-
miento decreciente, la funcion maximal y las funciones de Young, lo cual permite definir el espacio
de Orlicz-Lorentz L, .. El enfoque se centra en un subespacio particular, A, ,,. Nos proponemos
realizar un estudio exhaustivo y autocontenido de este subespacio, con el objetivo de proporcionar
una base tedrica s6lida para estudiar las condiciones bajo las cuales el operador de multiplicacién
M,,, definido por M,(f) = u - f, es acotado, inyectivo, invertible, y compacto. Estas condiciones
tienen aplicaciones directas en problemas de teoria de operadores y anélisis de Fourier, entre otras

areas. Para este analisis, seguiremos el esquema planteado en [7].

La organizacion de este articulo es la siguiente. En la Seccion 2, describimos y damos propiedades
de los elementos basicos que componen a los espacios de Orlicz-Lorentz, a saber, la distribucién
Dy, el reordenamiento decreciente f*, la funcién maximal f**, y las funciones de Young. Luego,
en la Seccion 3, damos la definicion de los espacios de Orlicz-Lorentz L, ., y de un subespacio
particular A, ., estudiando sus propiedades como espacios de Banach. Finalmente, en la Seccién 4,
estudiamos el operador multiplicacion M, definido sobre A, ,,, caracterizando su acotacién, rango

cerrado, invertibilidad y compacidad.

2. Elementos basicos de los espacios de Orlicz-Lorentz: dis-
tribucién, reordenamiento decreciente, funcién maximal y

funciones de Young

En esta seccion estudiamos los componentes principales de los espacios de Orlicz-Lorentz. Iniciamos

este estudio definiendo la distribucién de una funcion.

2.1. Funcién de distribucion

Definicion 2.1. Sea f una funcion medible de valor complejo definida en un espacio de medida

o-finito (X, A, ). Para X > 0, la funcion distribucion de f, denotada por Ds(X), se define como

Dy(N) = u({z € X :|f(2)] > A}). (2.1)
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Es importante destacar que Dy depende tunicamente del valor absoluto |f| de la funcién y que

puede tomar el valor 4oc0.

La funcién distribuciéon Dy brinda informacién sobre el “tamano” de f, pero no acerca de su
comportamiento en puntos especificos. Por ejemplo, una funcion en R™ y sus traslaciones tienen la
misma funcion distribucion. A partir de (2.1), se deduce que Dy es decreciente en A (aunque no

estrictamente) y es continua por la derecha.

Dado un espacio medible (X, 1), y funciones medibles f y g definidas en dicho espacio, Dy cumple

las siguientes propiedades para todo A1, Ay > 0:
1. D=0 <= f=0pctp;
2. Si|g| < |f| p-c.t.p., entonces Dy < Dy;
3. D¢f(X) = Dy (ﬁ) para todo ¢ € C\ {0};
4. Dyig(M + A2) < Dy(A1) + Dy(A2);

5. Dyg(AA2) < Dy(A1) 4+ Dg(A2).

Para mas informacion sobre la funcion distribucion, consultar las referencias [5,6,10].

2.2. Reordenamiento decreciente

El reordenamiento decreciente de una funcién f, denotado como f*, se define de la siguiente

manera.

Definicién 2.2. Dada una funcion f de valor complejo definida en X, su reordenamiento decre-

ciente, f*, es la funcion definida en [0,400) como

) =mf{A>0:Dp\) <t}, t>0.

Adoptamos la convenciéon de que inf() = co. Note que que f* es decreciente y continua por la
derecha. Ademés,

f7(0) = mf{A > 0: Dy(A) <0} = [ flleo,

ya que
1flloe = mf{a > 0: p({z € X : [f(z)| > a}) = 0},

Si Dy es estrictamente decreciente, entonces se cumple que

[r(Dg(t) = mf{A > 0: Dy(\) < Dy(t)} =t.
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Esto demuestra que f* es la inversa de la funcién distribucién Dy.

Dados dos espacios de medida (X, A, u) y (Y, M, v), denotamos por F(X, .A) al conjunto de todas
las funciones A-medibles en X y por §(Y, M) al conjunto de todas las funciones M-medibles en

Y, respectivamente.

Dos funciones f € §(X,A), g € F(Y, M) se llaman equimedibles si tienen la misma funcion

distribucion, es decir,
pHze X |f(x)|>A)=v{yeY:|g(y)| >A}), paratodo A >0.
El siguiente teorema asegura la unicidad del reordenamiento decreciente. Omitimos su demostra-

cién, la cual se puede encontrar en [6, Teorema 1.8].

Teorema 2.3. FExiste una unica funcion decreciente continua por la derecha, A > 0, equimedible

con f*. Es decir, el reordenamiento decreciente es tunico.

A continuacion listamos algunas propiedades importantes de f*. Demostraciones de estas propie-

dades pueden encontrarse en [5,6,10].

1. f* es decreciente.

2. f*=0 < f=0 p-ct.p.

3. f*(t) > Asiysolosi Dg(N) >t.

4. |g| < |f| pc.t.p. implica g* < f*. Ademas, |f|* = f*.
5. (kf)* = [KIS*.

6. (f+9)"(tr+1t2) < f*(t1) + g (t2).

7. (fg) (tr +t2) < f*(t1)g"(t2).

8. fy f* son equimedibles, es decir

D¢(X) = Dy«(X) para todo A > 0.

9. [ [fIPdu= [°[f*@®)]Pdtsi0<p<oo.
10. Si |f] < lminf,, o |frn], entonces f* < liminf, ., f;.
11. Si E € A, entonces (xg)" (t) = Xjo,u(r)) (t)-

12. Si E € A, entonces (fxg)" (t) < X () x0,u(E)) (t)-
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2.3. Funcion maximal

Definicion 2.4. Sea f: X — C una funcion medible. Por f** se denotard a la funcion mazximal

de ’ 5 deﬁnlda como
0

A continuacion enumeramos algunas propiedades béasicas de la funcién maximal f**.

Proposicion 2.5. Supongamos que f, g, y fn, (n = 1,2,...), son funciones medibles, y sea A
cualquier escalar. Entonces f** es no negativa, decreciente, y continua en (0,400). Ademds, se

tienen las siguientes propiedades

ff =0 =0 pu—-ctp, (2.3)

Fr< (2.4)

9] < |f] p— c.t.p. implica g** < f* (2.5)
(AS) = AL (2.6)

Silf| < h'nni}igf |fnl, entonces f** < 11;{1_1>ior01f i (2.7)
(f+9)" <f™+g™ (2.8)

2.4. Funciones de Young

Los espacios clésicos de Lebesgue son conformados por las (clases de equivalencia de) funciones

1P du <o
X

donde el integrando se obtiene al aplicar la funcion ¢(t) = t? (p > 1) a la funcion | f|. Esta funcion

Lebesgue integrables tales que

¢ hace parte de una clase mas general de funciones, llamadas funciones de Young, concepto que

precisamos a continuacion.

Definiciéon 2.6. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una funcion conveza tal que

1. p(z) =0 si y solo si x = 0;

2. limy 00 () = 0.
Tal funcion se conoce como funcion de Young.

Una funcién de Young es estrictamente creciente. En efecto, sean 0 < z < y, entonces 0 < % <1

y asi, podemos escribir
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COmo @ es convexa, tenemos
xT T x x
o(z) = 1—)0+y><(1—)<p0+cpy < p(y).
() (( ; ” y ) $O+ L el) <ely)

Decimos que una funcion de Young satisface la condicion As si existen constantes no negativas xg
v k tales que
o(2z) < kp(x) para x > . (2.9)

Si g = 0, decimos que ¢ satisface globalmente la condicion As. La minima constante k que

satisface (2.9) se denota por ka.

Afirmacion 2.7. Si ¢ es una funcion de Young que satisface la condicion As, entonces para cada

r > 0 existe una constante ka(r) tal que

p(re) < ka(r)e(z) (2.10)
para x > 0 suficientemente grande.

Demostracion de la afirmacion. Sir > 0, podemos elegir n € N tal que » < 2". Entonces, aplicando

(2.9) n-veces y usando el hecho de que ¢ es creciente, obtenemos

p(re) < (2"z) < E"p(z),

con lo cual (2.10) queda demostrado. O

Lema 2.8. Una funcion de Young ¢ satisface la condicion As si y sélo si existen constantes A > 1
y to > 0 tales que

o(t)
para todo t > tg, donde p es la derivada lateral derecha de .

Demostracion. Supongamos que ¢ satisface la condicion A, entonces existe una constante k > 0

tal que N 0
k() > o(2t) = / p(s)ds > / p(s) ds

para t suficientemente grande. Como p es creciente, se tiene que

/t p(s) ds > tp(t);
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asi, para t suficientemente grande, obtenemos

~—

()
o) =7

Reciprocamente, si

para todo t > tg, entonces

2t 2t
/ p(s) ds</\/ & Nog2.
t ‘P(S) t S

Dado que p(s) = ¢'(s), tenemos

log <t(<2tt))> < Aog?2,

lo cual implica que

p(2t) < 2%p(t). 0

A continuacion veremos que las funciones de Young que satisfacen la condicion A, tienen una

razén de crecimiento menor que tP para algin p > 1.

Teorema 2.9. Si ¢ es una funcion de Young que satisface la condicion As, entonces existen
constantes A > 1 y C' > 0 tales que
o(t) < Ct?

para t suficientemente grande.

Demostracion. Por (2.8) podemos escribir

[sgeea] s

e () <2 (3)

donde t > ty. Entonces

por lo tanto

como queriamos demostrar. O

En relacién con la funciéon de Young ¢, definimos, para ¢t > 0, la funcidn complementaria de ¢

mediante

P (t) = sup{ts — p(s) : s > 0}.
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Proposicion 2.10. Si ¢ es una funcion de Young, entonces su funcion complementaria 1 también

es una funcion de Young.

Demostracion. Es claro que ¥(0) = 0 si y solo si & = 0. Por lo tanto, solo debemos demostrar
que v es una funciéon convexa. Para esto, escojamos t1,t2 € [0,400) y A € [0,1]. Entonces, por

definicion de 1), tenemos

V(A + (1 — N)ita) = sup{s(At1 + (1 — N)t2) — ¢(s) : s > 0}.
Por otra parte

Xb(t1) = Asup{st: — @(s) : 5 > 0} > Ast — p(s), V520
y ademas,

(1= A)Jlta) = (1 — N supfsta — 9(s) : 5 > 0} > (1= \)(sta — 9(s)), V5> 0.
De las tltimas dos desigualdades, tenemos
s(At1 + (1= Nt2) — () = Alsts — ¢(s)) + (1 = A)(st2 = @(s)) < Mp(t1) + (1 = A)(t2)
para todo s > 0. Esto significa que A\)(t1) + (1 — )t (¢2) es una cota superior del conjunto
{s(M1+ (1 = N)t2) = p(s) : 5 > 0},

entonces

YAt + (1= Mt2)) < Mp(tr) + (1 = M(t2),
y asi ¢ es convexa. O

Teorema 2.11 (Desigualdad de Young). Sea v la funcion complementaria de ¢. Entonces

ts < p(s) +1(t)

donde t,s € [0, 400).
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Demostracion. Sean t, s € [0,400). Entonces
Y(t) =sup{st —¢(s) : s >0} > st —p(s), Vs>0,
Luego

Y(t) + p(s) > st,

y asi se completa la demostracion. O

Para mas detalles sobre funciones de Young, ver [16].

3. Los espacios de Orlicz-Lorentz L, y un subespacio parti-

cular A,

Una vez estudiados los conceptos de distribucién, reordenamiento decreciente, funciéon maximal y
funciones de Young, estamos listos para definir los espacios de Orlicz-Lorentz. El lector interesado

puede encontrar informacién relacionada en [15].

Recordemos que un peso w es una funcién no negativa, localmente integrable sobre R, que toma
valores en (0,00) casi en todas partes. De esta manera, un peso puede tomar los valores cero o

infinito s6lo sobre un conjunto Lebesgue medible de medida cero.

Definicién 3.1. Sean ¢ una funcion de Young y w un peso. Se define el espacio de Orlicz-Lorentz

CON PESO W COMO

Ly = {f : X — C medibles :/@(af*(t))w(t) dt < oo, para algin o > 0} . (3.1)
0

Note que si tomamos ¢(x) = 2P (p > 1) y w = 1, obtenemos
Lyrq1 =1 f:X — C medibles :/(af*(t))p dt < oo, para algiun o > 0}
0
f: X — C medibles : o /[f*(t)]p dt < oo, para algtn o > 0}
0

:{f:X—>(Cmedibles:ap/ |f|P du < oo, para algfma>0}
X
{f:X—>(Cmedibles:/|f|pdu<oo,}
X
L
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Es decir, los espacios de Orlicz-Lorentz generalizan los espacios clasicos de Lebesgue L,. Para
més informaciéon sobre espacios de Orlicz-Lorentz, invitamos al lector a consultar las referencias

[9,11,12,14,19).

Estudiaremos un subespacio particular A, ., de Ly ., €l cual se obtiene al reemplazar en (3.1), el

reordenamiento decreciente f* por la funciéon maximal f**. Esto da origen a la siguiente definicion.

Definicién 3.2. Sean ¢ una funcion de Young y w un peso. Se define el espacio A, ., como
Apw = {f : X — C medibles :/(p(ozf**(t))w(t) dt < oo, para algin o > 0} . (3.2)
0

Empezamos por demostrar que A, ., C Ly, En efecto, como f* < f**, para o > 0 tenemos
af*(t) < af**(t). Aplicando ¢ (que es creciente) a cada lado de la desigualdad y multiplicando
por el peso w, obtenemos p(af*(t))w(t) < p(af**(t))w(t). Por ultimo, integramos de 0 a oo, y

obtenemos

/ " plaf* ()w(t) dt < / " ol Ol d,
0 0
de donde Ay C Ly w-

Observacion 3.3. La inclusion Ay C Ly, es estricta. En efecto, dado el espacio de medida
(X, A, ), consideremos f : X — C dada por f(x) = xa(x), donde A € A es tal que u(A) < oo.

Dado que x7%(s) = X[o,u(a))(5), tomando o(z) =z, w =1y a =1, obtenemos

/0 " o (af (1)) wit) dt = / T oy () dt = p(A) < .

Por lo tanto f € Ly 1. Sin embargo, observe que

1 1

t t
0 =1 [ a6 ds =3 [ xioua(s) ds =
0 0

Luego, para o > 0, tenemos

/Oooso(af**(t))w(t)dt:/Oooozf**(t)dt:al/O#(A)dH/:)u(tA)dt] _

Lo anterior implica que f ¢ Ay 1.

El resultado principal de esta seccién consiste en demostrar que A, posee una estructura de
espacio vectorial normado completo. Este resultado es precisamente el contenido del siguiente

teorema.
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Teorema 3.4. A, equipado con la norma de Luzemburg

s, =int {e >0 [ (F ) uar <1} e 0.50)

€
es un espacio de Banach.

En la demostracion de este teorema usaremos el siguiente lema.

Lema 3.5. Sea {fn}nen una sucesion en A, ... Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
(a) lim,, o ||fn||A<p,w =0;
(b) Para todo o > 0, limsup,,_,. [o~ @(afi*(t))w(t)dt < 1;

(¢) Para todo o> 0, limy, o0 [5° @(afp* (t))w(t) dt = 0.

Demostracion. La equivalencia (a) <= (b) es consecuencia directa de la definicion de ||-[s,, - La

implicaciéon (¢) = (b) es inmediata. Como ¢ es convexa y p(0) =0 paratodot >0y 0 <e <1,

tenemos
t t
p(t)=¢ ((1 —€)0+ 55) < (1 —¢e)p(0) +ep <€> ,
esto es
t
w(ﬂéw(g) t>0, 0<e<l
De donde se sigue facilmente que (b)) = (c). O

Demostracion del Teorema 3.4. Demostremos, en primer lugar, que A, ., es un espacio vectorial.

Para ello, sean f,g € A, .. Entonces existen constantes A1, A2 > 0 tales que

/0 PO (O)w(t) dt < ooy / (g™ (1) )w(t) df < oo,
Dado que (f 4+ g)** < f** 4 ¢**, tenemos

kok *k ok *kk L

(f+9)™ () _ [™(6) + 9™ () e
1 1 — 1 1 1 1 1 1 1
pYEREb v Nt Sl vl Pl vl v
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Dado que ¢ es no decreciente y convexa, de la desigualdad anterior obtenemos

v{“wavéw<ﬁifﬂw+l& ww>

A A2

Multiplicando por el peso w(t) e integrando,

/0 ‘P<H> w(t)dt < AlJFM/O M (0)w(t) dt

M
A1+ A

/O ~ oag™ ()w(t) dt < co.

Por lo tanto f 4+ g € Ay 4.

Ahora veamos que para cualquier escalar o, af € Ay si f € Ay . Existe A > 0 tal que

/0 T O () () dt < .

Para verificar que af € Ay, 4, tome ¢ = ﬁ (el caso a = 0 es trivial). Asi

[ e (ienm @) wd= [ "o (Zlalr@ ) utd= [ o0 @) dr <.

|atf 0
Luego af € Ay .

A continuacion demostraremos que || - ||a, ., es, efectivamente, una norma sobre A, ..

ew

Si f =0 p-c.t.p., entonces f*(s) =0 para todo s y asi f**(t) = %fooo 0ds = 0. Por lo tanto

||f|AWUzinf{e>0:/Ooocp<f*;(t)>w(t)dt§1}zl’nf{8>0:/ooo<p(g> w(t)dtgl}
:inf{s>0:/ooo<p(0)w(t)dt§1}:inf{5>0:/0000~w(t)dt§1}

—if{e>0:0<1}=0.

Reciprocamente, supongamos que | f||a, , = 0, entonces fooo %) (@) w(t) dt < 1 para cualquier

o w
€ > 0 y esto seria contradictorio si f # 0 p-c.t.p. Veamoslo.

Si{z € X :|f(x)| > ¢} tiene medida positiva para algin £ > 0, tenemos | f(x)| > € implica f*(s) >
€, integrando de 0 a t en ambos miembros de esta desigualdad, obtenemos f(f f*(s)ds > fg eds = et,

de donde 1 fot f*(s)ds > €. Es decir, f**(t) > e. Aplicando ¢ (la cual es creciente) en ambos lados
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de esta desigualdad multiplicando por el peso w, e integrando, llegamos a fooo ([ (t)w(t)dt >
J5" e(e)w(t) dt, entonces

12/0 @(f**(t))w(t)dt>f;(?/o w(t) dt = oo.

Lo cual es contradictorio. Por lo tanto || f[|s, , = 0 implica f = 0 p-c.t.p.

Ahora demostraremos que ||[Af]/a

|Alf**(t), tenemos

= [Mflla,.., para cualquier A € C. Dado que (A\f)*™(t) =

e w

oo A **
||Af||Aw:fnf{g>o;/ @( /) >w }
0
fIlf{€>0:/ (|>\|f )w dt<1}
0
PN N f-
=infde>0: cp - w(t)dt <1,.
0 IAT
Tomando o = ﬁ, obtenemos € = a|\|, luego
oo *k t
IAfllAg.w = inf{aI/\I >0: / o (f a( )) w(t)dt < 1}
0

_ |/\inf{a>0:/ooogp(f*;(t))w(t)dté 1}

= Al llag, .-

Verificaremos ahora la desigualdad triangular. Dado que (f + ¢)**(t) < f**(¢) + ¢**(t), tenemos

(f o)™ (M) _ [0 +g™ )
[+ T9lame ~ T Tann + ol

B N ) lolrn. g™

[T+ ol T Tan " 1T+ DT, ToTns

Por desigualdad anterior y dado que ¢ es no decreciente y convexa obtenemos

( (f+g9) (@) >< < ([ (@) 19114, 9**@‘))

[ llag. +19llag [ lapw F 0908w 1FlIA 0 1A A + lgllag . llglia

- 1 11Ap.w f(@) lglla,.. g ()
= () + © .
[ llagw +l19lagw ™ N llAg,w [fllag,w + 19llag.w ™ \glla,..
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Multiplicando por el peso w(t) e integrando,
oo 3k k t
[ (Y
0 1A + lgllag.

T S (fww)w ] ol . w (fmw)w )
SwAwﬁwwmwﬂ a\rie (ﬂt+thﬁﬁmel ? ol ) w0t

<1 <1
1l P
S PSS 7 RN 3 PO T T

Concluimos que € = || f||a,.,, + llglla,., es una constante para la cual

- (f+9)*(t)
/0 7 <||f||A%w + ||g||AM) w(t)dt < 1.

Por lo tanto

If+9glla,. = inf{s >0 :/O © <(f+g)**(t)) w(t)dt < 1} <N fllag. + lgllag..-

€

Y se verifica la desigualdad triangular.

Por tltimo, demostraremos la completitud del espacio. Sea {f,}nen una sucesion de Cauchy en
3 1

g
<+m
£ n
o (%)

||fn - meAcp,w <E.

Ay w. Escojamos € > 0 tal que paran,m € Ny e > 0,kg > 0. Para este € existe

ng € N tal que

Si n,m > ng. Por la definicion de la norma de Luxemburg podemos escoger kg > 0 de manera que

Sea E={zx € X :|fn(x) — fm(z)| > €}, entonces

k0<5y

exe(2) < |[fu(z) = fm(2)]-

Y asi ex}(s) < (fn — fm)*(s) implica

t t
et [xewas <3 [ (= s

es decir

exE (t) < (fn — fi)™" (1),

de donde
Ex*E*(t) < (frn = fm)™*(t)
ko — ko ’
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Aplicando ¢ que es no decreciente y multiplicando por el peso w que es no negativo, obtenemos
€ xx fn B fm Tt
o (Sxi )l <o (L= dmZO)
k‘o kO
o [e’e) = fm *% t
N / o (S ) ) wit)dt < / o (Y= IO oy ar. (3.3)
0 k‘o 0 kO

Ahora, dado que

Tenemos que

. p(E)
X7 (t) = X(0,u(m))(t) + TX[M(E),OO)(t)-

Asi que

c\
8
S
7 N
E )
>0
S
=
S~
g
=
QU
~
I

OO@ ki X(O-,u(E))(t)+@X[u(ff),w)(t) w(t) dt
f G

-/ " (5)wtyar+ / :) ¢ (2 ue)-3)uar

Reemplazando esta ultima igualdad en (3.3), obtenemos

/ " () wttyar+ / Z) o (2 oue) 3 uwars [~ (L0 u 0
— [ (£) s [~ (Y20 ui an

Entonces

— 5/0Df"f""(5) w(t)di < —= /Ooo<p (Un_f’")(t)> w(t) dt

Dy fime)
— : / w(t) dt <
0

~ D —fm(e)
= ¢ lim w(t) = 0.
n,m—oco J
Como w > 0, debe tenerse que 1imy, o0 Dy, —,.(€) = 0, es decir {f,}nen es una sucesion de
Cauchy en medida, esto implica que existe una subsucesion {fy, }reny que converge en casi todo

punto a una funcién medible f, esto es, f,, — f p-c.t.p.
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Sea a > 0. Por el Lema 3.5 existe un entero suficientemente grande n(«) tal que

[ et = @y u <1, mnz ate)

Por el lema de Fatou, esto conduce a

/OO o (alfn = f)7 () w(t) dt < h'minf/oo @ (a(fn = fm)™ (1) w(t) dt <1
0 0

V'm > n(a). Asi f, — f pertenece a Ay ,,. Como f,, € Ay ., entonces f € Ay .

Ademas, como limsup,, . [o° ¢ (a(fm — ) () w(t)dt <1 para todo « >0, tenemos

lim,, 00 || frn — flla,.., = 0. Esto demuestra que A, ., es completo. O

4. Operador multiplicacion en el espacio A,

La ultima seccién de este articulo trata sobre el estudio de un tipo especial de operador, llamado
operador multiplicacion, el cual transforma cualquier funciéon f € A, 4, en la funcion u - f € Ay, 4,

donde (u- f)(x) := u(x) - f(x) representa el producto usual de funciones.

Para una revisiéon méas detallada del operador de multiplicacion en diferentes tipos de espacios, se

pueden consultar, entre otras, las referencias [1,3,4,8,13,17,18].

Definicién 4.1. Sea F(X) un espacio de funciones definidas sobre un conjunto no vacio X. Sea

u: X — C una funcidn tal que u - f € F(X) para cualquier f € F(X).

La transformacion f — w - f definida sobre F' se denota por M,. En el caso en que F(X) sea un

espacio topoldgico y M,, sea continua, lo llamaremos el operador multiplicacion inducido por u.

Los operadores multiplicaciéon generalizan la nociéon de operador dado por una matriz diagonal.
Precisamente, uno de los resultados de la teoria de operadores es un teorema espectral, que afirma
que todo operador auto-adjunto definido sobre un espacio de Hilbert es unitariamente equivalente

a un operador multiplicacién sobre un espacio Lo.

Para un estudio sistemético de los operadores multiplicacién definidos en diferentes espacios véase
[1,3,4,13,17).
4.1. Inyectividad y acotacién de M,

En general, los operadores multiplicacién sobre espacios de medida no son inyectivos. Por ejemplo,

sea (X, A, u) un espacio de medida y

A= X ~supp(u) ={z € X : u(x) = 0}.
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Siu(A) #0y f = xa, entonces para cualquier z € X tenemos f(z)u(z) = 0 lo cual implica que
M., (f) =0, asi ker(M,,) # {0} y por lo tanto M, no es inyectivo.

Por contrapositiva, tenemos que si M, es inyectivo, entonces u(X ~ supp(u)) = 0. Por otro lado,
si u(X ~ supp(u)) = 0y p es una medida completa, entonces M, (f) = 0 implica f(x)u(z) =0
para todo z € X, luego {z € X : f(x) # 0} C X ~ supp(u) y asi f = 0 p-c.t.p. en X. Luego, si

w(X N supp(u)) =0 y p es una medida completa, entonces M, es inyectivo.

A continuacion definimos un conjunto sobre el cual M, es inyectivo.

Definicion 4.2. Se define el conjunto A, ., (suppu) mediante

Aap,w(supp u) = {fXSllppu : f € Ac,a,w}-
Es decir, los elementos de Ay (suppu) son funciones de A, ., restringidas al soporte de w.

Proposicion 4.3. M, es inyectivo en Y = A, , (Supp u).

Demostracion. Sea Y = Ay p(suppu) = {fXeuppu : f € Apw}. Luego, si M,(f) = 0 con f =
Fxsuppu € Y, entonces f(x)xsuppu(®)u(z) = 0 para todo x € X y asi f(z)u(x) = 0 para todo
x € supp(u), de donde f(x) = 0 para todo x € supp(u), con lo cual f()Xsuppu(z)(®) = 0 para

todo z € X. Asi, f = 0, lo cual completa la demostracién. O

A continuacion, se caracteriza la acotacion del operador M, en términos de la acotacion de la

funcion wu.

Teorema 4.4. La transformacion lineal M, : f — w - f definida sobre el subespacio A, . es

acotada si y solo si u es esencialmente acotada. Ademds,
[Mul = fJulloo-

Demostracion. Sea u € Loo (), note que |[(uf)(z)| < ||ulloolf ()|, ast

(o |(wf)(@)| > A} C {z : ullool ()] > A} = {x (@) > *},

[l

entonces

Dyuf(X) < Dy <A>

[[floo

y asi

{A>0:Df(A)<5}C{)\>0:Duf(>\)<s}.

[l
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De esto obtenemos

mf{A > 0:D,r(\) <s} < fnf{)\ >0:Dy ()\> < s}

]| oo
< inf{aluljsc > 0: Dy¢(a) < s}

= ||luljoo mf{a > 0: Ds(cr) < s}.
Luego
(uf)*(s) < llulloo f*(s)-

Integrando desde 0 hasta ¢ y multiplicando por %, obtenemos

%/0 (uf)*(s)ds < %/O ]| oo f*(5) ds.

Es decir

(uf)™ (1) < [lufloe f* ().

Dividiendo por ||u|lsol| f]lA, ., S€ tiene que

@, w

(@f)™(t)  _ ulof™@) _ f@)

lullooll Mg, = lullsollfllay. — Ifla,."

Dado que ¢ es no decreciente y el peso w es no negativo, de la dltima desigualdad obtenemos

/Om¢<M)w(t)dt§/omw(m)w(t)dtgl.

De esta manera uf € A ademés,

©yw»
M fllag.. < llullsollfllag..- (4.1)

Reciprocamente, supongamos que M, es un operador acotado. Si v no es una funcién esencialmente
acotada, entonces para todo n € N el conjunto E,, = {r € X : |u(x)| > n} tiene medida positiva.

Ahora, sabemos que

XE, (8) = Xo,u(E,)(5)

y note que

{z :nxg, () > A} C{z: |uxg, (z)| > A},

entonces

DnXEn ()‘) S DuXEn ()‘)a
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de aqui obtenemos

{(A>0: Dy, (A) <5} C{A>0:Dpyp (N) < s}

Asi
mf{A > 0: Dpyp (A) < s} <If{A>0: Dy (A) < s}

Es decir,

(uxz,)"(s) = n(xe,)"(s)-

Integrando desde 0 hasta ¢ y multiplicando por %

7/0 (uxg, )*(s)ds > 2/0 n(xg, )" (s)ds.

t

Esto significa que

(uxe,) ™ () > n(xe, )™ ).

De aqui obtenemos

[ (0 s> [T (00 s

y asi

E>0: OO(p (uxe, )" (1) wt)dt <1y Ck>0: OO(p (e, )™ () w(t)dt <1},
oo [Co (B )woasf e {eso: [ (SR )voa <1}

luego

inf{k>0:/000<p<w>w(t)dt§1 <

esto significa que

[Muxz,lap.. = nlXE, Ao, .
lo cual contradice la acotaciéon de M,,. Luego u debe ser esencialmente acotada.

Ahora, evidentemente, de (4.1) obtenemos
M| < ]| oo (4.2)
Dado € > 0, sea E = {z € X : |u(z)| > ||ul|c — €} (observe que u(E) > 0), entonces

{r e X ([lullo —)xm(z) > A} S {2 € X : Juxe(z)| > A},
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es decir

D(jufjse—2)xe (A) < Duyi(N)

y asi

{A>0:Duy,(A) <5} C{A>0:Dy < s},

ulloo =&)X E

de esto obtenemos
fnf{)\ >0: D(HUHoc*E)XE < S} < inf{)\ >0: DUXE ()\) < S}.
Luego
(uxe)*(s) = (lulls —€)(xE)"(s),

integrando desde 0 hasta ¢ y multiplicando por % obtenemos

3 [ ey s = 4 [l =2)0c) () s

t

es decir
(uxe)™ (t) 2 ([ulleo —)(xE)™ (1),

entonces

[ (e (o

lo cual implica que

[(lulloe = e)xEllA, W < IMuxpllr, .

de aqui
(lulloe = O)llxBllA,.. < [Muxslla,..,

asi
MuxElA, .,

HUHOO —e<
IxEllAg.

lo cual implica que

|My|l > ||u|lec —€, para todo e > 0.

De la arbitrariedad de ¢, se deduce

[ Ml = fulloo-

En conclusién

Ml = llulloo- B
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4.2. Rango cerrado de M,

En esta seccion, caracterizaremos los casos en los cuales M, tiene rango cerrado. Iniciamos con un

resultado del analisis funcional.

Teorema 4.5. Sea T : X — Y wun operador acotado, en donde X y Y son espacios de Banach.

Entonces T es acotado inferiormente si y sélo si T es inyectivo y tiene rango cerrado.

Una demostracion del Teorema 4.5 se puede encontrar en [2].

Corolario 4.6. M, : A, ., (suppu) — Ay (supp u) tiene rango cerrado si y solo si M, es acotado

inferiormente sobre A, ., (Supp u).

Este resultado es claro dado que M, es inyectivo en Ay, ,,(supp u). Ademas, si u # 0 p-c.t.p. en X,

siendo p una medida completa, entonces se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.7. Si u # 0 p-c.t.p. en X y pu es una medida completa, entonces
My Ap (X, A u) = Ay (X, A, u)
tiene rango cerrado si y sdlo si M, es acotado inferiormente sobre Ay (X, A, u).

Teorema 4.8. M, : A, .,(suppu) — Ay (supp u) tiene rango cerrado si y sdlo si existe § > 0 tal

que lu(z)| > & p-c.t.p. sobre supp p.

Demostracion. Si existe 6 > 0 tal que |u(z)| > ¢ p-c.t.p. sobre supp(u), entonces para f € Ay ¥y

t > 0 tenemos

{LL’ : |5szupp(u) (117)| > )‘} c {{B : |quSupp(u) (l‘)‘ > )‘}

y asi
Dészupp(u) (A) S Dqusupp(u) ()\)’

entonces

{A >0: Dqusupp(u)(A) S 3} g {A >0: D(Sfxsupp(u)(A) S 3}7

de aqui obtenemos
mf{N > 0: Dsgy, oA <8} <f{A>0: Dypy, o) (A) < s}

luego

(qusupp(u))*(s) > 6(szupp(u))*(s)7
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1

integrando desde 0 hasta ¢ y multiplicando por £,

I . I .
E/O (qusupp(u)) (S) ds > 2/0 5(szupp(u)) (S> d87

es decir

(qusupp(u))**(t) > 6(szupp(u))**(t)a

entonces se tiene que

{k >0 /OOOSD ((fosuP?u))**(t)) w(t) dt < 1} c
{k>0:/OOO@<(5JCXsupI];(U))**(t))w(t)dt<1}.

Asi

inf < k : h ® (Of Xoupp(u w(t)dt <1 <
f{ >0 /0 ( ofx k( ))**(t)> }

lo cual significa que

||5szupp(u)||A¢,w < ||MUszupp(u)HA¢,wﬂ

luego
||MquSupp(u) ||Ay,,w > 5||szupp(u) ‘|A¢,w .
Por lo tanto M, tiene rango cerrado.

Reciprocamente, supongamos que M, tiene rango cerrado sobre A, ,(supp(u)). Dado que M, :
A w(supp(u)) = Ay w(supp(u)) es inyectivo, entonces M, es acotado inferiormente, luego existe

e > 0 tal que
[Muflla,.. = ellflla,..

para toda f € Ay, (supp(u)). Sea E = {z € supp(u) : |u(z)| < /2}.
Si u(E) > 0, podemos hallar un conjunto medible F' C E tal que xr € Ay (supp(u)). Entonces

€
{z :Juxr| > A} C {:17: bxp‘ > )\}

y asi

DMXF ()‘) < D%XF (>‘)7
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de esto obtenemos

{A>0:D:y,(A) <8} C{A>0: Dy (V) < 53,

entonces
mf{A > 0: Dyyp(A) < s} <inf{A>0: D¢, (\) < s},

esto es

(wxr)*(s) < (Sxr) (5)

integrando desde 0 hasta ¢ y multiplicando por %, obtenemos

: / (uxe)*(s)ds < : / t (5xr) )5,

es decir

(wxr) () < (5xr) " @)

Por lo tanto

Ml =iut {e > 0: 7o (YD) iy ar <)

Sinf{€>0:/0mg0<(§XF€)**(t)> w(t)dt < 1} _ H%XF‘

lo cual es contradictorio. Asi que p(F) = 0. Esto completa la demostracion. O

= S lxel
Apw 2 XF Ay, w

Corolario 4.9. Si yu # 0 p-c.t.p. en X y u es una medida completa, entonces M, tiene rango

cerrado sobre Ay (X, A, ) si y solo si existe 6 > 0 tal que |u(x)| > 6 p-c.t.p. en X.

Demostracion. El resultado se d4 como consecuencia de que

Aso,w (X, A, p) = Aso,w (suppu). O

4.3. Invertibilidad de M,

En esta seccion, caracterizaremos la invertibilidad de M, en términos de la invertibilidad de u (en

el sentido multiplicativo). Iniciamos con el siguiente resultado.

Teorema 4.10. El conjunto de todos los operadores multiplicacion sobre A, ., es una subdlgebra
mazimal abeliana del conjunto B(Ay ), el dlgebra de todos los operadores lineales acotados sobre

Ap -
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Demostracion. Sea

H={M,:u€ Ly}

y considere el operador multiplicacién
M, M, = Mu'Ua

donde M,, M, € H. Verifiquemos que ésta es un algebra de Banach. Sean u,v € L, entonces
u] < lulleo ¥ [v] < [|0]| oo, Tuego

[uvfloo < ltulloo|[0]]cos

esto implica que el producto es una operacion cerrada, ademés como el producto usual de funciones
es asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma y al producto por escalar, concluimos
que H es una subélgebra de B(A ). Ahora, vamos a verificar que es una subélgebra maximal, es
decir, dado N € B(Ay ), si N conmuta con H, debemos demostrar que N € H. Consideremos la
funcion unitaria e : X — C definida por e(z) = 1 para todo € X. Sea N € B(A,,,) un operador

que conmuta con H y sea xp la funciéon caracteristica de un conjunto medible E. Entonces
N(xp) = N[My(e)] = My [N(e)] = xz - N(e) = N(e) - xp = Muw - X,

donde w = N(e). De manera similar

N(s) = M,(s) (4.3)

para cualquier funcién simple.

Ahora, verificaremos que w € Ly,. Por contradicciéon, supongamos que w ¢ Lo, entonces el

conjunto

E,={ze X :|w(x)|>n}
tiene medida positiva para cada n € N. Note que
My (xe,)(z) = wxe, (z) = nxE, (z)

para todo x € X. Por la monotonicidad de la funcién distribucién tenemos que

n

A
DwXEn()‘) Z DXEn <) .

De aqui
{A>0: Dyyy, (A) <s} C {)\>O:DXEn (/\) gs}.

n
Entonces
A
inf{)\>0:DXE <) <s
AN

<If{A > 0: Dy, (A) < s}

—
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Tomando o = %, obtenemos

lwxE, Ay = 7lXE,[Ap.0

como x g es una funcién simple, por (4.3) tenemos

My(xe,) = N(xE,)-

Asi que

IN(xe) A, W = nlixe, la,..-
Entonces N es un operador no acotado. Esto contradice el hecho que N es acotado.
Por lo tanto w € Lo, y por el Teorema 4.4 M,, es acotado.

Ahora, dada f € A existe una sucesion no decreciente {s,}nen de funciones simples medibles

W

tal que lim,, o0 8, = f y por (4.3) tenemos
N(f) = N(lim s, ) = lim N(s,) = lim M, (s,) = M, (lim s,,) = M, (f).

Luego N(f) = M, (f) para toda f € A, ., y asi concluimos que N € H. O

Corolario 4.11. El operador multiplicacion es invertible sobre B(Ay ) si y sdlo si u es invertible

sobre L.

Demostracion. Supongamos que M, es invertible. Entonces existe N € B(A, ) tal que
M, N=N-M,=1 (4.4)

donde I representa el operador identidad. Verifiquemos que N conmuta con H.

Sea M,, € H, entonces
M, - M, = M, - M,. (4.5)

Aplicando N a (4.4) y por (4.5) obtenemos

N-My,-M, - N=N-M,-M,-N,
N-My-I=1-M,-N,
N'Mw:Mw'Na

y asi concluimos que N conmuta con H. Por el Teorema 4.10 N € H, entonces existe g € L, tal
que N = My, asi
M, -Mg=Mg-M, =1,
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esto implica que ug = gu = 1 p-c.t.p., lo cual significa que u es invertible sobre L.

Por otro lado, supongamos que u es invertible sobre L, es decir, % € L, entonces

M, M. =M

1
u

gl

M, =My, =M =1,

lo cual significa que M, es invertible sobre B(Ay ). O

4.4. Compacidad de M,

Para finalizar este articulo, caracterizaremos la compacidad del operador M,,. La siguiente defini-

cién y el lema subsecuente, tendran un papel importante en los resultados posteriores.

Definicion 4.12. Sea T : X — X un operador. Un subespacio V de X se dice invariante bajo T
(o simplemente T-invariante) si

T(V)CV.

Lema 4.13. Sea T : X — X wun operador. Si T es compacto y M es un subespacio cerrado

T-invariante de X, entonces T |ps es compacto.

Demostracion. Sea {x, }nen una subsucesion de M C X. Entonces {z, }nen C X, asi que existe

una subsucesion {z,, }ren de {@n, }nen tal que T'(x,, ) converge in X, pero T(z,,) C T(M) pues

{Zn, Yren € M. Entonces T'(z,, ) converge en T(M) C M = M. Asi T(x,, ) converge en M, luego

T |p es compacto. O

Teorema 4.14. Sea M, un operador compacto. Para € > 0 defina

Ac(u) ={z € X : |u(z)| > e},

AW’W(AE(U’)) = {fXAE(u) : f € Aga,w}~

Entonces Ay (Az(u)) es un subespacio cerrado invariante de Ay ., bajo M,,. Ademds
M|, w(ac )
es un operador compacto.

Demostracion. Sean h,s € Ay, (Ac(u)) y o, € R. Entonces h = fxa_u) ¥ 5 = gXa.(u) donde
fr9 € Ay asi

ah + Bs = a(fxa. ) + B(9xA. ) = (@f +B9)XA. () € Mpw(Ac(u)),
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lo cual significa que Ay, . (A:(u)) es un subespacio A, ..

Ahora, para todo h € Ay (A:(u)) tenemos

Myh = uh = u(fxa.w) = Wf)Xxa. (),

donde uf € A, .. Por consiguiente M, € A, ,(A:(u)), lo cual significa que Ay ,(Ac(u)) es un

subespacio invariante de A, , bajo M,,.

Ahora, verificaremos que Ay (A< (u)) es un conjunto cerrado. En efecto, sea g en la clausura de

Ay w(Ae(u)), entonces existe una sucesion {gn fnen en Ay ., (Ac(u)) tal que

gn = gen Ay .

Debemos demostrar que g pertenece a Ay, (A< (u)). Note que

9= gXA.(u) T IXAe(u)-

Demostraremos que gx ac(,) = 0. Para esto, dado 1 > 0 existe ng € N tal que
IXAg(u)

l9xag(llag.. =119 = gno + gno)xazlla,.. =19 = gno)xacwllag. <9 =gnlla,. <er:

Asi, gXac(uy) = 0 lo cual significa que g = gxa, (u), es decir, g € Ay w(Ac(u)). Finalmente por el

Lema 4.13, tenemos que

My | Mg w(Ac(u)) >
es un operador compacto. Con esto termina la demostracion. O

Teorema 4.15. Sea M, € B(Ay,.). Entonces M, es compacto si y solo si Ay, .(Az(u)) es de

dimension finita para todo € > 0.

Demostracion. Si |u(x)| > €, observe que

lufxa. (@) = efxa. (@)

y asi
{2 efxaw(@) > N} € o+ Jufxao(@)] > A,
luego
DsfoE(m ()\) < DufoE«u)()\)v
entonces

A>0: Dupya AN <8} C{A>0: Depyy (o) (A) < s}
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de aqui obtenemos
mf{A>0: Degy, () (A) <8} <If{A>0: Dupy, (A < s},
es decir

(efXA.w)(8) < (ufxa.(w) (5),

integrando de 0 a ¢t y multiplicando por % obtenemos

t t
t [ ey @< [

O sea

<€fXAE(u))**(t) < (quAE(u))**(t)a

multiplicando la anterior desigualdad por % > 0,

(efxac)™ (@) - (wfxa.)™()
k - k '

Dado que ¢ es no decreciente y el peso w es una funcién no negativa, esto conduce a

¢ ((efxa.w)™ @) wt) < ¢ (wfxa.w)™ () w(t).

Integrando la anterior desigualdad de 0 a oo,

| e (Crnwr @) wwis [ (@h,w)™©) w
0 0

Entonces

{k>0:/ooogo<w>w(t)dt<l}c

Por lo tanto

inf{k>0:/ooo<p<w>w(t)dt§1}g
fnf{k>0:/oooap(w>w(t)dt§1}.

IMufxa.wllag.. = ellfxallag .- (4.6)

Y asi
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Ahora, si M, es un operador compacto, entonces Ay, ,(A-(u)) es un subespacio cerrado invariante

de A, bajo M, y por el Lema 4.13

My | Ay (Au(u))

es un operador compacto. Entonces por (4.6) M, |A%w(,45(u)) tiene rango cerrado en Ay, (Ac(u))

y ademas es invertible, siendo compacto A, ., (As(w)) tiene dimension finita.

Reciprocamente, supongamos que Ay (A< (u)) es de dimension finita para cada € > 0. En particu-
lar, para cada n, Ay . (A; (u)) es de dimension finita, entonces para cada n, definamos u,, : X — C

como

u(x) if |lu(x)| >
oy ) )] 2

3= 3=

0 if Ju(z)| <

Entonces tenemos que

((n = ) - ) () < Nlun = ulloc (), V5> 0.

1

7, obtenemos

Integrando desde 0 hasta ¢ y multiplicando por

1

7 /Ot((un —u)- f)*(s)ds < 1/(: [l — ulloo f*(s)ds, ¥V s>0,

es decir

((un —w) - )7 (1) < Jlun — ufloo f7(2)-

Multiplicando por % con € > 0 tenemos

((up —u) - )™ (@) _ [lun = ulloof (1)

9 9

Como ¢ es no decreciente y el peso w es no negativo, lo anterior conduce a

/O°° . <((un - uz f>**(f)) w(t) dt < /OOO ¢ ('“” - u!‘x’f**(t)> w(t) dt.

Entonces

{€>O:/Ooogo(”u"_USOOf**(t)>w(t)dt§ 1} c
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Por lo tanto

fnf {s >0: /OOO ¢ <((“" —w) f)**(t)) w(t) dt

IN

<

|
/O"@ (Iun —ullocf**(t)> w(t) dt < 1}.

0 &

1
€

inf {5 >0
Consecuentemente
1
1Mo f = Mufllag.. < llun = ullooll fllag. < ~lFla,..,

lo cual implica que M, converge a M, uniformemente. Como A, ., (A:(u)) es de dimension finita,
entonces M, es un operador de rango finito. Luego, M,,, es un operador compacto y asi M, es

un operador compacto. O
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