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ABSTRACT
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1. Introduction

El diseno de modelos matematicos de biorreactores y el anélisis de su dindmica es actualmente
una herramienta casi indispensable a nivel de investigacién industrial avanzada. El desarrollo de
la biotecnologia asi lo requiere. Disponer de la dualidad biorreactor - modelo puede facilitar las

labores, por ejemplo, relacionadas con la optimizacion y el control de los fenémenos

En la operacionalizacién de quimiostatos y biorreactores pueden surgir discrepancias notables entre
las abundancias observadas (poblacion o sustratos), asi como su variabilidad, y las predicciones

estables de estos tamanos que se deducen de los modelos deterministas.

En este sentido, la literatura ha respondido con explicaciones que se justifican incorporando elemen-
tos de estocasticidad a estos modelos. La comprension de diversos sistemas biologicos (pesquerias,
comunidades ecologicas, etc.) ha mejorado, en términos de realismo, al considerar efectos estocésti-
cos en sus modelos. Se sabe que incorporar estocasticidad puede cambiar radicalmente la dindmica
de un sistema y, por ejemplo, donde un modelo determinista predice solo la persistencia de una
poblacion microbiana, a partir de su analogo estocéastico, se puede inferir una alta probabilidad de

extincion. Ver Imhof & Walcher [11].

Para explicar las fluctuaciones observadas en los experimentos, en torno a los equilibrios estables
no triviales predichos por los modelos, los modeladores dentro de las estrategias deterministas han
incorporado efectos como retardo, entradas periédicas de nutrientes, control por retroalimentacion,
aunque también ha surgido la alternativa de perturbaciones estocésticas, ver Crump & O’Young
[6]. En Xuehui & Yuan [12], se menciona que en el caso de reactores para el tratamiento de aguas
residuales, las fluctuaciones en la concentracion de sustrato y microbios pueden explicarse a partir
de perturbaciones estocéasticas en fuentes externas (luz, temperatura u otras). Sin embargo, también

en algunas perturbaciones internas, propias de los procesos fisicoquimicos o biolégicos subyacentes.

Otra posibilidad que se menciona como causal de la estocasticidad es el incumplimiento de la ley de
los grandes nimeros. Este es el caso cuando las poblaciones microbianas no son lo suficientemente
abundantes. Asi, tenemos modelos que consideran fluctuaciones aleatorias en el tamano de la
poblacion, mas precisamente en los procesos de nacimiento o muerte bacteriana individual, por
ejemplo, la inexistencia de replicaciones celulares o no regularidad en los tiempos de biparticion,

ver Collet et al. [4].

Un biorreactor discontinuo es un biorreactor cerrado, es decir, sin entrada ni salida de agua.
Ademas, en el que debe haber un homogeneizador de la mezcla. En este trabajo nos interesa un
reactor que funcione casi todo el tiempo como uno cerrado, salvo en una secuencia de instantes
en los que se produce un proceso instantaneo de vaciado y llenado de una porcién constante
del volumen del tanque. En estos instantes se produce un salto en las concentraciones tanto del

nutriente como del microorganismo, lo que técnicamente se denomina pulso o impulso.
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En la literatura se ha considerado la incorporacion de pulsos por diferentes motivos y vias. Un
ejemplo es cuando estos instantes de impulso son conocidos de antemano (es decir, predetermina-
dos) y, sin vaciar, se introducen en el sistema cierta cantidad de nutrientes en dichos instantes.
Por ejemplo, en Song & Zhao [17], si el intervalo de tiempo entre la introduccion de nutrientes es
mayor que un cierto umbral (relacionado con la funcién de consumo), se demuestra la extincion

del microorganismo.

En Meng & Gao [14] hay otro ejemplo con uso de tiempos de impulso fijos, en ese modelo se
mezcla un efecto de retardo y una secuencia de instantes de alimentacion. Alli, el sistema considera
un nutriente, una poblaciéon y una funcién de consumo de tipo Monod. En este trabajo se dan
condiciones de umbral para separar, en el espacio de parametros, zona de extinciéon y zona de

persistencia de la poblacion.

En el caso que analizaremos, los tiempos de pulso (de vaciado y llenado) no estan predefinidos y se
determinan en funcién del valor de la variable de estado, mas precisamente cuando la concentracion
poblacional alcanza un limite superior, un maximo permitido. Un caso particular, ya que se trabaja
con una funcion de conversion especifica, lo podemos encontrar en Su & Tian [18], donde se prueba

en un contexto determinista la posibilidad de soluciones periédicas estables.

En este articulo, presentamos y estudiamos un modelo de biorreactor de una sola poblacién y
una recurso tnico. Esto parece muy sencillo, pero es novedoso en cuanto considera, por un lado,
una secuencia de lotes (es decir, con impulsos) y por otro, incorpora el efecto estocéstico como

perturbacién en la funcién de consumo, lo que no es habitual.

De hecho, si consideramos que la poblacién estd compuesta por organismos unicelulares (p. ej.,
bacterias), destacamos que durante el metabolismo celular ocurren en el interior de las células
diversas series de reacciones quimicas (catalizadas por enzimas especificas) que transforman el
nutriente. Como existen factores, como la temperatura y/o el pH, que afectan a las enzimas y su
especificidad, es natural suponer que se crea una fuente de aleatoriedad en la accion enzimética,

va que esté relacionada con los encuentros enzima-producto.

Dado que en el modelo la determinaciéon de los instantes de vaciado-llenado depende del valor de
la variable aleatoria de estado (microorganismo-sustrato), el objetivo principal y los resultados del
articulo estan asociados a la posibilidad de que el biorreactor desarrolle efectivamente, ocupando
un tiempo finito, la secuenciacion del decaimiento de la concentracion del sustrato y su reposicion

(vaciado-llenado).

El articulo se encuentra estructurado para facilitar diferentes niveles de lectura. Para una evalua-
cion expedita del proceso de modelado y sus propiedades dinamicas, basta con consultar la Seccién
2 (donde se presenta el marco tedrico-analitico) y la Seccién 3 (que sintetiza los principales ha-
llazgos sobre el comportamiento del sistema). Por otro lado, quienes requieran profundizar en los

fundamentos matemaéticos de los resultados expuestos, encontraran en la Seccion 4 las demostra-
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ciones de cada teorema y proposicién. La Secciéon 5 incluye algunas conclusiones y observaciones
del trabajo y los aspectos técnicos y herramientas matemaéticas auxiliares requeridas para replicar

el analisis se han compilado en el apéndice.

2. El modelo

Como minimo, un modelo de biorreactor considera una tnica especie de microorganismo que con-
sume un Unico tipo de sustrato, este es nuestro caso. Denotaremos por z(-) y s(-), las funciones
que representan respectivamente medidas (no negativas) de la abundancia de microorganismo y
sustrato a lo largo del tiempo. En la literatura técnica de base biolégica existen diversos modelos
matematicos que explican, en términos cuantitativos, el proceso metabolico en un biorreactor, es
decir, relacionan cuantitativamente estas variables. Los modelos diferenciales temporales continuos,
que se limitan a representar el crecimiento poblacional a partir de una biomasa inicial g como
efecto del consumo gradual de un tnico aporte de sustrato sy, pueden resumirse en la siguiente

ecuacion diferencial:

S = ~Luls(la(t),

(2.1)
() = pls@®)]zt), s(0)=so, z(0) = o,

donde la funcion p[-] representa la tasa de crecimiento en funciéon del sustrato disponible y la

constante y es el factor de conversion del sustrato en biomasa por unidad de tiempo.

El sustrato presente en el bioreactor se mide como masa por unidad de volumen. La biomasa de
microorganismos se mide segtin su tipo y modelo concreto a utilizar. La unidad utilizada no afecta

el modelo, lo que es inmediato de la forma de la ecuacion (2.1).

2.1. Funciéon de conversion de nutrientes en biomasa

La literatura muestra varias formas especificas para la funcion p[-] dependiendo de los atributos
geométricos de su grafico que desee incorporar, ver ver Rene & Sveto [2]. La forma que se considera
mas estandar es u[s] = p*s/(k + s), del tipo Monod [15], que tiene una forma creciente y concava
que se aproxima a un valor maximo p* para valores altos del sustrato y que, para s = k toma el

valor medio de este maximo.

Existen otras posibilidades, pero éstas se definen a tres parametros. Tenemos la de Haldane (8] y

la de Andrews [3], definidas respectivamente.

1 1

el = ¥ el = e o
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que son equivalentes por transformacion de parametros. Su forma gréafica cuando s crece es concava,
unimodal y luego decae asintéticamente a cero. Con una forma completamente similar, pero no

racional, es fiqsn[s] = fm[s] e ~%/%, usada en Aiba, Shode & Nogatani [1].

Con cuatro parametros, tenemos la forma introducida por Webb [19], cuya forma es una alteracion
de ug[], en efecto, pu,[s] = pa[s](1 + Bs/k;). Esta funcion en su forma es como p,[-], pero con

decaimiento asintético al valor 3.

Una muy singular, ya que tiene un dominio [0, sps], pues la concentracion es Han & Leveenspiel

[9], dado por ppi[s] = pm[s](1 — 8/sar), que es cero en los extremos.

En Shukor & Shukor [16] es posible encontrar una lista de otras formas de la funciéon de conversion
de nutrientes en nueva biomasa. Nombres como Teissier [7], Yano & Koga [20], Han & Levenspiel

generalizados [9], Luong [13] y Hinshelwood [10], se mencionan asociados con funciones pu[-].

Todas las funciones de conversiéon de nutrientes-biomasa presentes en este trabajo, comparten la
propiedad de ser funciones continuas y pasar por el origen. Con el fin de cubrir un amplio espectro
de posibilidades se consideran solo estas hipotesis minimas sobre la funcién conversion, es decir;

i [0,00) — [0,00) es una funcion continua tal que 1(0) = 0.

2.2. Ecuacién de llenado y vaciado del biorreactor

La dinadmica del proceso se desarrolla en un biorreactor que contiene una disoluciéon acuosa en
la que hay un sustrato a una concentracion inicial igual a sg (concentracién méxima) y una
poblaciéon de microorganismos, al principio de tamano xg, que metabolizan dicho sustrato. El
proceso se interrumpe cuando la concentracion de sustrato, decreciente por consumo, alcanza un
nivel predeterminado que denotamos por sg (concentracién minima, sg < sg), es decir, en un
instante ¢ > 0 tal que s(t) = sg. En este instante ¢, se extrae una fraccion p del volumen de
la disolucién y se rellena con una nueva disolucién con una concentraciéon de sustrato igual a la
inicial, es decir sg. Al mezclar instantaneamente con la parte residual que queda en el biorreactor,

se genera una nueva concentracion q s(t) + p sg.

Nétese que con este vaciado el nimero de microorganismos se redujo a qx(t), ¢ = 1 —p y en
el proceso de llenado inmediato no cambia esta cantidad. Es esta poblacién la que reiniciaré el

siguiente ciclo del proceso metabdlico.

En Cordova-Lepe et al. [5], se propone un modelo que utiliza un sistema diferencial impulsivo que
representa, como variable de estado continua, la parte metabélica y los procesos de vaciado-llenado

del biorreactor como pulsos que interrumpen esa continuidad. Este modelo es el siguiente
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5() = ——pls(@®)]z(t)
) ) S(t) 7é So,
Bt) = uls(t)]x(t) 22
s(tt) = qs(t) +pse
’ S(t) = So,
z(tT) = qu(t)

con s(0) = sg and x(0) = z¢ > 0.

2.3. El modelo de perturbaciéon estocastica

La funcién metabolizadora puede verse afectada por perturbaciones de variado origen, como las
inevitables variaciones de temperatura y las vibraciones propias del funcionamiento del biorreactor.
En estas circunstancias, la opcién de considerar una perturbaciéon normalizada se presenta como la
més natural, es decir fi(s) = u(s) + oW (t), donde W (t) es un Ruido Blanco y o es una constante

positiva que modula la intensidad del ruido.

Esta opcion, siendo la méas natural presenta el inconveniente que para valores cercanos a cero de
1 o de ruido muy intenso ji podria, eventualmente, tomar valores negativos lo que equivale a la
introduccién de sustrato en el biorreactor, lo que no tiene sentido en el contexto del problema
presentado. Este inconveniente, es propio de la modelacién por ruido blanco, el cual puede tomar
cualquier valor real. En la practica, esta limitacion no afecta el modelamiento para valores pequenos
de o y si existe un valor minimo, estrictamente positivo, para u. Estas condiciones son fijadas con

precision en la ecuacion (3.1).

Asi, sustituyendo fi(s) en la ecuacion (2.1), integrando (en el intervalo [0, ¢]) y utilizando las letras

mayusculas para diferenciar el enfoque estocastico, obtenemos:

1/t o [t
St) = S@f;/o u[S(u)]X(u)du—;/o X (u)W (u)du
(2.3)
X)) = Xo +/O ,u(S(u))X(u)du—l—a/O X (w)W (u)du.

Ahora bien, teniendo en cuenta que, heuristicamente dB(t) = W (t)dt, la propuesta de modelo

estocastico impulsivo, escrito en su forma diferencial, queda:
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1
ds *§{u[5}dt+0d3(t)}X S() 4 5.
dX = {u[S]dt + 0dB(t)} X (2.4)
S(t*t) = ¢S(t) +pSs S(t) =8
X)) = eX() h

con S(0) = S¢ and X (0) = Xy > 0.

3.

Declaracion de los resultados principales

Es posible decir que para el sistema dado en (2.4), bajo la hipotesis de un ruido de amplitud no

demasiado grande, como para aniquilar la dindmica, es decir

o= IZIIEI‘I}{,LL[Z]} >02/2, con J:=[Se,Sal, (3.1)

Se cumplen las siguientes proposiciones:

T,

T,

Ty

Ts

Existencia y unicidad: El proceso tiene solucién tinica en sentido estocéstico y estas existen
en todo el tiempo futuro. Ademés, este proceso limita a los tiempos de vaciado-llenado,

definido por una ley determinista y unidimensional para la dinamica

Finitud de tiempos de espera: La secuencia definida por los tiempos de espera entre

vaciados y llenados consecutivos, es una variable estocastica de esperanza finita.

Cota para los tiempos de espera: El periodo de espera entre la n-ésima y la (n+1)-ésima

accion de vaciado-llenado tiene una esperanza en [k, (8), k, ()], donde

1 ASE
(V) = ——=Ind 1+ — 12254 (3.2)
v—o02/2 q"Xo + qvASS

con ASE = S — Sg y B =méxzes{u[Z]}.

Comportamiento asintético: Los tiempos de espera de los procesos de vaciado-llenado
se estabilizan como una variable aleatoria cuya esperanza se encuentra en el

intervalo [keo (), Koo ()], donde koo (v) = In(1 + 1/q)/[v — 02/2], con v € {a, B}

Estabilidad: Las desviaciones AXy y ASg en términos de los organismos iniciales y del
sustrato de entrada respectivamente, implican una variacién en la abundancia del microor-
ganismo, después del momento de n-ésimo vaciado-llenado ¢"A Xy + ¢yASg. A largo plazo,

este limite se estabilia en ¢yASg, de modo que a medida que transcurre el tiempo no habra
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diferencia entre las abundancias poblacionales si no hay diferencia en las concentraciones

iniciales del sustrato de entrada

En el caso Monod para u, debido a que es una funcion creciente, se tiene que o = p;,[So] vy
B = pm[Se]-
En casos unimodales, como pip,, fiq O flasn, S€ tiene un méximo en algan valor de S = S*. De modo

que, si S* € J, entonces a = pu[Sg] v 8 = u[S*], pero en caso de S* ¢ 7, el valor de a y 8 son

valores de u en los bordes de J, segun el tipo de monotonia p en 7.

Notese que lo observado en este apartado, en principio, no implica que la espera de un siguiente
momento de vaciado-llenado sea acotada, es decir de probabilidad positiva para tiempos de espera

arbitrariamente grandes, pero su probabilidad debe tender a cero al crecer el tiempo de espera.

4. Demostraciéon de los resultados principales

4.1. Demostracion de T,

Como se dijo, cuando el nivel de sustrato en el biorreactor disminuye hasta alcanzar el nivel Sg,
se lleva acabo el proceso de emptying-filling. Notese que a partir del tiempo cero, los momentos de
interseccion con la condicion S(t) = Sg, los llamados tiempos de impulso, forman una secuencia
creciente de instantes que denotaremos por {7, }n,en. De modo que el proceso determinado por
(2.4) induce una dindmica discreta bidimensional {(X,,S,)}nen definida por X, = X(7,7) v
Sn = S(1,1).

De hecho, a partir de la ecuaciéon (2.3), tomando la suma X(-) + vS(-), es posible obtener la

siguiente relacion lineal entre S y X:
X(t)— X =7(Sn — S(t), t€]mn,Tat1], n >0, (4.1)

donde se considera 79 = 0, Sy = Sg.

Dado que S,, = S(7,7), considerando la tercera ecuacion del sistema (2.4), se tiene que S, =

qS(tn) +pSg, de modo que
Sn=qSg +pSg, paratodo n>1. (4.2)

Por tanto, S, es siempre el promedio ponderado entre el valor de concentracion de entrada Sg y

la tolerancia reducida (valor de salida) Sg, ambos parametros fijos.

Asi también se tiene que X,, = X(7;7) = ¢X(7,). Por lo tanto, por (4.1) se obtiene X, 1 =
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a{Xn +7(Sn — S(Tnt1))}. Luego por (4.2) se sigue la recurrencia escalar lineal:
Xn+1 =qX, + quASg, para todo n > 0. (4.3)

Teorema 4.1. Una solucién (X (-),S(+)) de (2.4) es tal que {X (7,7) }nen, satisface (4.4). Entonces
se tiene

X(rF) =q"Xo+vqASE(1 —q¢"), paratodo n>1. (4.4)

Por lo tanto

X(r7) = vqASS, cuando n — oco. (4.5)

Demostracion. Se obtiene por sustituciéon directa de (4.4) sobre si misma, para luego plantear la

conjetura de la soluciéon general y demostrar por induccion. O

Observacion: Puede resultar sorprendente que el resultado asintotico (4.5) del teorema anterior
sea independiente de la funcion u[-] y del factor estocéstico o del modelo. Sin embargo, como se
ver4d mas adelante, la funcion p[] influye en la determinacion de los tiempos de impulso {7, }nen,

donde tiene lugar el proceso de vaciado-llenado.

4.2. Demostracion de T,

En la seccion anterior, mostramos la dindmica de los puntos iniciales de los procesos de vaciado-
llenado del biorreactor, pero esta dindmica presupone que los microorganismos metabolizadores
son capaces de llevar la concentracion de sustrato desde el estado S(7,7) = ¢So + pSg al estado
S(Tnt+1) = S en un tiempo finito (lo que en términos deterministas seria A7, 1= 7,41 — T, < 00) y
para todos los valores de n. Por lo tanto, ahora el objetivo principal sera (a) demostrar la existencia
y unicidad del proceso estocastico (microorganismo-sustrato (2.4)), entre tiempos consecutivos de
vaciado-llenado del biorreactor y (b) la finitud de la expectativa de los tiempos de espera de estos

procesos (esto es E[AT,] < 00).

Notese que la relacion (4.1) dada por (2.4), para t € [0,6], 6 > 0 suficientemente pequeno, el

sistema se puede desacoplar y reducir a la ecuacion estocastica unidimensional:
dX(t) = p[Se — {X (@) — Xo}/v] X(t)dt + e X (¢)dB(t), X(0)= Xp. (4.6)
Notese que la ecuacion (4.6) tiene la forma dada por (5.3), pero con funcion f[-] definida por:
flu] = p[Se — {u—Xo}/7lu, u=0, (4.7)

una funcién continua, ya que es producto y composiciéon de funciones continuas.
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Ademas, dado que flu]/u = p[S]y S € J =[S, Sa], al elegir

a=min{ulZ]} vy B=mix{u2]}, (4.8)

la funcion f[-] satisface la relacion (5.4) con L = oo.

En la Seccion 2.1, se consideraron varias posibilidades (tomadas de la literatura biologica) para la

funcién pu[-], donde todas ellas cumplen con ser funciones positivas, diferenciables y nulas en cero.
Lema 4.2. Consideremos el proceso definido por (4.6) y la condicion a > 02 /2. Entonces, se tiene
que el tiempo de parada definido por

7 =f{t > 0] X(t) > Xo +vASE}, (4.9)

que representa el primer tiempo de vaciado-llenado del biorreactor, es una variable aleatoria de

esperanza finita.

Demostracion. Segin lo planteado para la funcion u[], se tiene que f[-] defnida por (4.7) cumple

con las hipdtesis de la Proposiciéon 5.3. Por lo tanto, se concluye la demostracion. O

Con el Lema 4.2, acabamos de concluir que el tiempo de espera hasta el primer vaciado-llenado
tiene expectativa finita. Ahora, necesitamos analizar la existencia de sucesivos tiempos de espera

para el proceso de vaciado-llenado del biorreactor.

Recordar que {(X, Sn)}nen esta dado por
Xn=¢"Xo+qvASE(1—¢") ¥y S =0Se +pSe.

Procediendo por induccién, supongamos que existe un tiempo de parada n-ésimo. Por lo tanto, el

problema de Cauchy estocastico después del n-ésimo tiempo de vaciado-llenado es:
dX(t) = p[S, —{X({t) = X} /7] X(@)dt + o X (¢)dB(t), t> Tn. (4.10)

Entonces, al cambiar la variable de tiempo 7 = ¢ — 7, con t > 7,, transformara la ecuaciéon (4.10)
en

dY (1) = p[So — {Y (1) — X0}/ Y (7)d7 + oY (7)dB(7), (4.11)

con Y(0T) = ¢" X + ¢y(Xo — X) y donde B(7) es un movimiento Browniano estandar B(r) :=
B(T + 1) — B(mn)-
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Teorema 4.3. Considérese el proceso definido por (4.11). Luego, la secuencia definida por los
tiempos de espera entre instantes consecutivos de vaciado-llenado, dada por Aty := Tp — Tp_1, cON

{mn} definidos recursivamente por
Tog1 = mf{t > 7, | X(t) > ¢X (1) + ypASE}, n>1,
es una variable estocdstica de esperanza finita.

Demostracion. Es analoga a la realizada en el Lema (4.2), siguiendo un argumento recursivo. [

4.3. Demostracion de T

Teorema 4.4. Considérese el proceso definido por (4.11). Entonces,

Rn

- <E[An,] < S (4.12)
-5 a— %

Demostracion. Usando el Teorema 4.3 y (5.7), podemos establecer el siguiente control sobre los

tiempos de espera

In (X ()X () _ g < K i)/ X)) 13)

Dado que X (7,41) = X(1,7) +7ASE vy X(1,7) = ¢" X0+ ¢7ASS (1 —¢"), entonces definiendo
kn = In (X (7,41)/X(7,])), se tiene

ASE
Kpn=In|1+ 2 6@ = Kn. (4.14)
q"Xo +qyASE(1—q")

con lo que se obtiene directamente (4.12). O

4.4. Demostracion de Ty

Teorema 4.5. Los tiempos de espera de los procesos de vaciado-llenado se estabilizan como una

variable aleatoria cuyo valor esperado se encuentra en el intervalo [A(a), A(B)], con A(v) =In(1+

1/q)/lv - 0?/2].

Demostracion. Considerando la formula (4.12), se tiene que el limite de E[A7,], cuando n — oo,
depende de la sucesion {k,} dada por (4.14). De donde es claro que £, — In(1 + 1/¢) cuando

n — oo, concluyendo la demostracion. O
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4.5. Demostracion de T

Una cuestion que siempre es interesante en el estudio de la dindmica es el comportamiento asinto-

tico. Sobre esto se tiene que:

Teorema 4.6. La evolucion de los valores iniciales representa una dindmica estable.

Demostracion. Sea (Xo,Sa)y (Xo,Se) ) dos valores iniciales para la abundancia inicial de microor-
ganismos y la cantidad de nutrientes respectivamente. Entonces, V,, := (X, Sn) v Y := (X, S’n),

n > 0, representan las respectivas dinamicas discretas, tenemos segtn la ecuacion (4.1) que:

Vi = Vall = [1(¢™(Xo — Xo) + ¢¥(Se — Sa),0)|| < max{g™, qv}||Vo — Vol|. (4.15)

Por lo tanto, las dos dindmicas son tan cercanas como sus puntos iniciales. O]

Lema 4.7. La dindmica de los valores de (X,,, Sp), es decir, inmediatamente después de los tiempos
de vaciado-llenado, tiende a un par (Xso,Soo) que depende exclusivamente de los valores de la

concentracion inicial y final de sustrato y, ademds, de la fraccion de volumen extraido.

Demostracion. Segtn las ecuaciones (4.2) y (4.4), se tiene limy, o0 (Xn, Sn) = (¢7ASS, pSa+4¢Ss).
Este es un par independiente de los valores iniciales de concentracién de microorganismos, pero
dependiente del valor inicial y final de los valores de concntracién inicial y final de sustrato y de

la fraccién de volumen extraido. O

5. Observaciones finales

Proceso solucién: Hasta ahora se ha usado una construccién por intervalos, desde 7, a Ty41,

entonces si denominamos X (™ (t) a la solucion de la ecuacion (4.10) para t €]7,, 741, €l proceso
o0

X(t) =Y X (L, r (5.1)
n=1

es solucion de la ecuacion (4.10) para todo n y ademés cumple que la condicion del proceso de
vaciado-llenado. Ademas, S (t) = S, — % (X™(t) — X,,) soluciona la evolucién del sustrato en

el intervalo de tiempo estocastico |7, T, +1]. Por lo tanto el proceso bidimensional

(X0, 50) = 3 (X", 5" ®) Uy, 1, (52)

n=1

es una solucion global de la ecuacion (2.3).
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El Teorema 4.5 muestra que si la fraccion de volumen que se extrae del biorreactor es muy grande
(p cercano a 1), entonces la cantidad de microorganismos que quedan en el biorreactor serd muy
pequena (g cercano a 0), lo que implica un valor de K, muy grande, lo que significa un largo

tiempo de espera para el metabolizado.

El tiempo de espera asintético obtenido en el Teorema 4.5 da la impresion que es independiente
del modelo en particular que se esté utilizando, pero no es cierto debido a que los valores de a y

[ dependen de la funcién p de crecimiento de microrganismos.

Apéndice: Antecedentes matematicos

En esta seccién se expondran dos resultados mateméaticos necesarios para la demostraciones de los

resultados principales.

Dada una funcion continua f : [0,00) — [0,00) y un ntimero positivo o, consideremos la ecuacion

diferencial estocéastica unidimensional
dU(t) = flU(t)]dt + cU(t)dB(t), U(0) = Xo, (5.3)

con el grafico de f[-] encerrado por un cono, esto significa que, existen constantes positivas a, 8y
L que satisfacen

ou < flu] < fu, paratodo u€|0,L]. (5.4)
Proposicion 5.1. Dada la ecuacion (5.3) bajo (5.4), entonces

(a) Existe una tinica solucion del proceso U(+) definido en el intervalo temporal [0, 7*], con tiempo
de parada:
7% := inf {t >0, U(t) > L}. (5.5)

(b) La solucion U(-) del proceso estocdstico satisface
02 02
Ua(t) := Xo e @~ 278 < U(t) < Up(t) := Xgel/~Z )5, (5.6)
para cada t € [0, 7*].

Demostracion. Para cada v € {a, [}, se consideran las funciones f,[u] = vu + Loy (v)flu], u €
[0,L], y el sistema dU(t) = f,[U(t)]dt + cU(t)dB;. Si U,(-) es solucion, tal que U,(0) = X,
con Xg € [0, L], entonces por (5.4) y una simple comparacion de las soluciones del sistema, se
tiene Uy(-) < Up() < Ug(+) en el intervalo [0,7*], con 7 = inf{t > 0;0 < U(t) > L}. Notese
que como un movimiento Browniano geométrico tiene una solucion explicita, es claro que U, (t) =

Xo e(”_§f’)+‘73‘, para v € {«, }. De (5.6) sigue el resultado. O
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Observacion 5.2. La desigualdad (5.6) implica la positividad de las soluciones. Mds ain, si

B <0?/2yL=oc0, se tiene que 0 < U(t) < Ug(t) y Us(t) = 0 cuando t — oo.

Proposicién 5.3. Consideremos la ecuacion (5.3) bajo las condiciones (5.4) y a > 02 /2, entonces
la variable aleatoria 7 = inf{t > 0, U(t) > L} tiene una esperanza acotada tal que

_ In(L/X)

E(rs) <E(r) <E(ra), donde E(1,)= m, (5.7)

donde v € {a, B}.

Demostracion. Por la proposicion anterior se tiene que U, (t) < X (t), Vi > 0, luego 7 < 7, donde
T=mf{t >0; U()=L}y7e =mf{t >0; X*() = L}. Ahora, de la ecuacion U, (t) = L se
obtiene que (a — (02/2))t + B, = In(L/Xo). De donde se sigue que E(7,) en el lado derecho de
(5.7). Por hipétesis Xg < L'y a > /2, de modo que 0 < E(7,) < 00, concluyendo el teorema. []
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