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1. Introducciéon

La teoria de representaciones lineales de grupos finitos tiene diferentes aplicaciones a las maéas
diversas areas de la Matemaética. Alli donde se estudien objetos con simetrias, alli esta teoria

puede dar luz para describir més en profundidad dichos objetos.

Un ejemplo concreto de ello son los fructiferos resultados sobre variedades abelianas que han surgido

de llevar la teoria de representaciones a ese campo. Vea por ejemplo [2-4,7-9].

Recordemos algunas definiciones que usaremos en esta nota. Sea G un grupo finito y K un sub-
cuerpo del cuerpo de los niimeros complejos C. Una K-representacion de G es un homomorfismo
de grupos p : G — GL(V), donde V un espacio vectorial finito dimensional sobre el cuerpo K.
Dos tales representaciones p; : G — GL(V1) y p2 : G — GL(V2) se dicen equivalentes si existe un

K-isomorfismo T": V; — V5 que conmuta con las acciones inducidas por p; en V;.

Usando la terminologia de modulos, vea [6, §29] para detalles, se tiene que V' es un K G-modulo
(a izquierda), y se dice que V sustenta a p. Una K-representacion, o el modulo que la sustenta,
se dice K-irreducible si no tiene G-submodulos (sobre K) aparte de los triviales y descomponi-
ble si todo G-submodulo (no trivial) tiene un G-submoédulo complementario; esto es, si W es un
G-submodulo de V, existe un G-submodulo W€ tal que V.= W @ W€, Irreducible e indescom-
ponible (no descomponible) no son equivalentes sobre cuerpos arbitrarios. En esta nota estamos

considerando representaciones sobre subcuerpos de C, y en este caso, estas propiedades si lo son.

Dada K C L una extension (finita) de cuerpos, por extension de escalares se define el L-modulo
V=V ek L.

Se tiene que V¥ contiene (una copia isomorfa) de V, dimy VF = dimg V' y V¥ es un LG-moédulo
de forma natural. Se tiene entonces una representacion, que denotaremos por la misma letra p, de

G sustentada ahora por VL.

Emmy Noether [6, Theorem 29.7| respondié afirmativamente a la pregunta natural: ;Si V; y V5
son K G-modulos que son L equivalentes, entonces también lo son sobre K ? Esta observaciéon
abre la puerta a estudiar las representaciones irreducibles de un grupo G en cuerpos entre los
racionales y los complejos. Se necesita fijar lenguaje para esto [6, Def. 29.12]: Sea p: G — GL(V)

una K-representacion irreducible (sobre K), se dice que

= V (0 p) es absolutamente irreducible si VL es L-irreducible para toda extension K C L de K.

= Un cuerpo L se llama cuerpo de descomposicion para el grupo (finito) G si y solo si toda

L-representacion L-irreducible es absolutamente irreducible.
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Por [6, Theorem 29.16], dado un grupo finito G, existe un cuerpo de ntimeros que es cuerpo de
descomposicion de G. Mas ain, [6, §41] Maschke conjetur6 alrededor del 1900 y Brauer probd en
1945, que un cuerpo de descomposicion para G es Ly := Q(&;:), donde t es el exponente de G y
& es una raiz t-ésima primitiva de la unidad. Este cuerpo de descomposicién muchas veces no es
el preciso, en el sentido de minima extension de Q. Por ejemplo, para el grupo simétrico Ss, que
tiene exponente 6, el cuerpo de los racionales es un cuerpo de descomposiciéon y esta estrictamente

contenido en Lg.

1.1. Teoria de caracteres

A cada K-representacion p : G — GL(V), le corresponde un K-caracter x, : G — K definido por
Xp(9) = tr(p(g)) en alguna base de V, tr(A) siendo la traza de la matriz A. Paralelo a la teorfa de
representaciones, se desarrolla la teoria de caracteres. Esta tiene varias ventajas; cuando se trata de
C-representaciones se tienen las siguientes: representaciones equivalentes tienen el mismo caracter,
se define un producto interno entre caracteres que captura la equivalencia e irreducibilidad de las

representaciones asociadas [10, §2.3].

Aprovechando la correspondencia entre K-representaciones irreducibles y K-caracteres irreduci-
bles, se encuentran los K-caracteres irreducibles de G a partir de los L-caracteres irreducibles de
G, donde L es un cuerpo de descomposicion de GG. La técnica descansa en Teoria de Galois para
la extension de cuerpos

K CK({x(g): g€ G}) CL,

vea [6, §70] para detalles.

Si bien para muchas de esas aplicaciones, basta conocer los caracteres de un grupo finito G en
un cuerpo K, por ejemplo en [4] usan K = Q o K = C para descomponer variedades abelianas,
para otras aplicaciones se necesita la expresiéon matricial de la representacion. Vea por ejemplo
[10, §2.7], donde se construyen proyectores usando los coeficientes de las matrices correspondientes
a una representacion para descomponer explicitamente un G-modulo. O el trabajo [1, pag. 270],
donde para demostrar el Lema de Selberg; a saber, todo grupo finitamente generado de matrices
en un cuerpo de caracteristica cero tiene un subgrupo de indice finito libre de torsion, usa que
hay un homomorfismo inyectivo de GL(n, F) a GL(nk,K) donde F es una extension algebraica
finita de grado k sobre K. Sin embargo, hasta donde alcanza nuestro conocimiento, no hay en la

literatura métodos explicitos y programables para construir tales representaciones matriciales.
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2. Preliminaries

En esta seccion repasamos algunos de los resultados de [6, §42] que seran ttiles en nuestra cons-

truccion.

Sea m un entero positivo, &, una raiz m-ésima primitiva de la unidad, y K un subcuerpo de C.
Entonces K (&,,) es una extension normal y finita de K, y cada automorfismo de K (&,,) que fija

los elementos de K esta dado por una funcién
Pm, r
gm — mo

donde r es algin entero relativamente primo a m. Se define I,,(K) como el grupo multiplicativo

de enteros r (moédulo m) para los cuales @, es un automorfismo de K(&,,).

Entonces el grupo de Galois Gal(K (&,,)/K) se identifica naturalmente con I,,,(K). Se verifica que,
por ejemplo, In(C) = {1} e In(Q) = (Z/mZ)".

Definicion 2.1. Con las definiciones de arriba. Sea G un grupo finito de exponente t, dos elementos
a,b € G se dicen K-conjugados si

b =a",
para algin x € G y algin r € I(K).

Existe una notable relaciéon que permite contar las representaciones de un grupo G sobre un cuerpo

K CC.

Teorema 2.2 ([6, Theorem 42.8]). El nimero de KG-mddulos irreducibles no isomorfos es el

mismo que el numero de K-clases de conjugacion en G.

Observe que para el caso en que K = Q(&), t el exponente de G, se tiene que la K-conjugacion
es la conjugacion usual. Por otro lado, si K = Q dos elementos son K-conjugados si y so6lo si
generan grupos conjugados. Se recuperan asi los teoremas de conteo de representaciones irreducibles

conocidos para C y Q, [6, Theorem 27.22, Theorem 39.5] respectivamente.

Con este teorema podemos contar todos los KG-modulos irreducibles de un grupo G, pero no
construirlos. Sin embargo, es ya un resultado clasico que los K-caracteres irreducibles de G en los
diferentes subcuerpos K de un cuerpo de descomposiciéon L para G, el cual es una extension finita
normal de Q, se construyen a partir de los L-caracteres irreducibles. Esto esta desarrollado, por

ejemplo, en [6, §70], particularmente en los teoremas (70.12) y (70.15), junto al Ejercicio 70.2.

El propdsito de esta nota breve es entregar un método que permite encontrar explicitamente las
representaciones irreducibles de G, en una forma matricial, en los cuerpos intermedios K con
Q C K C L;. Esto es, realizar matricialmente la construccién a nivel de caracteres, por ejemplo

en [6, §70], que es lo que se realiza usualmente.
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3. Construyendo K-representaciones irreducibles

En esta seccion G es un grupo finito de exponente t, & es una raiz t-ésima primitiva de la unidad

y todos los cuerpos que consideraremos son cuerpos de nimeros contenidos en L; := Q(&;).

Recordemos que,

= Dos elementos a,b € G son Q(&;)-conjugados si y solo si son conjugados en el sentido usual.
= Dos elementos a,b € G son Q-conjugados si y solo si g{a)g~* = (b).

Definiciéon 3.1. Sean [L: K] =m y 8 = {e1,...,em} una K-base de L. Todo | € L determina
una transformacion lineal m; : L — L, dada por m(x) = lz. Denotamos por II; = [m;]g la matriz de
m x m correspondiente a m en la base . Para una matriz A = (a;;) € M(s x s,L) definimos su
transformada a K, denotada K (A), reemplazando cada coeficiente a;; por la matriz correspondiente

M,,, .
K(4) = ([7a,] )

En otras palabras, definimos la funcion K : M(s x s,L) — M(sm x sm,K) dada por
1<i,j,<s
Tlustramos esta definicién con un ejemplo sencillo.

Ejemplo 3.2. Sean K = Q, L = Qi) y 8 = {1,i}. Entonces la transformada a K de la matriz
A=(i)e M(1x1,L) es

La Definicién 3.1 nos permite obtener una K representacion de un grupo G a partir de una L

representacion de él. Lo explicamos en el siguiente lema.

Lema 3.3. Considere la notacion de la Definicion 3.1. Sea p : G — GL(r, L) una L-representacion
matricial de G, entonces ¢ : G — GL(mr, K) dada por ¢¥(g) = K(p(g)) es una K-representacion
de G.

Demostracion. Esto es inmediato de la contencién
M, (L) 2 M, (K) @k L C M, (K) @ M,,(K) = M,,,.(K),
donde M,.(K) es el anillo de matrices cuadradas de r-por-r. O

Hablamos de que la K-representacion ¢ es la transformada a K de la L-representacién p. Note
que cada matriz 1(g) tiene sus coeficientes en el cuerpo K. El caracter de 1 esta relacionado con

el de p de la siguiente forma.
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Lema 3.4. Bajo las condiciones del Lema 3.3, si x es el caracter asociado a la representacion p,

X' es el caracter asociado a ) y si oq,..., o[L:k] son todas las incrustaciones de L en K, entonces
L:K
X =Y g ().

Demostracion. Siempre que una matriz cuadrada se descompone en bloques cuadrados del mismo
tamanio, la traza de la matriz es igual a la suma de las trazas de los bloques diagonales. Se sigue que
X' es igual a la suma de las trazas de los coeficientes diagonales [ de p interpretado como matrices
IT;. Por definicion, la traza try k(1) es la traza de la matriz II;. Se sigue que x' = trz, /5 (x), v el

resultado sigue de la férmula usual de la traza. O

Finalmente, presentamos el resultado que permite construir las K-representaciones irreducibles de

G a partir de las L-representaciones irreducibles de él.

Teorema 3.5. Bajo las condiciones del Lema 3.4 anterior, si L/K es una extension abeliana
de grado primo, y si p es una representacion irreducible sobre L que no estd definida sobre K,

entonces 1 es una representacion irreducible de K.

Demostracion. Sean G = Gal(L/K) = (o) el grupo de Galois de la extension K C L, p = [L :
K] = #G (primo). Ademas, como antes, denote por x al caracter asociado a la representacion p y
X’ al caracter asociado a 1. Entonces las érbitas de Galois de x tienen p elementos o un elemento.
En el primer caso y' = f;ol o(x), y entonces es irreducible por ser la suma de una orbita de
Galois. En el segundo caso se tiene que X’ = px, entonces si m es el indice de Schur de y sobre K,

este debe dividir a p. Como m > 1, pues p no esta definido sobre K, se concluye que m =p. [

4. Aplicaciéon 1: Grupos de orden pequeno.

Sea G un grupo finito de exponente t y, como antes, L; := Q(&;) con & raiz t-ésima primitiva de 1.
En esta seccién encontraremos todas las representaciones irreducibles en los cuerpos K entre Q y
L; para todos los grupos hasta orden 8. Llegamos hasta ese orden pues es el orden donde aparece
el primer elemento de la familia de grupos que estudiaremos en la seccién siguiente. Usaremos la

notacion Cy para el grupo ciclico de orden s.

Los grupos Cy y Cy x C5 tiene todas sus representaciones racionales absolutamente irreducibles.

Para C3 = (z : 2% = 1) la situacion es distinta. Tiene 3 representaciones irreducibles complejas,

todas realizables sobre L3 = Q(&3). La representacion trivial xo es realizable sobre Q. Las otras
dos representaciones, Y1 y x2 dadas por x1(z) = (&) y x2(z) = (£2) respectivamente, no estan
definidas sobre Q. De hecho, corresponden a una tnica representacion de grado 2 irreducible sobre

Q: La transformada a Q de x1 (0 x2), que esta definida por



CUBO

292 R. E. Rodriguez, A. M. Rojas & M. Saavedra-Lagos o7 5 2028,
0 -1 -1 1
T o T+
1 -1 -1 0

Ella se obtiene a partir de la Q-base {1,&3} de Q(&3).

El grupo Cy = (z : 2 = 1) tiene 4 representaciones irreducibles todas realizables en Ly = Q(i).

Dos de ellas realizables en Q y las otras dos sumadas son equivalentes a la representacion del

Ejemplo 3.2.

La situacion para Cs comienza a ser mas interesante. Tiene cinco representaciones irreducibles
complejas, todas realizables sobre el cuerpo Ls = Q(&5). Note que en este caso tenemos al cuerpo
intermedio, Q C Q(v/5) C Q(&5). La representacion trivial esta definida sobre Q. Como Q(v/5) esté
contenida en R, ninguna de las otras representaciones esté definida sobre este cuerpo. Las represen-
taciones que envian el generador a (&) y (£2) son conjugados complejos, por lo que corresponden

a una tnica representacién sobre Q(+/5). Usando la base 8 = {1,£;} obtenemos la representacion

0 -1 0 -1
low) Tl S
donde u = & + &2 = %\/57 pues &5 satisface la ecuacion x? = uzx — 1. Similarmente, las repre-

sentaciones que mandan el generador a (£2) y (£2) son conjugados complejos, y corresponden a la

representacion de dimension dos,

2

0 -1 -1 —u -1 —u -1 155
xTr — = = —
2 —1+vV5  1-V5
1 u u  u —1 U —u — 3

Como la traza de cada matriz en las ultimas dos representaciones es irracional, hay solo dos

representaciones irreducibles sobre Q, la representacion trivial y la que es dada por

00 -1 0
o0 0 -1
T ,
1 0 0 1
o1 1 -1

en donde usamos la Q-base {1,u} de Q(v/5) = Q(u). Note que u? = —u + 1, entonces esta tltima
1
-1

representacion corresponde a la matriz
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En orden 6 tenemos el grupo ciclico Cg que tiene sus representaciones irreducibles complejas
realizables en Lg = Q(&s). Dos de ellas con cuerpo de descomposicion Q y las otras cuatro se
combinan de a dos para determinar dos Q-representaciones irreducibles de grado 2. Para el estudio

del grupo dihedral referimos a [4].

4.1. El grupo de orden 7

Llegamos a C7 = (x : 27 = 1) que tiene siete representaciones complejas irreducibles, todas

realizables sobre Ly = Q(&7). Este caso ya tiene méas ingredientes. El reticulado de los cuerpos

intermedios es el siguiente:

en donde los dos subcuerpos intermedios corresponden a los subgrupos de orden 3 y 2 del grupo

G7 = Gal(Q(&7)/Q), que es el ciclico de orden 6.

Analogo a lo anterior, tenemos siete representaciones complejas x; dadas por x;(z) = ({%) con
0<j<6.

Primero consideremos las representaciones irreducibles sobre el cuerpo Q(COS(QTW)). Para eso note

que 008(27”) = %(574-5?). Concluimos que L = Q ( cos(%)) es el cuerpo invariante del automorfismo
dado por o(&7) = 57_1. Hay cuatro L-clases de conjugacion (Definicion 2.1), estas son {1}, {z, 2%},
{2?%, 2%} and {23, 2%}. Asi que debemos encontrar cuatro representaciones. La representacion trivial
esta definida sobre Q, para las restantes, escogemos una representacion en cada clase de Galois y

aplicamos el método de la Definicion 3.1 y Lema 3.3. Tenemos las siguientes matrices:

0 -1 -1 —2cos(3F)
[757],3 = oy | {Wﬁg}ﬁ - o 2¢2my |’
1 2cos(%) 2cos(%) —1+4cos?(%F)
2 2
[ﬂga} _ —2cos(%F) 1 —4cos?(3F)
s —1+4cos?(2F) 1—4cos?(%)

Para el coeficiente de la esquina de abajo y derecha de la tltima matriz usamos el hecho de que

u = 2cos(2) satisface u® + u? — 2u — 1 =0, y por lo tanto u® — 2u =1 — u?.

Ahora consideramos las representaciones irreducibles sobre el cuerpo E = Q(zxﬁ ). Note que VT =

2(&7 + €2 4+ €2) + 1, por lo tanto E es el cuerpo fijo del automorfismo dado por o(£7) = £2. Note
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que &7 y & estan en diferentes orbitas de Galois. De nuevo, podemos escribir las representaciones
sobre E de dimension tres enviando el generador a las matrices [, ] 50 [Wﬁé} 5 en una base dada.
Para poder calcular estas matrices nececitamos encontrar el polinomio irreducible de &; sobre E.
Sea b =& + &2+ & = %ﬁ Entonces &7 es una raiz de 2* + 22 + 2 — b = 0. También se
tiene que &2 + €2 4 £8 = —1 — b. Multiplicando por £ obtenemos (1 + b)&3 + 1+ &2 + &2 = 0. En
particular 7 es una rafz de (1+b)a* +23 422 +1 = 0. Multiplicando la primera ecuacién por b+ 1
y restandola con la segunda ecuacién obtenemos, x3 — bz? — (1 + b)x + (b2 + b+ 1) = 0. Como es
una ecuacion cubica, esta deber ser el polinomio irreducible de &7. Note que ademéas b = d%ﬁ es
una raiz de z? 4+ x + 2 = 0, entonces podemos reescribir el polinomio minimal de &; sobre E como

23 — ba? — (14 b)z — 1. Esto nos entrega la matriz

0 0 1 0 0 1
e ls=|1 0 b+1]|=|1 0 T
01 b 0 1 =7
y también
3 .
00 1 1 b -1 R |
{”g;} =1 0 b+1| =]b+1 -1 1 | =] ST -1 -1
B ) .
0 1 b b -1 —-1-0b *l%ﬁ 1 A—Tnﬁ
En donde para computar la tltima matriz, la identidad b2 + b+ 1 = —1 fue usada varias veces.

Finalmente, encontraremos las representaciones irreducibles sobre Q a partir de las representacio-
nes irreducibles de la extension cibica L/Q. Primero note que las Q-clases de conjugacion son
{1} y {x, 22,23, 2%, 25,25}, entonces hay precisamente dos representaciones irreducibles sobre Q.

Considere la Q-base de L dada por 8 = {1, (305(27”)7 0082(27”)}. Entonces se tiene que

+£1 0 O 0 0 1/4
rals=|0 +1 0|, [wms(%ﬂ)h —l2 0 1],
0o 0 =1 0 2 -1
en donde para la tdltima matriz, usamos que u = 2cos (27”) satisface u? = —u? + 2u + 1, y por

lo tanto u cos? (27”) = — cos? (27”) + cos (27“) + 1/4. Ahora la representacion irreducible no trivial



CUBO

a7 3 2025, Representaciones en cuerpos de ntmeros 295
sobre QQ esta dada por

0 00 -1 0

000 0 -1

0 0 0 O 0o -1

T —

1 0 0 O 0 1/4

01 0 2 0 1

001 0 2 -1

4.2. Grupos de orden 8

Para los dos grupos abelianos Cy x Cy y Co x Cy x Cy construimos sus representaciones como
producto directo de las representaciones de sus factores, las que fueron descritas arriba. Para D,

referimos a [4]. Queda entonces por analizar las representaciones de Cs y Qg. Vamos por casos.

» Sea G = Cg = (z : % = 1). Todas sus representaciones complejas irreducibles estan definidas

sobre Lg = Q(&s). El reticulado de este cuerpo es

Q&)

PN
) QWD QWD)
\@ /

Hay ocho representaciones irreducibles sobre el cuerpo Q(&s), cada una de la forma y,. (z) = £§
con 0 < r < 7. Para r = 0,4 la representacion esta definida sobre Q. Misma situaciéon para

Q(4) y representaciones correspondientes a r = 2, 6.

Las otras cuatro se separan en dos pares de orbitas de Galois y por lo tanto se obtienen a
partir de las representaciones que envian el generador a &g y &5, esto pues Q(4) es el cuerpo

invariante del automorfismo &g +— —& = £3.

Concluimos que las representaciones irreducibles restantes sobre Q(7), se obtienen mandando

el generador a las matrices

3

El cuerpo (@(\/5) es el cuerpo invariante del automorfismo que envia & a &f, pues es la

interseccion de Q(&g) con el cuerpo de nimeros reales. En este caso, las orbitas de Galois
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de las raices de la unidad son {i,—i}, {&s,&8} v {€3,£3}. Mas atn, &g satisface la ecuacion
2 —xV/241= 0, mientras que i satisface la ecuaciéon 22 + 1 = 0. Obtenemos, entonces, tres
representaciones irreducibles de dimension dos sobre este cuerpo, donde las imagenes de = es

alguna de las matrices

3
0 -1 0 -1 0 -1 -2 -1

, y
1 0 1 V2 1 2 1 0

Finalmente, el cuerpo Q(1/—2) es el cuerpo invariante del automorfismo que envia &g a £3. En
este caso, las érbitas de Galois de las raices de la unidad son {i, —i}, {&s, &3} v {€5, 5 ). Mas
aln, & satisface la ecuaciéon 22 — z4/—2 — 1 = 0, mientras 7 satisface la ecuacién 22 +1 =0,
como antes. Obtenemos, nuevamente, tres representaciones irreducibles de dimensién dos

sobre este cuerpo, donde la imagen de x es una de las matrices

3
0 -1 0 1 0 1 -2 -1

1 0/ \1 v=2 1 V=2 1 0

Las representaciones irreducibles racionales se pueden obtener a partir de las de Q(i), y

obtenemos las representaciones que envian z a:

000 -1
0 -1 001 0
1 o) |1 00 o0

010 0

lyy = 271, el grupo cuaternio Qg. Todas las

Sea G = (zylat = y' = 1,a® = »*,y”
representaciones irreducibles complejas [6, Ex. §70.13] estéan definidas sobre Q(¢). Hay cuatro
representaciones irreducibles de dimension uno que envian los generadores a (1) o (=1) y

estan definidas sobre Q y una representacion de dimension 2 dada por:

Usando el Lema 3.3 y Ejemplo 3.2, vemos que esta tultima corresponde a una representacion

irreducible sobre Q dada por
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0 -1 0 O 00 -1 0

1 0 0 O 00 0 -1
ps(x) = . ps(y) =

0 O 0 1 1 0 0 0

0O 0 -1 0 01 0 0

5. Aplicaciéon 2: Cuaterniones generalizados

Estudiaremos ahora las representaciones irreducibles, en los distintos cuerpos de nuimeros entre
Q y el cuerpo de descomposicion Leyp(q), para G en la familia de cuaterniones generalizados. Su

presentacién es la siguiente:

2n—1

Q2" ={(x,y:z =1,y = x2n_2,y:vy*1 =271, withn > 3.

Este grupo tiene orden 2". Cada elemento se puede escribir como z®y” con a € {0,...,2""1 — 1}
y B € {0,1}, el exponente de este grupo es t = 2"~! asi que las representaciones irreducibles
complejas de este grupo son realizables en Q(£3--1). Como ademas se conocen sus representaciones
irreducibles sobre C, o lo mismo sobre Q(&3-1), s6lo tenemos que aplicar los resultados de la

seccion anterior, Lema 3.3 y Teorema 3.5, para obtener lo deseado.

De [5, §4.1], y las referencias alli citadas, se obtiene que el grupo Q(2") tiene 3 + 2"~2 represen-
taciones irreducibles sobre C, cuatro de ellas son racionales pues mandan los generadores a (1) o

(—1), y las otras estan dadas por

w® 0 0 1
Os:x— , Y ,
0 ws (—1)° 0
donde w = exp(27i/2" 1) y s € {1,...,2"72 — 1}. Note que 0 tiene, en su diagonal, una érbita

de la accion natural de -1 sobre las raices 2"~ '-ésimas de la unidad, excepto 1y —1.

Recuerde que si U, es el conjunto de raices n-ésimas de la unidad y PU,, es el conjunto de raices

n-ésimas primitivas de la unidad, entonces

Ugn—1 = uk‘gn—lpuk.
Definiciéon 5.1. Considerando la notacion anterior, se define
Irr(2%) = {0, € Irrc(Q(2M)) @ w® € Py},

con2<k<n-—1.
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2k72

Note que Irr(2%) tiene elementos, una representacion por cada (—1)-érbita sobre Plox.

En esta seccion tenemos tres objetivos. El primero es contar, vea la Seccion 5.1. Es decir, determinar
la cantidad de representaciones irreducibles (salvo equivalencia) sobre los distintos subcuerpos de
Q(&an-1). Recordemos que K es un subcuerpo de Q(€zn-1) entonces Gal=Gal(Q(&2n-1)/K) actia
sobre cada representaciéon por la accidén sobre cada entrada de las matrices correspondientes. El

namero de orbitas de esta accion es el namero de representaciones irreducibles sobre K [6, §70].

El segundo objetivo (Seccion 5.2) es describir explicitamente las representaciones matriciales so-
bre Q del grupo Q(2™). Si bien en [5, §3.1] las describen como representaciones complejas, aqui

queremos exhibir las matrices con sus entradas efectivamente en Q.

El tercer objetivo es entregar un procedimiento algoritmico que permite construir todas las re-
presentaciones irreducibles del grupo Q(2™) en los cuerpos intermedios entre Q y su cuerpo de

descoposicion Q(&zn-1). El cual es facilmente generalizable a cualquier grupo (finito) G.

5.1. Cantidad de representaciones irreducibles del grupo cuaternio ge-

neralizado

Aplicando los resultados expuestos en la seccion anterior, primero comenzamos por determinar la

cantidad de representaciones irreducibles en los distintos cuerpos de interés del grupo Q(2").

Primero, recuperamos, por completitud y a nuestro contexto, un resultado obtenido en [5, §4].

Proposicion 5.2 ([5, §4.1]). Considere el grupo Q(2"), con n > 3. El numero de representaciones

irreducibles sobre Q es n + 2.

Demostracion. Considere ¢ € Irr(2F), entonces si 7 € Gal = (Z/2"1Z)* acttia sobre ¢, como
para todo w € PlUyr, w™ € PUsyk, tenemos que 7.¢p € Irr(2k). Mas atn, la accion del grupo
de Galois correspondiente en Pl,r es transitiva, entonces para todo w € PlUqyr tenemos que
Gal(w) = PUsxk, asi que concluimos que la acciéon de Gal sobre Irr(2¥) es transitiva. Por otro lado,
como las representaciones irreducibles de dimension uno estan definidas sobre Q, estas estan fijas
por cada elemento del grupo de Galois. Luego concluimos que hay n+ 2 orbitas, cuatro de ellas son
singletons que consisten en las representaciones de dimensiéon uno y las otras n — 2 corresponden

a los conjuntos Irr(2%). O

Ahora calcularemos la cantidad de representaciones irreducibles, salvo equivalencia, sobre los otros

subcuerpos de Q(&an-1).
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Proposicion 5.3. Considere el grupo Q(2™), conn > 3, el nimero de representaciones irreducibles

sobre Q(éor), con2<k<n—1es(n—k+1)2F"24+3

Demostracion. Para este resultado recordemos que la notacion ordy(a) se refiere al orden multi-

plicativo del elemento a visto en (Z/bZ)*.

Si Gal= Gal(Q(&3n-1)/Q(&x)) entonces |Gal| = 2772 /2F~1 = 2n=k=1_ Ahora, como las representa-
ciones irreducibles en los conjuntos Irr(27), con 2 < ¢ < k estan definidas sobre Q(&,x ) los estabili-

zadores de la representacion en estos conjuntos son todos los elementos de Gal(Q(&an-1)/Q(&2x)).

Para calcular los estabilizadores de las otras representaciones note que Gal(Q(&3n-1)/Q(&ax)) es
un subgrupo de Gal(Q(£27-1)/Q) y este tltimo es isomorfo a (Z/2"~1Z)*. De hecho, usando el
resultado de que para todo k > 2 ordyr(5) = 2872, se puede ver que la accion de 52 fija el
elemento &k, es decir que si 7 € Gal(Q(&2n-1)/Q) es tal que 7(€gn—1) = fgil:z entonces 7(&or) =
& y por lo tanto 7 € Gal(Q(&gn-1)/Q(&x)), més atin, se tiene que |7| = 2" %=1 y por lo
tanto podemos concluir que Gal(Q(£9n-1)/Q(&xx)) es isomorfo a (527 °) C (Z/2"1Z)*. Asi que
considere ¢ € Irr(29), con k4 1 < g < n — 1. Esta representacion tiene asociada una raiz 29-ésima
primitiva de la unidad w. Entonces si identificamos a los elementos de Gal(Q(&2n-1)/Q(&2x)) con
sus respectivas imégenes en (Z/2"1Z)* se cumple que 7' € Stabgai(¢) si y solo si w™ = w o
w™T" = w, y esto pasa si y solo si 7 = 1(mod(29)) o 7 = —1(mod(29)), recuerde que 7 = 52"
para algtin 1 < i < 2"7%~1 Esta tltima condicién no pasa ya que 5 = 1(mod(4)) y entonces se
tendria que 1 = —1(mod(4)), lo que es una contradiccion. Asi es que queremos conocer cuando
5257 = 1(mod(29)), esto pasa si y solo si 2¢72j = 29727 para algiin r € Z, entonces se tiene
que i = 297Fr y como 1 < i < 2"7F~1 existen 2"~97! posibilidades para 7. Concluimos que

|Stabgai(¢)| = 2n—971.

Usando el lema de conteo de Burnside, se tiene que

" 1
|Gal\Irre (Q(2"))| = [Gall > |Stabca|
¢pelrr
n—1

k
:L(4|Ga1\+Z|1rr(QQ)||Ga1|+ > [mr(29))2n 70

‘Ga” q=2 q=k+1

k n—1
1
_ -1 —20on—q—1
=4+ E 24 +W E 24—<9n—4
q=2 q=k+1

=4+25 1 14 (n—k-1)2"2=(n-k+1)2"2 43

Y con esto se concluye el resultado. O
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5.2. Representaciones irreducibles matriciales racionales para el cuater-

nio generalizado

Una vez que conocemos la cantidad de representaciones irreducibles racionales de un grupo G
y su descomposicion en irreducibles complejas, nos interesa describir explicitamente las matrices

correspondientes en cada una de ellas. Para eso usamos el método del Teorema 3.5.

Para el caso de G = Q(2™) sabemos obtener explicitamente las n + 2 representaciones irreducibles
racionales sobre Q(2") como representaciones complejas, ver [5, §3.1]. Ahora queremos exhibir como
se ven matricialmente con coeficientes efectivamente en el cuerpo Q. Recordemos que, técnicamente,
el resultado en [6] escribe como construir cada irreducible racional como suma directa de complejas,
luego estas no se veran necesariamente como matrices con coeficientes en Q. Lo que se sabe, en ese

punto, es que es realizable sobre Q; es decir, es C-equivalente a una representacion racional.

Vamos entonces a la construccion explicita de las representaciones irreducibles racionales de Q(2")
(salvo isomorfismo). Primero, sabemos que las cuatro representaciones (de grado 1) son realizables
sobre Q. Para obtener las otras n — 2 representaciones irreducibles racionales de forma efectiva en
los racionales, escogeremos un elemento del conjunto Irr(2%) para cada 2 < k < n — 1. Luego, con
el procedimiento descrito en el Lema 3.3 y Teorema 3.5, obtenemos explicitamente una represen-
tacion racional irreducible . Esta, al tensorizarla con C, se descompone en suma de algunas de
las irreducibles que tenemos. Repetimos el proceso con otra de las representaciones irreducibles
complejas de Q(2") que no es componente de ¢. Con este procedimiento encontramos todas las

representaciones irreducibles racionales del grupo.
52’“ O

&l

Eon una raiz 2F-ésima primitiva de la unidad. Entonces, la transformada Q de 04k (2) corresponde

Proposiciéon 5.4. Sea Oy« la representacion en Irr(2F) que envia x a la matriz , con

a la matriz

[€ar]ls 0 ) _ 0
0 [&s 0
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y la transformada Q de Oyx (y) corresponde a la matriz

En ambos casos I, denota la matriz identidad de tamano .

Demostracion. Considere la Q-base de Q(&3x), 8 = {1,&m,. .. ,55:_171}. Como se cumple que
55:71 =—-ly 52_,3 = —53:71_1, la representacion resultante de aplicar la transformada K = Q a
Oyr es tal que g — Q(6yx(g)) para todo g € Q(2"). Recuerde que esta transformada consiste en

aplicar la Definicién 3.1 a cada entrada de cada matriz correspondiente a 0yx(g).
Para ver que esta representacion es irreducible calculamos su caracter.

Note que los elementos de Gal(Q({2+)/Q) acttian enviando &or a €5 con o« un nimero impar.
Entonces si x es el caracter de la representacion 6y € Irr(2F) escogida y X’ es el caracter de la
representacion Q(6qyx) después de aplicar la transformada a Q (Definicién 3.1), por el Lema 3.4

fe—
sabemos que para todo g € Q(2"™) se cumple que x'(g) = Z?zll oi(x(g)) con o; los elementos

@
& 0 2kl a(2i—1

de Gal(Q(&2+)/Q). Entonces como p(z%) = ¢ se tiene que x'(z%) = > 7 & )+
0 &

621&(27;71).

Hay distintos casos,

» si o no es congruente a 0 ni a 28~ modulo 2 entonces siempre que aparezca un sumando,

estara su inverso aditivo, luego en este caso tenemos que x'(z%) = 0.

= Si a es congruente a 2°~1 modulo 2% entonces todos los sumandos son —1, por lo tanto,

X (x) = =2,

= Por iltimo si a es congruente a 0 médulo 2* entonces x/(z) = 2*. Calculando explicitamente
las matrices asociadas a los elementos y y xy vemos que x’'(y) = x'(zy) = 0, y con esto
sabemos los caracteres de un representante en cada clase de conjugacion de Q(2"), y por lo

tanto, conocemos toda la tabla de caracteres.

Luego comparamos este caracter con el obtenido de aplicar transformadas a K, ver la Definicién
3.1, de forma inductiva. Esto es, se toma 6, y, para obtener la representacion racional irreducible
asociada iremos bajando de cuerpo uno a uno a partir de Q(2"~!). Asi, en un paso, de la represen-
tacion p que esté definida en Q(2%), obtenemos una representacion en Q(25~1) y asf sucesivamente,
bajando en la cadena de cuerpos hasta llegar a la representaciéon racional. Este proceso nos asegura

obtener una representacion irreducible en cada paso, por el Teorema 3.5.
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Note que el grupo de Galois de la extension Q(&ax)/Q(€ax-1) es un grupo de orden 2 generado por
el automorfismo &or + —&or. Luego si x es el caracter de la reprentacion p del conjunto Irr(2¥) y
X" es el caracter de la representacion transformada a Q(&yr-1), se tendra que si « no es congruente

a 0 ni a 2"~ modulo 2% entonces X" (z*) = 5% + £5:° + (—&ar)® + (—&ar) ™.

Si a es impar entonces x” () = 0. Si no lo fuera, entonces X" () = 2(&4, + &54°) con 8 impar
y 2 < q. Entonces, para los a que son impares, el caracter de la representacioén racional obtenida

evaluado en =z es 0, pues al ir bajando de cuerpo los caracteres seran sumas de 0.

Para el caso en donde « no es impar, la imagen del caracter se ir4 duplicando cada vez que bajemos
a otro cuerpo hasta llegar a la representacion sobre Q(£24). Entonces, en este cuerpo el caracter

asociado evaluado en z es 27 (€5, + €,.°).

Para la siguiente etapa el grupo de Galois actuara enviando &3¢ — —&2q. Por lo tanto, como [ es

impar, el caracter asociado evaluado en z¢ es 0.

Luego, de todas formas cuando lleguemos en este proceso inductivo a la representacion sobre los
racionales, se tendra que el caracter de ® es 0. Luego para z® con a no congruente a 0 ni a 2571
moédulo 2%, la imagen del caracter racional es igual a la del caracter racional de la representacion

obtenida en la Proposicién, calculado mas arriba.

Si a es congruente a 2~ modulo 2% es facil ver que el caracter de la representaciéon racional
obtenida evaluado en z® es —2F. Similarmente, si o es congruente a 0 médulo 2F, entonces el

caracter evaluado en z® es 2F.

Por ultimo como x(y) = x(xy) = 0, el caracter racional obtenido también es 0 al evaluarlo en y y
zy. Concluimos que esta representacion racional, obtenida inductivamente haciendo el proceso de
K-transfomada con K desde Q(&3n-1) a @, que sabemos que es irreducible, tiene el mismo caracter
que la representacion racional que calculamos directamente y por lo tanto son equivalentes. Eso
implica que la representaciéon que calculamos es irreducible. De esta forma, tenemos de forma

efectiva las n + 2 representaciones irreducibles racionales del grupo Q(2"). [

5.3. Algoritmo constructivo y explicito

El siguiente procedimiento es claramente generalizable a un grupo finito G y permite encontrar sus
K-representaciones irreducibles salvo K-equivalencia. Donde, al igual que antes, K es un cuerpo
de niimeros contenido en un cuerpo de descomposicién de G que es una extension algebraica finita
de Q. Por ejemplo, el cuerpo de descomposicion L; = Q(&;) con ¢ el exponente de G y & una raiz
t-ésima primitiva de 1. Sin embargo, lo redactamos para el grupo G = Q(2") cuaternio generalizado

con el propésito de simplificar la ilustracién.
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Sea Q C K C L una extension finita algebraica de cuerpos, considere que si p es una L-
representacion, llamamos al conjunto {p” : 0 € Gal(L/K)} la clase de Galois de L sobre K
de p. El conjunto de L-representaciones irreducibles de G se particiona en estas clases de Galois,
hablamos de un representante de las clases de Galois cuando se considera un representante por

cada una de estas clases.

Para el procedimiento que sigue, consideramos L = Q(&yx—1) y K = Q(&yr-2), con k bajando desde

k = n hasta k = 2 en cada paso.

Algoritmo 5.5. Procedimiento para la construccion explicita de K-representaciones irreducibles
a partir de las L-representaciones irreducibles de G, con L extension finita algebraica de K.
Entrada: El conjunto U constituido por un representante 6 por cada Jrbita de Galois, para
Gal(L/K), de representaciones irreducibles.

Salida: Las representaciones irreducibles sobre K.

Procedimiento:
1. Tome 0 € U, luego es irreducible y definida sobre Q(&an-1).

2. Si 0 estd definida sobre Q(€yx—2), 0 un cuerpo K de grado menor sobre Q, no hace nada

pues 0 ya estd definida por matrices con coeficientes en el cuerpo buscado.
3. Si no, entonces

= Realice la transformada a K para K = Q(&x-2) a 0 usando la base B = {1,&x-1}.

= Obtenga la representacion K(0) con coeficientes en K, para K = Q(Egr—2).

4. Repita el procedimiento con cada 6 € U.

Demostracion. El algoritmo comienza seleccionando entre las representaciones irreducibles sobre
L := Q(&3%-1), cada una en una orbita de Galois distinta, considerando el grupo de Galois
Gal(Q(&26-1)/Q(&ar-2)), para obtener todas las representaciones irreducibles sobre Q(&3:-2) no

equivalentes entre si.

Como el grupo de Galois de la extension Q(&yr-1)/Q(&ax-2) es el grupo de orden 2 que contiene
al automorfismo que envia k-1 a —&yk—1, una base apropiada para realizar la transformada es la
base 8 = {1,&x-1}. El Teorema 3.5 nos asegura que las representaciones obtenidas en cada paso

son irreducibles. O

Observe que el algoritmo comienza seleccionando una de las 3-2" %43 representaciones irreducibles
sobre L = Q(&3n-1), cada una en una orbita de Galois distinta, considerando el grupo de Galois
Gal(Q(&2n-1)/Q(&3n-2)), para obtener representaciones irreducibles sobre Q(&,n-2) no equivalentes

entre si.
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Una vez que tenemos este conjunto de representaciones, cambiamos los cuerpos, por lo tanto el
grupo de Galois, al paso inferior. Es decir, L = Q(&3n-2) , K = Q(&n-3) v el grupo de Galois
ahora es Gal(Q(&an—2)/Q(&n-3)) y encuentra las representaciones irreducibles sobre Q(&yn-3) y asi

sucesivamente hasta Q.

Para ilustrar como funciona el Algoritmo 5.5, obtenemos las representaciones irreducibles en los

distintos cuerpos intermedios para Q(2%).

Ejemplo 5.6. Sea G = Q(2%) el grupo cuaternio de orden 16. En este caso n = 4 y G tiene
3 + 2772 = 7 representaciones irreducibles complejas, todas realizables en Ly = Q(&) Como
antes, G tiene cuatro representaciones irreducibles de grado 1 definidas sobre Q que mandan los

generadores a (1) y (—1). Las otras representaciones irreducibles estin dadas por

§ 0 0 1
Os:x— & I R s
0 & (=1 0
con s € {1,2,3}.

Para encontrar las representaciones irreducibles sobre Q(i), ya tenemos las cuatro definidas sobre

i

Q y la representacion que envia x a , falta una mds, para eso escogemos la representacion
—1i
) s 0 ‘
ue envia T a ocuparemos el Algoritmo 5.5 con la base 8 = {1,&g} entonces con esto
1 )
€s

la representacion estd dada por

0« 0 O 0 0 1 0

1 0 0 O 0 0 0 1
x> , Y

0 0 0 1 -1 0 0 0

0 0 — 0 0 -1 0 O

y las representaciones de Q ya las calculamos anteriormente. Y serdn las cuatro representaciones

de dimension uno y dos representaciones mds que estan dadas por

0 -1 0 O 0 010

1 0 0 0 0 0 01
pP1L T — y Y=

0 0 1 1 0 0 O

0 -1 0 01 00
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000 -1 0 0O00O0 0 0 0 0 1.0 0 O
1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 01 0 O
01 0 O 0 0 0 O 0 0 0 0O 0 0 1 0
0 01 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
P2 X y Y
0 0 0 O 0 1 00 -1 0 0 0 00 0 O
0 0 0 O 0 0 1 0 0 -1 0 0O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 1 0 0O -1 0 0 0 0 O
000 0 -1 000 0 0 0 -1 0 0 0 O
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