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una familia de funciones elipticas de orden cuatro. Para el
caso de reticulas cuadradas, rectangulares y triangulares, de-
terminamos parametros para los cuales el conjunto de Fatou
es vacio, consta de una componente atractora, o bien consta

de una componente parabolica.
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1. Introducciéon

De la periodicidad de las funciones elipticas, sabemos que el conjunto de valores singulares es un
conjunto finito, en otras palabras, toda funcién eliptica pertenece a la llamada clase de Speiser
o clase S. De los resultados de Eremenko y Lyubich [5] se sigue que tales funciones exhiben un
comportamiento dinamico similar al de las funciones racionales: no existen dominios errantes ni

dominios de Baker.

La iteraciéon de funciones elipticas ha sido objeto de estudio en las ultimas décadas. Los trabajos
[7] v [16] son considerados pioneros en el estudio y ahora existe una vasta literatura sobre el tema,

mencionamos los trabajos [6-10,13-17,19] como referencias.

La mayoria de los trabajos se enfocan en estudiar funciones elipticas que estan directamente re-
lacionadas con la funcién p de Weierstrass asociada a ciertas reticulas particulares. Este estudio

estd orientado en la misma direccion.

En el presente trabajo se estudia la familia paramétrica de funciones elipticas definidas por Fj .(z) =
(pa(2))? + ¢, para ¢ € C, donde p, denota la funcion eliptica de Weierstrass (véanse las secciones
2.2y 2.3). En [13], la familia mas general f,, o (z) = (pa(2))™ + ¢ es estudiada, obteniendo valores
particulares de parametros para los cuales el conjunto de Fatou de la funciéon correspondiente es un
conjunto vacio. Y en [11] el caso n = 1 ha sido estudiado obteniendo resultados similares. Ahora
buscamos extender algunos de los resultados obtenidos en [11] de la familia fi 4 .(2) = pa(z)+ca
nuestra familia. Ademas, utilizando algunos de los resultados en [8] podemos obtener parametros

para los cuales la funcién correspondiente presenta una dindmica prescrita.

La organizacién del escrito es la siguiente. En la Seccién 2 presentamos los preliminares de la teoria
de iteracion de funciones meromorfas, los fundamentos de las funciones elipticas y en particular
algunas propiedades de la funcién g,. La familia Fi . es definida en la Seccién 3 y los primeros
resultados son presentados. En la Seccién 4 construimos algunos pardmetros con dinamica prescrita.
Finalmente, en la Seccion 5 consideramos deformaciones quasi-conformes simples de funciones

elipticas.

2. Teoria preliminar

2.1. Teoria de Fatou y Julia para funciones meromorfas

Denotemos por C = C U {oo} a la esfera de Riemann y sea f : C — C una funcién meromorfa
trascendente. La iteracion de la funciéon f genera una dicotomia en la esfera de Riemann. El
conjunto de Fatou, denotado por F(f), esta compuesto por los puntos z € C para los cuales existe

una vecindad en la que la sucesion de iteradas { f™},>¢ esta bien definida y es normal en el sentido
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de Montel. El conjunto de Julia, denotado por J(f), consiste en el complemento del conjunto de
Fatou en la esfera de Riemann. Si f posee al menos un polo que no es un valor omitido, el conjunto

de Julia esté determinado por la siguiente relacion

T = r(e0).

n>0

Un punto zy € C es llamado periddico si existe un p > 1 tal que fP(z9) = zo. Al minimo p con
esta propiedad, se le llama periodo de zy y el conjunto {zq, f(20),---, fP"*(20)} es llamado el p-
ciclo de zg. Si p = 1, zg es un punto fijo. El multiplicador de un punto p-periédico estd dado
por la derivada (f7)'(29). El multiplicador proporciona informacién dindmica local de los ciclos
periddicos. Decimos asi que un punto p-periodico es atractor, repulsor o neutro si |(fP)'(zq)| es
menor, mayor o igual a 1, respectivamente. Si (f?)'(z9) = 0, 2o es llamado super-atractor y si el
multiplicador es una raiz de la unidad, el ciclo es llamado parabdlico. Es un hecho conocido que el

conjunto de puntos peridédicos repulsores es denso en el conjunto de Julia.

De la definicion, el conjunto de Fatou es abierto en C. Ademaés, tanto F(f) como J(f) son com-
pletamente invariantes. Sea U C F(f) una componente conexa. Decimos que U es pre-periddica si
existen m > n > 0 tales que f™(U) = f™(U). Sin =0, U es una componente periddica de periodo
p=m—mn,ysim =1, U es llamada una componente invariante. Una componente que no es
pre-periodica, es llamada un dominio errante. Analogo al caso racional, existe una clasificacion de
las componentes periddicas de una funcién meromorfa trascendente, aunque en el contexto tras-
cendente aparece un nuevo tipo de componente periddica de Fatou que no existe para funciones
racionales, los llamados dominios de Baker. U C F(f) es un dominio de Baker de periodo p, si
existe un punto zg € 9U tal que f™P(z) — 2o cuando n — o0, pero fP(zp) no esta definido. En

particular, si p = 1 tenemos que zg = 00 € C.

Denotemos por Crit(f) al conjunto de puntos criticos de la funcion f. Ademas de los valores
criticos, en el contexto meromorfo existen otros puntos en C, en los cuales la rama inversa f—!
puede no estar bien definida. Un punto w se denomina un wvalor asintdtico para f si existe una
trayectoria « : [0,00) — C tal que lim; oo a(t) = 00 y limy 0o f(a(t)) = w. Definimos asi el
conjunto singular de f, denotado por sing(f~!), como el conjunto de valores criticos y valores
asintoticos de f. Existe una fuerte relacion entre cuencas atractoras o parabolicas y el conjunto
singular de f. Si C = {Uy,Ux,...,Up—1} es un p-ciclo de componentes atractoras o parabolicas,
entonces U; Nsing(f~') # () para algin 0 < j < p. Si C es un ciclo de discos de Siegel o anillos de
Herman, entonces 0U; C P(f) para todo 0 < j < p, donde P(f) denota el conjunto post-singular

el cual esta dado por

P(f) = | f(sing(f71)).

n>0



CUBO

Dinamica de la familia (p(2))% + ¢ 311

27, 2 (2025)

Una descripcion mas detallada de los resultados en iteracion de funciones meromorfas se puede

encontrar en [1,2] para funciones meromorfas en general y en [7,8,10] para funciones elipticas.

2.2. Funciones elipticas

Existen varias formas de definir una funcién eliptica. En el presente trabajo, consideramos la
definicion mas simple que se basa en una propiedad de periodicidad. Siendo el conjunto de periodos,

una reticula en el plano complejo.

Definicion 2.1. Una reticula A de numeros complejos, es un subconjunto de C con dos propieda-
des:

1. A es un grupo aditivo.

1. Las mormas de los elementos distintos de cero, estin acotadas por abajo, es decir, existe

kEeR, k>0, tal que |\| > k para todo A € A\ {0}.
Existen tres tipos de reticulas:

i. Trivial: consiste solo del cero.

ii. Simple: consiste de todos los miltiplos enteros de un solo elemento generador, que es tnico

salvo el signo.

iii. Doble: consiste de todas las combinaciones lineales con coeficientes enteros de dos elementos
generadores A1 y Ao, cuya razon es no real. Estos generadores no son dnicos; si A\; y Ag

generan A, también lo hacen
1=PM A2, Ay =7TA+s)
donde p, ¢, r, s son enteros con pr — qs = 1.

Es usual elegir el orden de A1 y Ay de tal manera que Im(A2/A1) > 0. En lo sucesivo, consideraremos
reticulas de tipo doble con esta propiedad. Asi, si A es una reticula doble, generado por A\ y Ao,
entonces

A=A, 2] ={mA +nXy: m, n€Z}.

Definicion 2.2. Un subconjunto P C C cerrado y conexo es una region fundamental para A si
para cada z € C, P contiene al menos un punto en la misma A-orbita de z y no existen dos puntos
en el interior de P en una misma A-drbita. Si P es un paralelogramo, es llamado un paralelogramo

periodo para A.
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Los puntos reticula, son los vértices de un patréon de paralelogramos que llenan todo el plano y

cuyos lados pueden ser tomados como cualquier par de generadores.

2.2.1. Formas

Dada una reticula A = [A1, \2], su apariencia en el plano complejo, est4 determinada por la razon
T = A2/A1 (por convencion, elegimos los generadores de tal manera que Im(7) > 0). Es usual
referirse al tipo de reticula por la forma del paralelogramo periodo correspondiente. Si A es una
reticula y £ # 0 es un ntimero complejo, kA denota el subconjunto de valores kX, A € A. Esta
también es una reticula, que es llamada similar a A; la similitud es una relacion de equivalencia
entre reticulas y a una clase de equivalencias se le llama la forma de la reticula. Como ejemplo,

dado que A; # 0, la reticula A, = [1, 7] es similar a la reticula A = A\ A,

Sin embargo, si los generadores de una reticula arbitraria A no son especificados, el valor 7 no
estd determinado de manera tnica. La accién del grupo modular cldsico I' actuando en el semi-
plano superior brinda la relacion entre las posibles elecciones de 7 para una sola forma de reticula.
Entonces cada forma de reticula esta representada por un solo punto en una regién fundamental
del grupo I'. La region fundamental primitiva del grupo modular I" se muestra en la Figura 1 y

esta definida por

B = {Im(T) > 0, f% < Re(r) < %, |7] > 1, con |7| > 1si Re(r) > 0}. (2.1)

1.5

0.5

-1 -0.5 0.5 1

Figura 1: La region fundamental B.
Definicién 2.3. Sea A = [\, A2] una reticula.

(1) A es rectangular real si los generadores pueden ser elegidos (bajo similitud) como A1 € R y

Ao € iR.

(2) A es rombica real si los generadores pueden ser elegidos (bajo similitud) como complejos

conjugados, i.e. Ay = \i.
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(3) A es cuadrada si A = iA.

(4) A es triangular si e2™/3A = A. En este caso el paralelogramo periodo consta de dos tridngulos

equildteros.

En cada caso (1)—(3), el paralelogramo periodo con vértices en 0, A1, A2 ¥ A1 + Ao puede ser elegido

como un paralelogramo rectangular, rombico o cuadrado respectivamente.

Lema 2.4 ([7]). A es una reticula triangular si y solo si A = [Ne™/3, X\e=™/3], para algin \ € C,
A0,

Toda reticula satisface A = —A, los tnicos casos donde A = kA, con k # +1, son las reticulas

cuadradas (A = iA) y las reticulas tridngulares (A = wA, donde w?® = 1).

Definicion 2.5. Sea f: C — C una funcién meromorfa. Decimos que f es una funcion eliptica
si f es periddica con respecto a una reticula A. Equivalentemente, [ es periddica de periodo A si

f(z+X) = f(2), para todo z € C y todo A € A.

2.3. La funcién p de Weierstrass

Nos referimos a [4,7,8] para mayor informacion sobre resultados y propiedades de la funciéon p de

Weierstrass.

Dada una reticula A arbitraria, el ejemplo tipico de una funcion eliptica con respecto a A es la

funcién p de Weierstrass, definida por

1 1 1
=5+ 2 (e w)
weA\{0}
¢ es una funcion eliptica par con polos de orden 2. Ademas, la derivada @’ es una funcion eliptica

impar de orden 3, periodica con respecto a A. Ambas funciones estan relacionadas por la ecuacion

diferencial

(94 (2))% = 4(pa(2))® — g2pa(2) — g3, (2.2)

donde g2(A) = 60 Z,\eA\{O} Aty g3(A) = 140 Z,\EA\{O} A0 Si g2(A) = g2(A') ¥ g3(A) = ga(A)
para reticulas A y A, entonces A = A’. Por lo que g2(A) y g3(A) son llamados invariantes de la
reticula A. Ademés, si go, g3 € C son tales que g5 — 27g3 # 0, entonces existe una reticula A con
g2 = g2(A) vy g3 = g3(A) como sus invariantes. Para A, = [1, 7], las funciones g;(7) = ¢;(A,) son

funciones de 7 analiticas en el semi-plano superior Im(7) > 0.

Los invariantes go y g3 cumplen la siguiente propiedad de homogeneidad con respecto a reticulas

similares.
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Lema 2.6 ([8]). Para reticulas A y A’, tenemos que A’ = kA, para algin k € C\ {0} si y solo si
g2(A") = k™ "g2(0) y o g3(A) =k "Cgs(A).

Una reticula A es llamada real si A = A := {\: A € A}. Aqui, Zz denota el conjugado complejo de

z € C. Tenemos la siguiente caracterizacion para reticulas reales.

Proposicion 2.7 ([12]). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es un reticula real;

2. pa(2) = pa(2);

3. 92,93 € R.

Sean A y k € C\ {0}, al sustituir & en la definicion correspondiente de las funciones pp vy ora se

obtiene la siguiente propiedad de homogeneidad
1
o (kz) = ﬁpl\(z), Vz e C. (2.3)

Observacion 2.8. Mencionamos un par de propiedades adicionales que relacionan los puntos

criticos, los valores criticos y los invariantes de una funcion de Weierstrass para una reticula A

figa.

1. Para toda reticula A = [A1, Aa], pa tiene una infinidad de puntos criticos simples, uno en
cada punto medio de la reticula. Denotamos este conjunto por Crit(pa) = {w1,we,ws} + A,

donde

2
w1 =—7, We=-—7 Y W3=wi+ws.

2. Sabemos que pp mo contiene valores asintdticos finitos, por lo que el conjunto singular de la
funcion pp estd dado por los valores criticos w = pp(c), ¢ € Crit(pa). De la periodicidad de

pA, el conjunto singular es finito y consta de los valores:
er=pa(w1), e2=pn(wz) y e3=pa(ws). (2.4)

3. Dado que los e; son soluciones distintas a la ecuacion (2.2), al factorizar e igualar, obtenemos

las siguientes relaciones:

ey + e + €3 = 0, ei1€3 + e1e2 + ege3 = — €1€2€3 = % (25)

92
4 )
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2.4. p(z) y reticulas triangulares

Los siguientes resultados relacionan las formas de las reticulas con los valores criticos de pj, véase
[4,7]. Sea p(x) = 423 — gz — g3 el polinomio asociado a A por (2.2) y definase A = g3 —27g% como

su discriminante.

Proposicion 2.9 ([4]). Sea A una reticula real.

» Si A es cuadrada, g3 = 0 y las raices de p son 0, £,/g2/2. Asi e1 = \/92/2 y e = —e7.

w Si A es triangular, go = 0 y las raices de p son las raices cibicas de g3 /4 siendo todas distintas
de cero. Entonces ey, e, e3 tienen el mismo mddulo y e; € R para algin i = 1,2,3 si y solo

st g3 € R.

La simetria de las reticulas esta reflejada en el comportamiento del conjunto post-critico.

Proposicion 2.10 ([7]). Sea A una reticula real.

» Si A es cuadrada, P(pp) incluye al punto al infinito y e3 € J(pa). De hecho, P(pp) =

Unso 93 (€1) U{ez2,0,00}. Por lo que dicho conjunto estd determinado por la drbita de e;.

» P(pa) estd contenido en tres conjuntos positivamente invariantes: el conjunto o = |J o’ (e1),

2mi/3 4mi/3

y los conjuntos e aye a. (Estos conjuntos no son necesariamente disjuntos.)

2.5. El conjunto de Fatou

Los siguientes resultados clasifican todas las posibilidades del conjunto de Fatou para la funcién

de Weierstrass con reticulas triangulares y cuadradas, respectivamente.

Proposicion 2.11 ([8]). Para toda reticula triangular A = [\, e2™/3 )], uno de los siguientes casos

debe ocurrir:

1. J(pa) =C.

2. Para algin periodo p y algun multiplicador p, 0 < p < 1 existen exactamente tres ciclos

periddicos (super)atractores o parabdlicos en el conjunto de Fatou de periodo p y multiplicador

L

3. Euiste exactamente un ciclo periddico (super)atractor o parabdlico en el conjunto de Fatou

que contiene los tres valores criticos.

4. Los unicos ciclos de Fatou son discos de Siegel.
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Proposicion 2.12. Para una reticula cuadrada A, uno de los siguientes casos ocurre:

~

1. j(pA) =C.
2. Euxiste exactamente un ciclo periddico (super)atractor o parabdlico del conjunto de Fatou.

3. Los tnicos ciclos periddicos de Fatou son discos de Siegel.

La siguiente definicién sera utilizada al estudiar las familias paramétricas p3 + ¢, ¢ € C y A una

reticula.

Definicién 2.13. Dos funciones elipticas f = fa y g = gas sobre reticulas A y A’ respectivamente,

son conformemente conjugadas si existe una aplicacion ¢(z) = az+, a # 0 tal que fop = dog.

3. La familia F) .(2) = (pa(2))* + ¢

En este trabajo buscamos extender algunos de los resultados obtenidos en [8] y [11] para la familia
Fj ¢, definida por
Fye(2) = (pa(2)* +c, (3.1)

donde ¢ € C y A es una reticula real. Dado que F} . = 2p, - ¢y, se cumple
Crit(F,.) = Crit(pa) U {p;"(0)}.

y los valores criticos estan dados por v; = €3 +c¢, vg = €3 +c¢, v3 = €3+ ¢y v4 = c. De las relaciones

en (2.5), tenemos la siguiente relacion

A
V1 +1)2+1}3+U4:4C+%. (32)

Para cada reticula fija A, decimos que la familia holomorfa de aplicaciones meromorfas F}j ., para-
metrizada sobre ¢ € A C C es reducida si para todo ¢ # ¢’ en A, Fa . y Fa  no son conformemente
conjugadas. Siguiendo las ideas en [11], probamos que es suficiente restringirse a un paralelogramo

periodo P como una familia reducida.

Proposicién 3.1. Dada una reticula A si Fj .(2) = (pa(2))? + ¢, entonces para todo X\ € A, Fi .

es conformemente conjugada a Fy cyx.

Demostracion. Un calculo directo muestra que p(z) = 2z — A es una conjugacion conforme entre

Frey Faceqn. O

La siguiente identidad, probada en [7], seré ttil en el resto de esta seccion.
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Teorema 3.2. Sea A una reticula arbitraria y u € C. Para cada i = 1,2,3, tenemos

pa(utw;) = : gAe(jZ)(e_i ;61@) +eu (3:3)

A continuacién mostramos algunos resultados analogos a [11, Seccion 3|. Nos restringimos a un

paralelogramo periodo P.

Teorema 3.3. Sea A una reticula. Si c y ¢’ pertenecen al interior de un paralelogramo periodo P

para A, entonces Fp c y Fa,oo no pueden ser conformemente conjugados.

Demostracion. Para simplificar la demostracion, omitiremos A de la notacién. Supongamos que
(F.op)(2) = (po Fu)(z) para todo z € C. Dado que la conjugacion debe fijar el punto al infinito,
tenemos que p(z) = Az + B, para algunos A, B € C con A # 0. Por otro lado, dado que 0 es
un polo de ambas funciones elipticas, ©(0) = B debe ser un polo de F,, por lo que B = )¢ € A.
Ademas, ¢ debe enviar polos en polos de manera inyectiva, asi que A = p(A) = AA + Ao, lo que
implica que AA = A — )\o = A. Anilogamente, para ¢~ !, tenemos que A~'A = A. Por lo que
AFA = A para todo k € Z, lo que implica que |A| = 1 y A = €2™/P para algtn p € N. Entonces

e?™/P A = A. De los resultados en [18], tenemos que si e2™/P = A # 1 entonces p = 2,3,4 o 6.

Ahora bien, dado que ¢ envia los valores criticos de F,s en los valores criticos de F, tenemos
c=(d)=Ac + Xo. (3.4)
Calculando las composiciones en la conjugaciéon, tenemos por un lado

Fac(p(2)) = (pa(Az + B))? + ¢ = (pa(A2))* + A + Ao

@(Fae(2) = Alpa(2))® + Ad + o,
para todo z € C. Igualando ambas composiciones y usando la homogeneidad tenemos

Apa()” = (9a(42))” = 5 (pa ()

Lo que implica que A% = 1, i.e., A = ¢*™/? con p = 5, lo que contradice las opciones de p. Se
sigue que A = 1. Finalmente, B = A\g = 0 ya que ¢ y ¢’ estén en el interior de un paralelogramo
periodo. Por lo que ¢ = Id, contradiciendo la conjugacion. Con esto concluimos la demostraciéon

del resultado. O
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Proposicion 3.4. Dada una reticula arbitraria A, z € C y cualquier punto w € Crit(pya ), entonces

tenemos que w+z € J(Fa) si y solo siw —z € J(Fp ).
Demostracion. Del Teorema 3.2 y Crit(Fy .) = Crit(pa) U {p,'(0)}, se sigue que
Frelw+2) = (palw+2)2 +c= (pa(w —2))* + ¢ = Fp o(w — 2). O

Lema 3.5. Si A es una reticula real y ¢ € C es algun pardmetro fijo, entonces Fy . es anti-

conformemente conjugado a F .

Demostracion. Un calculo directo muestra que n(z) = Z es una conjugacion. O

4. Parametros con dinAmicas predeterminadas

En la presente seccién, mostraremos valores de pardmetros especificos en la familia F . para los

cuales se cumplen algunos de los casos en las proposiciones 2.11 y 2.12.

Proposicion 4.1. Sea A" una reticula real tal que X' /2 es el punto critico real positivo mds pequerio
y e, es el valor critico real mds grande. Sim es cualquier entero impar y k = </2e,./(mN') (tomando

la raiz real), entonces para

!/ !
A= kA g C:mk)\ (1_mk)\>7
2 2

g ‘ o mkN
la funcion Fy . tiene un punto fijo super-atractor zp = 5

Demostracion. Del Lema 7.2 en [8], sabemos que zg es un punto fijo stiper-atractor para g, . Luego,

mk\ mkN mkN
Fae(20) = (pa(20))* + <1 — ) - .

2 2 2

Dado que Fy . = 2p, - @}, se sigue que Fjy .(20) = 0, lo que demuestra la proposicion. O

Consideramos la siguiente normalizaciéon para reticulas triangulares.

Definicién 4.2. Denotamos por A = [, 62”/3)\], con A > 0, a la reticula con invariantes go = 0

y g3 = 4. A es llamada la reticula triangular estandar.

Teorema 4.3 ([8, Teorema 8.3]). Sea A la reticula triangular estindar. Para todo m,n € Z, si

) 1/3
k= .
((/\/2) +mA + n)\ezm/3> ’
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entonces ) = kA tiene exactamente tres puntos fijos super-atractores. Estos pardmetros se localizan

en gs(Q) = 4(A/2 + mX + nXe2™/3)2,

Denotamos por ¢y a uno de los puntos fijos siper-atractores del teorema anterior.

Proposicion 4.4. Sean A, k y Q como en el Teorema 4.3 y sea ¢y uno de los puntos fijos super-

atractores de la funcion de pq. Entonces la funcion

Fo e (2) = (pa(2))? + co(1 = co),
tiene un punto fijo super-atractor en z = cg.

Demostracion. Por el Teorema 4.3, tenemos que pq(co) = ¢o con g (co) = 0. Asi, sustituyendo en

la forma de Fo ., tenemos
Fo co(co) = cg +¢o(1 = ¢o) = co, y F@CO (co) =0.
O

Finalmente, mostramos parametros en el caso de reticulas cuadradas con puntos stuper-atractores.

Definiciéon 4.5. Denotamos por A = [A\,i}\], con A > 0, a la reticula con invariantes go = 4 y

g3 = 0. A es llamada la reticula cuadrada estandar.

Teorema 4.6 ([8], Teorema 9.3). Sea A la reticula cuadrada estindar. Si

1 1/3
k= (()\/2)+m)\+n)\i) ’

(tomando cualquier raiz compleja), si Q = kA entonces pq tiene un punto fijo siper atractor. Estos

pardmetros estdn localizados en g2(Q) = 4(\/2 + mX + niX)*/3.

Proposicion 4.7. Sean A, k y Q como en el Teorema 4.6. Denotemos por ¢y al punto fijo siper-

atractor de pq. Entonces la funcion
Fo,co(2) = (pa(2)) + co(1 = co),
tiene un punto fijo super-atractor en cg.

Demostracion. El resultado se sigue al sustituir ¢y en Fo ., y su derivada. O
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5. Deformaciones lineales

Finalmente, en esta seccién mostramos que es posible obtener funciones elipticas de orden 4 con
dindmica prescrita analogas a aquellas descritas en la seccién anterior, por medio de deformaciones

quasi-conformes lineales.

5.1. Campo de funciones elipticas para una reticula dada

Fijemos una reticula A arbitraria. Es conocido que el conjunto de funciones meromorfas constituye

un campo (anillo con division conmutativo).

Por un lado, un célculo directo muestra que la suma, la resta y el producto de cualesquiera dos
funciones elipticas con periodos A, asi como el reciproco de cualquier funcion eliptica no cero,
son de nuevo funciones elipticas con respecto a A. Por otro lado, como subconjunto del campo de
funciones meromorfas, la suma y la multiplicacion estan sujetas a las leyes usuales (conmutatividad,
asociatividad y distributividad). En consecuencia, el subconjunto de funciones elipticas con respecto

a A constituye un (sub)campo, el cual se denota por:

EN)={f:C— C : f es eliptica de periodo A}

5.2. Aplicaciones quasiconformes
Dado que nos interesa solo el caso en que las transformaciones a conjugar sean de tipo lineal,
daremos una descripcion de las aplicaciones quasi-conformes solo de este tipo. Véase [3].

Consideremos a Cg como el plano cartesiano visto como R-espacio vectorial. Toda aplicacién R-

lineal L : Cg — Cg puede ser escrita usando coordenadas (z, z), en la forma
L(z) = az + bz, a, b,z € C.

Nos restringimos a aplicaciones R-lineales que son invertibles y preservan orientacion, i.e., |a| > |b].

b
Definimos el coeficiente de Beltrami de L como u(L) = — y denotamos por § € R/(7Z) el argu-
a

mento medio de p(L), tenemos asi

Notese que u(L) € D cuando L preserva orientaciéon y que L es holomorfa si y solosi b =0siy

solo si u(L) = 0.
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Definimos la dilatacion K(L) de L por

Lt lul  la]+
K(L) = =
L= T2 = o=

y la dilatacion compleja de L como el coeficiente de Beltrami p(L).

Siguiendo las definiciones en [3], tenemos entonces que L es una aplicacion (lineal) quasi-conforme
sobre el plano complejo. Ademés, es un hecho conocido en la literatura de aplicaciones quasi-

conformes que si ¢ es quasi-conforme y f es una funcién holomorfa, entonces
=¢ofo -1
g - d) d) )

es una funcion holomorfa en los dominios de definicién correspondientes.

5.3. Conjugaciéon

A lo largo de esta dltima seccion, para A en el semi-plano superior H, denotamos por A := [1, A].

Ahora bien, sea f € E(A), y para p € D tomamos ¢ € QC((@), dado por

zZ+ pz

o) = L

Tenemos asi que ¢ fija 0,1 e co. Estamos interesados en estudiar el conjunto de funciones

g(2) = (o fod )(2),  feE(A).
En particular, nos interesa dar respuesta a las siguientes preguntas:
» ;Es ¢(A) = A’ una reticula?
= En caso afirmativo, ;g € E(A)?

= ;Qué propiedades tiene g con respecto a f como funcion eliptica?

Lema 5.1. Sea A = [1,7], con 7 € H, una reticula. Entonces ¢(A) = A’ es una reticula con

AN =[1,7] = o(r).

Demostracion. Para verificar que A’ es efectivamente una reticula, debemos probar que las dos

propiedades se cumplen.

i. A’ es un grupo aditivo.

ii. 3k € R, k> 0 tal que |\| > k para todo A € A’ — {0}.
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Dado A = [1, 7], definimos A; = ¢(1) = 1y A2 = ¢(7) = TEET . Asi, dada la linealidad de ¢, vemos
1+p
que

N=[17={n+mr" :nmelZ, " =¢(r)}
Lo que prueba que A’ es de hecho un grupo aditivo.

Sea h(n,m) = [A]*> = (n — 7,m)? + m?72, donde 7" = 7, + ir,. Calculando los puntos criticos,
vemos que (ng,mg) es punto critico, si y solo si ng = mg = 0, lo que implica que A = 0, o bien,
ng = mo7,. Permitiendo solo que n,m € Z, vemos que h(n,m) tiene un minimo con respecto a
Z, lo que implica que A’ tiene un minimo distinto de cero. Se sigue que A’ es efectivamente una

reticula.

Veamos ahora que ¢(A) es de hecho una reticula doble. Para ello, no es dificil ver que, para que

A’ sea una reticula simple, basta que 7 € R. Si este fuera el caso, tendriamos que:

T+ puT
= a , o(r)=reR,
1+p
despejando p tenemos
T—7T
= —
r—T
lo que implica que
T—r
|u| = — | = 1’
r—T

lo que contradice la elecciéon de p. Luego A’ es una reticula doble.

Veamos que ¢(7) = 7/ € H. Sabemos que Im(7') = (7' — 7’), entonces

e <T+m> _ D) +7) - F+pr)(1+p)

T —7 =
1+p 1+ p 11+ p)?
_ TR AT A pPT = F A Tp A AT A uPr) (1= [uP) (- 7)
1+ pf? 1+ pf?
1— 2
2im(r') = ‘“'221‘ Im(7)
11+ pl
1 — _ 1—u?
Luego, Im(7/) = — (7' — 7/) = > 0. O
uego, Im(7") 2Z_(T 7' e m(7)

Lema 5.2. Sean A =[1,7] y f € E(A). Si

g(z) = (9o fop™h)(2),

entonces g € E(A'), con 7" = ¢(7).
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Demostracion. Tenemos que ¢ es una aplicacion lineal, por lo que su inverso, ¢!, debe también

ser una aplicacién lineal. Asi, calculando la composicion:

glz+1) = (o fop ) (z+1) = (g0 )@ (2) +¢7 (1)) = (o /)& (2) +1)
= ¢(f(67(2)) = (9o foo™h)(2) = g(2).

De igual forma

gz + 1) = (90 fod ™)z + )= (b0 f)¢7 (2) + ¢~ (7)) = (9o )97 (2) +7)
= (60 f)(&7'(2) = &(f(67(2))) = g(2).

Por lo que g es periodica con respecto a A'. O

5.4. Propiedades de la reticula ¢(A) = A’ via ¢

Antes de considerar las propiedades que tiene g como funcion eliptica, analizaremos qué propiedades
tiene A’ como imagen bajo ¢ de la reticula A. Dado que A’ = [1,7'], basta analizar las propiedades

de 7/, con
7_,_7'+u7
1+p

Tenemos asi la aplicacion

¢: DxB — H
T+ ut
1+p

(1, 7) =

De esta manera, tenemos en principio, una aplicacién de dos variables complejas, dificil de visualizar
geométricamente. Una forma de reducir el problema, es analizar la manera en que cambia una
reticula dada bajo una pequena perturbacién con respecto al origen del disco unitario D. Por lo

que, fijando una reticula Ay = [1, 7], restringimos nuestra aplicacion

¢o: Dx{rn} — H

To + 4To
_» .
(:u77—0) 1+ L
Analogamente, despejando p de nuestra aplicacion original 7/ = Tl':_‘;’? podemos obtener el pard-

metro de la deformacidn entre dos reticulas, representadas por 7 y 7/, dado por

-

n= ;=
T -7
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De nuevo, tenemos una aplicacion de dos variables complejas. Considerando la misma restriccion

anterior, podemos fijar un punto base 7y, obteniendo asi

T0— T

Hry = MTO(T/) = 7

Notese que pr, (77) € Aut(@) v que esta aplicacion lleva el eje real en el circulo unitario, ya que si

r € R, entonces
To — T

|tz ()| = =1

r—T0
y como L, (70) = 0, entonces la aplicacion es un isomorfismo conforme entre el semi-plano superior

H y el disco unitario D.

De esta manera, dados dos puntos 79,7’ € H, es posible encontrar una trayectoria en D (que parte

del origen) que genera una trayectoria que conecta a 7y con 7’.

Si traducimos esto a nuestro objeto de estudio, las funciones elipticas, dada f € £(Ag) y una

trayectoria t — y(t) € D con v(0) = 0, entonces, para cada pu; = v(t), la expresion

z+ Uz
L+ pue

9¢(2) = (b, 0 f o d,)(2),  con ¢y, (2) =

)

representa una familia de funciones elipticas, que son deformaciones quasi-conformes de la funcién

f, v ademas cada g; € E(Ay).

5.5. Elcaso f=p

Sean A = [1,7] una reticula y f = pa la funcion de Weierstrass asociada. Queremos analizar el

conjunto
Gy ={9=00pr007": 6 € QUk(T) de tipo lineal
donde cada ¢ es normalizada de tal forma que fija 0,1 e co.

Dado que ¢ es un homeomorfismo que fija 0 e 0o, es claro que los ceros y polos de g son las imagenes
de los ceros y polos (respectivamente) de pa bajo ¢. Y ademaés, el orden se preserva. Por lo que g

es también de orden 2. También, se puede probar que g es una funcion par:

g(=2) = (¢po food™")(=2) = (o f)(~¢7"())
= (60 f)(&7'(2)) = &(f(¢7"(2))) = g(2).
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Figura 2: Se muestran los planos dinamicos con base en los parametros de la Proposicion 4.1.
IZQUIERDA: El plano dinamico de la funciéon p,. CENTRO: El plano dinamico de la funcién
o3 + c. DERECHA: Plano dinamico de la conjugacion g = ¢ o pp 0 ¢!, con ¢ quasi-conforme.

Por otro lado, sabemos que los polos de pa son justamente los puntos de la reticula A. Por lo
que, los polos de g son los puntos de la reticula A’ = ¢(A). Ahora bien, sea wy un cero de p, y
20 = ¢(wp), tenemos

(o pr0d™")(20) = (¢ pa)(wo) = ¢(0) =0,

es decir, si TI(pa) = {p;'(0)} denota el conjunto de ceros de la funcion p,, entonces ¢(II(A)) es

el conjunto de ceros de la funciéon g. No es dificil ver que la implicacién es en las dos direcciones.

De esta manera, dada una reticula arbitraria A’ (no necesariamente real, ni rectangular, ni cua-
drada), podemos encontrar una funcion eliptica g € £(A’) con la dindmica prescrita en cada uno

de los resultados de la secciéon anterior.

La Figura 2 muestra los tres casos asociados a la Proposicién 4.1.
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