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RESUMEN

En este trabajo, examinamos el espacio de parámetros de
una familia de funciones elípticas de orden cuatro. Para el
caso de retículas cuadradas, rectangulares y triangulares, de-
terminamos parámetros para los cuales el conjunto de Fatou
es vacío, consta de una componente atractora, o bien consta
de una componente parabólica.
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ABSTRACT

In this work, we examine the space of parameters of a family
of elliptic functions of order four. For the case of square, rec-
tangular, and triangular lattices, we determine parameters
for which the Fatou set is empty, consists of an attractive
component, or consists of a parabolic component.
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1. Introducción

De la periodicidad de las funciones elípticas, sabemos que el conjunto de valores singulares es un

conjunto finito, en otras palabras, toda función elíptica pertenece a la llamada clase de Speiser

o clase S. De los resultados de Eremenko y Lyubich [5] se sigue que tales funciones exhiben un

comportamiento dinámico similar al de las funciones racionales: no existen dominios errantes ni

dominios de Baker.

La iteración de funciones elípticas ha sido objeto de estudio en las últimas décadas. Los trabajos

[7] y [16] son considerados pioneros en el estudio y ahora existe una vasta literatura sobre el tema,

mencionamos los trabajos [6–10,13–17,19] como referencias.

La mayoría de los trabajos se enfocan en estudiar funciones elípticas que están directamente re-

lacionadas con la función ℘ de Weierstrass asociada a ciertas retículas particulares. Este estudio

está orientado en la misma dirección.

En el presente trabajo se estudia la familia paramétrica de funciones elípticas definidas por FΛ,c(z) =

(℘Λ(z))
2 + c, para c ∈ C, donde ℘Λ denota la función elíptica de Weierstrass (véanse las secciones

2.2 y 2.3). En [13], la familia más general fn,Λ,c(z) = (℘Λ(z))
n+ c es estudiada, obteniendo valores

particulares de parámetros para los cuales el conjunto de Fatou de la función correspondiente es un

conjunto vacío. Y en [11] el caso n = 1 ha sido estudiado obteniendo resultados similares. Ahora

buscamos extender algunos de los resultados obtenidos en [11] de la familia f1,Λ,c(z) = ℘Λ(z)+ c a

nuestra familia. Además, utilizando algunos de los resultados en [8] podemos obtener parámetros

para los cuales la función correspondiente presenta una dinámica prescrita.

La organización del escrito es la siguiente. En la Sección 2 presentamos los preliminares de la teoría

de iteración de funciones meromorfas, los fundamentos de las funciones elípticas y en particular

algunas propiedades de la función ℘Λ. La familia FΛ,c es definida en la Sección 3 y los primeros

resultados son presentados. En la Sección 4 construimos algunos parámetros con dinámica prescrita.

Finalmente, en la Sección 5 consideramos deformaciones quasi-conformes simples de funciones

elípticas.

2. Teoría preliminar

2.1. Teoría de Fatou y Julia para funciones meromorfas

Denotemos por Ĉ = C ∪ {∞} a la esfera de Riemann y sea f : C → Ĉ una función meromorfa

trascendente. La iteración de la función f genera una dicotomía en la esfera de Riemann. El

conjunto de Fatou, denotado por F(f), está compuesto por los puntos z ∈ C para los cuales existe

una vecindad en la que la sucesión de iteradas {fn}n≥0 está bien definida y es normal en el sentido
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de Montel. El conjunto de Julia, denotado por J (f), consiste en el complemento del conjunto de

Fatou en la esfera de Riemann. Si f posee al menos un polo que no es un valor omitido, el conjunto

de Julia está determinado por la siguiente relación

J (f) =
⋃
n≥0

f−n(∞).

Un punto z0 ∈ C es llamado periódico si existe un p ≥ 1 tal que fp(z0) = z0. Al mínimo p con

esta propiedad, se le llama periodo de z0 y el conjunto {z0, f(z0), . . . , fp−1(z0)} es llamado el p-

ciclo de z0. Si p = 1, z0 es un punto fijo. El multiplicador de un punto p-periódico está dado

por la derivada (fp)′(z0). El multiplicador proporciona información dinámica local de los ciclos

periódicos. Decimos así que un punto p-periódico es atractor, repulsor o neutro si |(fp)′(z0)| es

menor, mayor o igual a 1, respectivamente. Si (fp)′(z0) = 0, z0 es llamado súper-atractor y si el

multiplicador es una raíz de la unidad, el ciclo es llamado parabólico. Es un hecho conocido que el

conjunto de puntos periódicos repulsores es denso en el conjunto de Julia.

De la definición, el conjunto de Fatou es abierto en C. Además, tanto F(f) como J (f) son com-

pletamente invariantes. Sea U ⊂ F(f) una componente conexa. Decimos que U es pre-periódica si

existen m > n ≥ 0 tales que fm(U) = fn(U). Si n = 0, U es una componente periódica de periodo

p = m − n, y si m = 1, U es llamada una componente invariante. Una componente que no es

pre-periódica, es llamada un dominio errante. Análogo al caso racional, existe una clasificación de

las componentes periódicas de una función meromorfa trascendente, aunque en el contexto tras-

cendente aparece un nuevo tipo de componente periódica de Fatou que no existe para funciones

racionales, los llamados dominios de Baker. U ⊂ F(f) es un dominio de Baker de periodo p, si

existe un punto z0 ∈ ∂U tal que fnp(z) → z0 cuando n → ∞, pero fp(z0) no está definido. En

particular, si p = 1 tenemos que z0 = ∞ ∈ Ĉ.

Denotemos por Crit(f) al conjunto de puntos críticos de la función f . Además de los valores

críticos, en el contexto meromorfo existen otros puntos en C, en los cuales la rama inversa f−1

puede no estar bien definida. Un punto w se denomina un valor asintótico para f si existe una

trayectoria α : [0,∞) → C tal que ĺımt→∞ α(t) = ∞ y ĺımt→∞ f(α(t)) = w. Definimos así el

conjunto singular de f , denotado por sing(f−1), como el conjunto de valores críticos y valores

asintóticos de f . Existe una fuerte relación entre cuencas atractoras o parabólicas y el conjunto

singular de f . Si C = {U0, U1, . . . , Up−1} es un p-ciclo de componentes atractoras o parabólicas,

entonces Uj ∩ sing(f−1) ̸= ∅ para algún 0 ≤ j < p. Si C es un ciclo de discos de Siegel o anillos de

Herman, entonces ∂Uj ⊂ P(f) para todo 0 ≤ j < p, donde P(f) denota el conjunto post-singular

el cual está dado por

P(f) =
⋃
n≥0

fn(sing(f−1)).
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Una descripción más detallada de los resultados en iteración de funciones meromorfas se puede

encontrar en [1, 2] para funciones meromorfas en general y en [7, 8, 10] para funciones elípticas.

2.2. Funciones elípticas

Existen varias formas de definir una función elíptica. En el presente trabajo, consideramos la

definición más simple que se basa en una propiedad de periodicidad. Siendo el conjunto de periodos,

una retícula en el plano complejo.

Definición 2.1. Una retícula Λ de números complejos, es un subconjunto de C con dos propieda-

des:

i. Λ es un grupo aditivo.

ii. Las normas de los elementos distintos de cero, están acotadas por abajo, es decir, existe

k ∈ R, k > 0, tal que |λ| ≥ k para todo λ ∈ Λ \ {0}.

Existen tres tipos de retículas:

i. Trivial: consiste solo del cero.

ii. Simple: consiste de todos los múltiplos enteros de un solo elemento generador, que es único

salvo el signo.

iii. Doble: consiste de todas las combinaciones lineales con coeficientes enteros de dos elementos

generadores λ1 y λ2, cuya razón es no real. Estos generadores no son únicos; si λ1 y λ2

generan Λ, también lo hacen

λ′
1 = pλ1 + qλ2, λ′

2 = rλ1 + sλ2

donde p, q, r, s son enteros con pr − qs = 1.

Es usual elegir el orden de λ1 y λ2 de tal manera que Im(λ2/λ1) > 0. En lo sucesivo, consideraremos

retículas de tipo doble con esta propiedad. Así, si Λ es una retícula doble, generado por λ1 y λ2,

entonces

Λ = [λ1, λ2] = {mλ1 + nλ2 : m, n ∈ Z}.

Definición 2.2. Un subconjunto P ⊂ C cerrado y conexo es una región fundamental para Λ si

para cada z ∈ C, P contiene al menos un punto en la misma Λ-órbita de z y no existen dos puntos

en el interior de P en una misma Λ-órbita. Si P es un paralelogramo, es llamado un paralelogramo

periodo para Λ.
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Los puntos retícula, son los vértices de un patrón de paralelogramos que llenan todo el plano y

cuyos lados pueden ser tomados como cualquier par de generadores.

2.2.1. Formas

Dada una retícula Λ = [λ1, λ2], su apariencia en el plano complejo, está determinada por la razón

τ = λ2/λ1 (por convención, elegimos los generadores de tal manera que Im(τ) > 0). Es usual

referirse al tipo de retícula por la forma del paralelogramo periodo correspondiente. Si Λ es una

retícula y k ̸= 0 es un número complejo, kΛ denota el subconjunto de valores kλ, λ ∈ Λ. Ésta

también es una retícula, que es llamada similar a Λ; la similitud es una relación de equivalencia

entre retículas y a una clase de equivalencias se le llama la forma de la retícula. Como ejemplo,

dado que λ1 ̸= 0, la retícula Λτ = [1, τ ] es similar a la retícula Λ = λ1Λτ .

Sin embargo, si los generadores de una retícula arbitraria Λ no son especificados, el valor τ no

está determinado de manera única. La acción del grupo modular clásico Γ actuando en el semi-

plano superior brinda la relación entre las posibles elecciones de τ para una sola forma de retícula.

Entonces cada forma de retícula está representada por un solo punto en una región fundamental

del grupo Γ. La región fundamental primitiva del grupo modular Γ se muestra en la Figura 1 y

está definida por

B =

{
Im(τ) > 0, −1

2
≤ Re(τ) <

1

2
, |τ | ≥ 1, con |τ | > 1 si Re(τ) > 0

}
. (2.1)

Figura 1: La región fundamental B.

Definición 2.3. Sea Λ = [λ1, λ2] una retícula.

(1) Λ es rectangular real si los generadores pueden ser elegidos (bajo similitud) como λ1 ∈ R y

λ2 ∈ iR.

(2) Λ es rómbica real si los generadores pueden ser elegidos (bajo similitud) como complejos

conjugados, i.e. λ2 = λ1.
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(3) Λ es cuadrada si Λ = iΛ.

(4) Λ es triangular si e2πi/3Λ = Λ. En este caso el paralelogramo periodo consta de dos triángulos

equiláteros.

En cada caso (1)−(3), el paralelogramo periodo con vértices en 0, λ1, λ2 y λ1+λ2 puede ser elegido

como un paralelogramo rectangular, rómbico o cuadrado respectivamente.

Lema 2.4 ([7]). Λ es una retícula triangular si y solo si Λ = [λeπi/3, λe−πi/3], para algún λ ∈ C,

λ ̸= 0.

Toda retícula satisface Λ = −Λ, los únicos casos donde Λ = kΛ, con k ̸= ±1, son las retículas

cuadradas (Λ = iΛ) y las retículas triángulares (Λ = ωΛ, donde ω3 = 1).

Definición 2.5. Sea f : C → Ĉ una función meromorfa. Decimos que f es una función elíptica

si f es periódica con respecto a una retícula Λ. Equivalentemente, f es periódica de periodo Λ si

f(z + λ) = f(z), para todo z ∈ C y todo λ ∈ Λ.

2.3. La función ℘ de Weierstrass

Nos referimos a [4,7,8] para mayor información sobre resultados y propiedades de la función ℘ de

Weierstrass.

Dada una retícula Λ arbitraria, el ejemplo típico de una función elíptica con respecto a Λ es la

función ℘ de Weierstrass, definida por

℘Λ(z) =
1

z2
+

∑
w∈Λ\{0}

(
1

(z − w)2
− 1

w2

)
.

℘ es una función elíptica par con polos de orden 2. Además, la derivada ℘′ es una función elíptica

impar de orden 3, periódica con respecto a Λ. Ambas funciones están relacionadas por la ecuación

diferencial

(℘′
Λ(z))

2 = 4(℘Λ(z))
3 − g2℘Λ(z)− g3, (2.2)

donde g2(Λ) = 60
∑

λ∈Λ\{0} λ
−4 y g3(Λ) = 140

∑
λ∈Λ\{0} λ

−6. Si g2(Λ) = g2(Λ
′) y g3(Λ) = g3(Λ

′)

para retículas Λ y Λ′, entonces Λ = Λ′. Por lo que g2(Λ) y g3(Λ) son llamados invariantes de la

retícula Λ. Además, si g2, g3 ∈ C son tales que g32 − 27g23 ̸= 0, entonces existe una retícula Λ con

g2 = g2(Λ) y g3 = g3(Λ) como sus invariantes. Para Λτ = [1, τ ], las funciones gi(τ) = gi(Λτ ) son

funciones de τ analíticas en el semi-plano superior Im(τ) > 0.

Los invariantes g2 y g3 cumplen la siguiente propiedad de homogeneidad con respecto a retículas

similares.
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Lema 2.6 ([8]). Para retículas Λ y Λ′, tenemos que Λ′ = kΛ, para algún k ∈ C \ {0} si y solo si

g2(Λ
′) = k−4g2(Λ) y g3(Λ

′) = k−6g3(Λ).

Una retícula Λ es llamada real si Λ = Λ := {λ : λ ∈ Λ}. Aquí, z̄ denota el conjugado complejo de

z ∈ C. Tenemos la siguiente caracterización para retículas reales.

Proposición 2.7 ([12]). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Λ es un retícula real;

2. ℘Λ(z̄) = ℘Λ(z);

3. g2, g3 ∈ R.

Sean Λ y k ∈ C \ {0}, al sustituir k en la definición correspondiente de las funciones ℘Λ y ℘kΛ se

obtiene la siguiente propiedad de homogeneidad

℘kΛ(kz) =
1

k2
℘Λ(z), ∀z ∈ C. (2.3)

Observación 2.8. Mencionamos un par de propiedades adicionales que relacionan los puntos

críticos, los valores críticos y los invariantes de una función de Weierstrass para una retícula Λ

fija.

1. Para toda retícula Λ = [λ1, λ2], ℘Λ tiene una infinidad de puntos críticos simples, uno en

cada punto medio de la retícula. Denotamos este conjunto por Crit(℘Λ) = {ω1, ω2, ω3} + Λ,

donde

ω1 =
λ1

2
, ω2 =

λ2

2
y ω3 = ω1 + ω2.

2. Sabemos que ℘Λ no contiene valores asintóticos finitos, por lo que el conjunto singular de la

función ℘Λ está dado por los valores críticos w = ℘Λ(c), c ∈ Crit(℘Λ). De la periodicidad de

℘Λ, el conjunto singular es finito y consta de los valores:

e1 = ℘Λ(ω1), e2 = ℘Λ(ω2) y e3 = ℘Λ(ω3). (2.4)

3. Dado que los ei son soluciones distintas a la ecuación (2.2), al factorizar e igualar, obtenemos

las siguientes relaciones:

e1 + e2 + e3 = 0, e1e3 + e1e2 + e2e3 = −g2
4
, e1e2e3 =

g3
4
. (2.5)
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2.4. ℘Λ(z) y retículas triangulares

Los siguientes resultados relacionan las formas de las retículas con los valores críticos de ℘Λ, véase

[4,7]. Sea p(x) = 4x3−g2x−g3 el polinomio asociado a Λ por (2.2) y defínase ∆ = g32 −27g23 como

su discriminante.

Proposición 2.9 ([4]). Sea Λ una retícula real.

Si Λ es cuadrada, g3 = 0 y las raíces de p son 0, ±√
g2/2. Así e1 =

√
g2/2 y e2 = −e1.

Si Λ es triangular, g2 = 0 y las raíces de p son las raíces cúbicas de g3/4 siendo todas distintas

de cero. Entonces e1, e2, e3 tienen el mismo módulo y ei ∈ R para algún i = 1, 2, 3 si y solo

si g3 ∈ R.

La simetría de las retículas está reflejada en el comportamiento del conjunto post-crítico.

Proposición 2.10 ([7]). Sea Λ una retícula real.

Si Λ es cuadrada, P(℘Λ) incluye al punto al infinito y e3 ∈ J (℘Λ). De hecho, P(℘Λ) =⋃
n≥0 ℘

n
Λ(e1) ∪ {e2, 0,∞}. Por lo que dicho conjunto está determinado por la órbita de e1.

P(℘Λ) está contenido en tres conjuntos positivamente invariantes: el conjunto α =
⋃
℘n
Λ(e1),

y los conjuntos e2πi/3α y e4πi/3α. (Estos conjuntos no son necesariamente disjuntos.)

2.5. El conjunto de Fatou

Los siguientes resultados clasifican todas las posibilidades del conjunto de Fatou para la función

de Weierstrass con retículas triangulares y cuadradas, respectivamente.

Proposición 2.11 ([8]). Para toda retícula triangular Λ = [λ, e2πi/3λ], uno de los siguientes casos

debe ocurrir:

1. J (℘Λ) = Ĉ.

2. Para algún periodo p y algún multiplicador µ, 0 ≤ µ ≤ 1 existen exactamente tres ciclos

periódicos (super)atractores o parabólicos en el conjunto de Fatou de periodo p y multiplicador

µ.

3. Existe exactamente un ciclo periódico (súper)atractor o parabólico en el conjunto de Fatou

que contiene los tres valores críticos.

4. Los únicos ciclos de Fatou son discos de Siegel.
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Proposición 2.12. Para una retícula cuadrada Λ, uno de los siguientes casos ocurre:

1. J (℘Λ) = Ĉ.

2. Existe exactamente un ciclo periódico (súper)atractor o parabólico del conjunto de Fatou.

3. Los únicos ciclos periódicos de Fatou son discos de Siegel.

La siguiente definición será utilizada al estudiar las familias paramétricas ℘2
Λ + c, c ∈ C y Λ una

retícula.

Definición 2.13. Dos funciones elípticas f = fΛ y g = gΛ′ sobre retículas Λ y Λ′ respectivamente,

son conformemente conjugadas si existe una aplicación ϕ(z) = αz+β, α ̸= 0 tal que f ◦ϕ = ϕ ◦ g.

3. La familia FΛ,c(z) = (℘Λ(z))
2 + c

En este trabajo buscamos extender algunos de los resultados obtenidos en [8] y [11] para la familia

FΛ,c, definida por

FΛ,c(z) = (℘Λ(z))
2 + c, (3.1)

donde c ∈ C y Λ es una retícula real. Dado que F ′
Λ,c = 2℘Λ · ℘′

Λ, se cumple

Crit(FΛ,c) = Crit(℘Λ) ∪ {℘−1
Λ (0)}.

y los valores críticos están dados por v1 = e21+c, v2 = e22+c, v3 = e23+c y v4 = c. De las relaciones

en (2.5), tenemos la siguiente relación

v1 + v2 + v3 + v4 = 4c+
g2(Λ)

2
. (3.2)

Para cada retícula fija Λ, decimos que la familia holomorfa de aplicaciones meromorfas FΛ,c, para-

metrizada sobre c ∈ A ⊂ C es reducida si para todo c ̸= c′ en A, FΛ,c y FΛ,c′ no son conformemente

conjugadas. Siguiendo las ideas en [11], probamos que es suficiente restringirse a un paralelogramo

periodo P como una familia reducida.

Proposición 3.1. Dada una retícula Λ si FΛ,c(z) = (℘Λ(z))
2 + c, entonces para todo λ ∈ Λ, FΛ,c

es conformemente conjugada a FΛ,c+λ.

Demostración. Un cálculo directo muestra que φ(z) = z − λ es una conjugación conforme entre

FΛ,c y FΛ,c+λ.

La siguiente identidad, probada en [7], será útil en el resto de esta sección.
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Teorema 3.2. Sea Λ una retícula arbitraria y u ∈ C. Para cada i = 1, 2, 3, tenemos

℘Λ(u± ωi) =
(ei − ej)(ei − ek)

℘Λ(u)− ei
+ ei. (3.3)

A continuación mostramos algunos resultados análogos a [11, Sección 3]. Nos restringimos a un

paralelogramo periodo P .

Teorema 3.3. Sea Λ una retícula. Si c y c′ pertenecen al interior de un paralelogramo periodo P

para Λ, entonces FΛ,c y FΛ,c′ no pueden ser conformemente conjugados.

Demostración. Para simplificar la demostración, omitiremos Λ de la notación. Supongamos que

(Fc ◦φ)(z) = (φ ◦Fc′)(z) para todo z ∈ C. Dado que la conjugación debe fijar el punto al infinito,

tenemos que φ(z) = Az + B, para algunos A,B ∈ C con A ̸= 0. Por otro lado, dado que 0 es

un polo de ambas funciones elípticas, φ(0) = B debe ser un polo de Fc, por lo que B = λ0 ∈ Λ.

Además, φ debe enviar polos en polos de manera inyectiva, así que Λ = φ(Λ) = AΛ + λ0, lo que

implica que AΛ = Λ − λ0 = Λ. Análogamente, para φ−1, tenemos que A−1Λ = Λ. Por lo que

AkΛ = Λ para todo k ∈ Z, lo que implica que |A| = 1 y A = e2πi/p para algún p ∈ N. Entonces

e2πi/pΛ = Λ. De los resultados en [18], tenemos que si e2πi/p = A ̸= 1 entonces p = 2, 3, 4 o 6.

Ahora bien, dado que φ envía los valores críticos de Fc′ en los valores críticos de Fc, tenemos

c = φ(c′) = Ac′ + λ0. (3.4)

Calculando las composiciones en la conjugación, tenemos por un lado

FΛ,c(φ(z)) = (℘Λ(Az +B))2 + c = (℘Λ(Az))2 +Ac′ + λ0

y

φ(FΛ,c′(z)) = A(℘Λ(z))
2 +Ac′ + λ0,

para todo z ∈ C. Igualando ambas composiciones y usando la homogeneidad tenemos

A(℘Λ(z))
2 = (℘Λ(Az))2 =

1

A4
(℘Λ(z))

2.

Lo que implica que A5 = 1, i.e., A = e2πi/p con p = 5, lo que contradice las opciones de p. Se

sigue que A = 1. Finalmente, B = λ0 = 0 ya que c y c′ están en el interior de un paralelogramo

periodo. Por lo que φ = Id, contradiciendo la conjugación. Con esto concluimos la demostración

del resultado.
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Proposición 3.4. Dada una retícula arbitraria Λ, z ∈ C y cualquier punto ω ∈ Crit(℘Λ), entonces

tenemos que ω + z ∈ J (FΛ,c) si y solo si ω − z ∈ J (FΛ,c).

Demostración. Del Teorema 3.2 y Crit(FΛ,c) = Crit(℘Λ) ∪ {℘−1
Λ (0)}, se sigue que

FΛ,c(ω + z) = (℘Λ(ω + z))2 + c = (℘Λ(ω − z))2 + c = FΛ,c(ω − z).

Lema 3.5. Si Λ es una retícula real y c ∈ C es algún parámetro fijo, entonces FΛ,c es anti-

conformemente conjugado a FΛ,c̄.

Demostración. Un cálculo directo muestra que η(z) = z̄ es una conjugación.

4. Parámetros con dinámicas predeterminadas

En la presente sección, mostraremos valores de parámetros específicos en la familia FΛ,c para los

cuales se cumplen algunos de los casos en las proposiciones 2.11 y 2.12.

Proposición 4.1. Sea Λ′ una retícula real tal que λ′/2 es el punto crítico real positivo más pequeño

y er es el valor crítico real más grande. Si m es cualquier entero impar y k = 3
√

2er/(mλ′) (tomando

la raíz real), entonces para

Λ = kΛ′ y c =
mkλ′

2

(
1− mkλ′

2

)
,

la función FΛ,c tiene un punto fijo súper-atractor z0 =
mkλ′

2
.

Demostración. Del Lema 7.2 en [8], sabemos que z0 es un punto fijo súper-atractor para ℘Λ. Luego,

FΛ,c(z0) = (℘Λ(z0))
2 +

mkλ′

2

(
1− mkλ′

2

)
=

mkλ′

2
.

Dado que F ′
Λ,c = 2℘Λ · ℘′

Λ, se sigue que F ′
Λ,c(z0) = 0, lo que demuestra la proposición.

Consideramos la siguiente normalización para retículas triangulares.

Definición 4.2. Denotamos por Λ = [λ, e2πi/3λ], con λ > 0, a la retícula con invariantes g2 = 0

y g3 = 4. Λ es llamada la retícula triangular estándar.

Teorema 4.3 ([8, Teorema 8.3]). Sea Λ la retícula triangular estándar. Para todo m,n ∈ Z, si

k =

(
1

(λ/2) +mλ+ nλe2πi/3

)1/3

,
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entonces Ω = kΛ tiene exactamente tres puntos fijos súper-atractores. Estos parámetros se localizan

en g3(Ω) = 4(λ/2 +mλ+ nλe2πi/3)2.

Denotamos por c0 a uno de los puntos fijos súper-atractores del teorema anterior.

Proposición 4.4. Sean Λ, k y Ω como en el Teorema 4.3 y sea c0 uno de los puntos fijos súper-

atractores de la función de ℘Ω. Entonces la función

FΩ,c0(z) = (℘Ω(z))
2 + c0(1− c0),

tiene un punto fijo súper-atractor en z = c0.

Demostración. Por el Teorema 4.3, tenemos que ℘Ω(c0) = c0 con ℘′
Ω(c0) = 0. Así, sustituyendo en

la forma de FΩ,c0 tenemos

FΩ,c0(c0) = c20 + c0(1− c0) = c0, y F ′
Ω,c0(c0) = 0.

Finalmente, mostramos parámetros en el caso de retículas cuadradas con puntos súper-atractores.

Definición 4.5. Denotamos por Λ = [λ, iλ], con λ > 0, a la retícula con invariantes g2 = 4 y

g3 = 0. Λ es llamada la retícula cuadrada estándar.

Teorema 4.6 ([8], Teorema 9.3). Sea Λ la retícula cuadrada estándar. Si

k =

(
1

(λ/2) +mλ+ nλi

)1/3

,

(tomando cualquier raíz compleja), si Ω = kΛ entonces ℘Ω tiene un punto fijo súper atractor. Estos

parámetros están localizados en g2(Ω) = 4(λ/2 +mλ+ niλ)4/3.

Proposición 4.7. Sean Λ, k y Ω como en el Teorema 4.6. Denotemos por c0 al punto fijo súper-

atractor de ℘Ω. Entonces la función

FΩ,c0(z) = (℘Ω(z))
2 + c0(1− c0),

tiene un punto fijo súper-atractor en c0.

Demostración. El resultado se sigue al sustituir c0 en FΩ,c0 y su derivada.
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5. Deformaciones lineales

Finalmente, en esta sección mostramos que es posible obtener funciones elípticas de orden 4 con

dinámica prescrita análogas a aquellas descritas en la sección anterior, por medio de deformaciones

quasi-conformes lineales.

5.1. Campo de funciones elípticas para una retícula dada

Fijemos una retícula Λ arbitraria. Es conocido que el conjunto de funciones meromorfas constituye

un campo (anillo con división conmutativo).

Por un lado, un cálculo directo muestra que la suma, la resta y el producto de cualesquiera dos

funciones elípticas con periodos Λ, así como el recíproco de cualquier función elíptica no cero,

son de nuevo funciones elípticas con respecto a Λ. Por otro lado, como subconjunto del campo de

funciones meromorfas, la suma y la multiplicación están sujetas a las leyes usuales (conmutatividad,

asociatividad y distributividad). En consecuencia, el subconjunto de funciones elípticas con respecto

a Λ constituye un (sub)campo, el cual se denota por:

E(Λ) := {f : C → Ĉ : f es elíptica de periodo Λ}.

5.2. Aplicaciones quasiconformes

Dado que nos interesa solo el caso en que las transformaciones a conjugar sean de tipo lineal,

daremos una descripción de las aplicaciones quasi-conformes solo de este tipo. Véase [3].

Consideremos a CR como el plano cartesiano visto como R-espacio vectorial. Toda aplicación R-

lineal L : CR → CR puede ser escrita usando coordenadas (z, z̄), en la forma

L(z) = az + bz̄, a, b, z ∈ C.

Nos restringimos a aplicaciones R-lineales que son invertibles y preservan orientación, i.e., |a| > |b|.

Definimos el coeficiente de Beltrami de L como µ(L) =
b

a
y denotamos por θ ∈ R/(πZ) el argu-

mento medio de µ(L), tenemos así

µ(L) :=

∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣ e2θi.

Nótese que µ(L) ∈ D cuando L preserva orientación y que L es holomorfa si y solo si b = 0 si y

solo si µ(L) = 0.
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Definimos la dilatación K(L) de L por

K(L) :=
1 + |µ|
1− |µ|

=
|a|+ |b|
|a| − |b|

,

y la dilatación compleja de L como el coeficiente de Beltrami µ(L).

Siguiendo las definiciones en [3], tenemos entonces que L es una aplicación (lineal) quasi-conforme

sobre el plano complejo. Además, es un hecho conocido en la literatura de aplicaciones quasi-

conformes que si ϕ es quasi-conforme y f es una función holomorfa, entonces

g = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1,

es una función holomorfa en los dominios de definición correspondientes.

5.3. Conjugación

A lo largo de esta última sección, para λ en el semi-plano superior H, denotamos por Λ := [1, λ].

Ahora bien, sea f ∈ E(Λ), y para µ ∈ D tomamos ϕ ∈ QC(Ĉ), dado por

ϕ(z) =
z + µz

1 + µ
.

Tenemos así que ϕ fija 0, 1 e ∞. Estamos interesados en estudiar el conjunto de funciones

g(z) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(z), f ∈ E(Λ).

En particular, nos interesa dar respuesta a las siguientes preguntas:

¿Es ϕ(Λ) = Λ′ una retícula?

En caso afirmativo, ¿g ∈ E(Λ′)?

¿Qué propiedades tiene g con respecto a f como función elíptica?

Lema 5.1. Sea Λ = [1, τ ], con τ ∈ H, una retícula. Entonces ϕ(Λ) = Λ′ es una retícula con

Λ′ = [1, τ ′] = ϕ(τ).

Demostración. Para verificar que Λ′ es efectivamente una retícula, debemos probar que las dos

propiedades se cumplen.

i. Λ′ es un grupo aditivo.

ii. ∃k ∈ R, k > 0 tal que |λ| ≥ k para todo λ ∈ Λ′ − {0}.
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Dado Λ = [1, τ ], definimos λ1 = ϕ(1) = 1 y λ2 = ϕ(τ) = τ+µτ
1+µ . Así, dada la linealidad de ϕ, vemos

que

Λ′ = [1, τ ′] = {n+mτ ′ : n,m ∈ Z, τ ′ = ϕ(τ)}.

Lo que prueba que Λ′ es de hecho un grupo aditivo.

Sea h(n,m) = |λ|2 = (n − τym)2 + m2τ2x , donde τ ′ = τx + iτy. Calculando los puntos críticos,

vemos que (n0,m0) es punto crítico, si y solo si n0 = m0 = 0, lo que implica que λ ≡ 0, o bien,

n0 = m0τx. Permitiendo solo que n,m ∈ Z, vemos que h(n,m) tiene un mínimo con respecto a

Z, lo que implica que Λ′ tiene un mínimo distinto de cero. Se sigue que Λ′ es efectivamente una

retícula.

Veamos ahora que ϕ(Λ) es de hecho una retícula doble. Para ello, no es difícil ver que, para que

Λ′ sea una retícula simple, basta que τ ′ ∈ R. Si este fuera el caso, tendríamos que:

r =
τ + µτ

1 + µ
, ϕ(τ) = r ∈ R,

despejando µ tenemos

µ =
τ − r

r − τ
,

lo que implica que

|µ| =
∣∣∣∣τ − r

r − τ

∣∣∣∣ = 1,

lo que contradice la elección de µ. Luego Λ′ es una retícula doble.

Veamos que ϕ(τ) = τ ′ ∈ H. Sabemos que Im(τ ′) = 1
2i (τ

′ − τ ′), entonces

τ ′ − τ ′ =
τ + µτ

1 + µ
−
(
τ + µτ

1 + µ

)
=

(τ + µτ)(1 + µ)− (τ + µτ)(1 + µ)

|1 + µ|2

=
τ + µτ + µτ + |µ|2τ − (τ + τµ+ µτ + |µ|2τ)

|1 + µ|2
=

(1− |µ|2)(τ − τ)

|1 + µ|2

2iIm(τ ′) =
1− |µ|2

|1 + µ|2
2i Im(τ)

Luego, Im(τ ′) =
1

2i
(τ ′ − τ ′) =

1− |µ|2

|1 + µ|2
Im(τ) > 0.

Lema 5.2. Sean Λ = [1, τ ] y f ∈ E(Λ). Si

g(z) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(z),

entonces g ∈ E(Λ′), con τ ′ = ϕ(τ).
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Demostración. Tenemos que ϕ es una aplicación lineal, por lo que su inverso, ϕ−1, debe también

ser una aplicación lineal. Así, calculando la composición:

g(z + 1) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(z + 1) = (ϕ ◦ f)(ϕ−1(z) + ϕ−1(1)) = (ϕ ◦ f)(ϕ−1(z) + 1)

= ϕ(f(ϕ−1(z))) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(z) = g(z).

De igual forma

g(z + τ ′) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(z + τ ′) = (ϕ ◦ f)(ϕ−1(z) + ϕ−1(τ ′)) = (ϕ ◦ f)(ϕ−1(z) + τ)

= (ϕ ◦ f)(ϕ−1(z)) = ϕ(f(ϕ−1(z))) = g(z).

Por lo que g es periódica con respecto a Λ′.

5.4. Propiedades de la retícula ϕ(Λ) = Λ′ via ϕ

Antes de considerar las propiedades que tiene g como función elíptica, analizaremos qué propiedades

tiene Λ′ como imagen bajo ϕ de la retícula Λ. Dado que Λ′ = [1, τ ′], basta analizar las propiedades

de τ ′, con

τ ′ =
τ + µτ

1 + µ
.

Tenemos así la aplicación
ϕ : D×B → H

(µ, τ) 7→ τ + µτ

1 + µ
.

De esta manera, tenemos en principio, una aplicación de dos variables complejas, difícil de visualizar

geométricamente. Una forma de reducir el problema, es analizar la manera en que cambia una

retícula dada bajo una pequeña perturbación con respecto al origen del disco unitario D. Por lo

que, fijando una retícula Λ0 = [1, τ0], restringimos nuestra aplicación

ϕ : D× {τ0} → H

(µ, τ0) 7→ τ0 + µτ0
1 + µ

.

Análogamente, despejando µ de nuestra aplicación original τ ′ = τ+µτ
1+µ , podemos obtener el pará-

metro de la deformación entre dos retículas, representadas por τ y τ ′, dado por

µ = −τ ′ − τ

τ ′ − τ
.
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De nuevo, tenemos una aplicación de dos variables complejas. Considerando la misma restricción

anterior, podemos fijar un punto base τ0, obteniendo así

µτ0 = µτ0(τ
′) =

τ0 − τ ′

τ ′ − τ0
.

Nótese que µτ0(τ
′) ∈ Aut(Ĉ) y que esta aplicación lleva el eje real en el círculo unitario, ya que si

r ∈ R, entonces

|µτ0(r)| =
∣∣∣∣τ0 − r

r − τ0

∣∣∣∣ = 1

y como µτ0(τ0) = 0, entonces la aplicación es un isomorfismo conforme entre el semi-plano superior

H y el disco unitario D.

De esta manera, dados dos puntos τ0, τ ′ ∈ H, es posible encontrar una trayectoria en D (que parte

del origen) que genera una trayectoria que conecta a τ0 con τ ′.

Si traducimos esto a nuestro objeto de estudio, las funciones elípticas, dada f ∈ E(Λ0) y una

trayectoria t 7→ γ(t) ∈ D con γ(0) = 0, entonces, para cada µt = γ(t), la expresión

gt(z) = (ϕµt
◦ f ◦ ϕ−1

µt
)(z), con ϕµt

(z) =
z + µtz

1 + µt
,

representa una familia de funciones elípticas, que son deformaciones quasi-conformes de la función

f , y además cada gt ∈ E(Λt).

5.5. El caso f = ℘

Sean Λ = [1, τ ] una retícula y f = ℘Λ la función de Weierstrass asociada. Queremos analizar el

conjunto

G℘ =
{
g = ϕ ◦ ℘Λ ◦ ϕ−1 : ϕ ∈ QCK(Ĉ) de tipo lineal

}
donde cada ϕ es normalizada de tal forma que fija 0, 1 e ∞.

Dado que ϕ es un homeomorfismo que fija 0 e ∞, es claro que los ceros y polos de g son las imágenes

de los ceros y polos (respectivamente) de ℘Λ bajo ϕ. Y además, el orden se preserva. Por lo que g

es también de orden 2. También, se puede probar que g es una función par:

g(−z) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(−z) = (ϕ ◦ f)(−ϕ−1(z))

= (ϕ ◦ f)(ϕ−1(z)) = ϕ(f(ϕ−1(z))) = g(z).
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Figura 2: Se muestran los planos dinámicos con base en los parámetros de la Proposición 4.1.
IZQUIERDA: El plano dinámico de la función ℘Λ. CENTRO: El plano dinámico de la función
℘2
Λ + c. DERECHA: Plano dinámico de la conjugación g = ϕ ◦ ℘Λ ◦ ϕ−1, con ϕ quasi-conforme.

Por otro lado, sabemos que los polos de ℘Λ son justamente los puntos de la retícula Λ. Por lo

que, los polos de g son los puntos de la retícula Λ′ = ϕ(Λ). Ahora bien, sea w0 un cero de ℘τ y

z0 = ϕ(w0), tenemos

(ϕ ◦ ℘Λ ◦ ϕ−1)(z0) = (ϕ ◦ ℘Λ)(w0) = ϕ(0) = 0,

es decir, si Π(℘Λ) = {℘−1
Λ (0)} denota el conjunto de ceros de la función ℘Λ, entonces ϕ(Π(Λ)) es

el conjunto de ceros de la función g. No es difícil ver que la implicación es en las dos direcciones.

De esta manera, dada una retícula arbitraria Λ′ (no necesariamente real, ni rectangular, ni cua-

drada), podemos encontrar una función elíptica g ∈ E(Λ′) con la dinámica prescrita en cada uno

de los resultados de la sección anterior.

La Figura 2 muestra los tres casos asociados a la Proposición 4.1.
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