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En esta nota probaremos que el algebra de convoluciéon tor-
cida LL,W(G,%) asociada a una accién torcida de un grupo
localmente compacto G en una C™*-algebra 2l tiene la siguien-
te propiedad: Todo cociente por un ideal cerrado, bilatero y
hmy3tfouirginie. edu™ de codimensioén finita produce un algebra semisimple. Luego
utilizamos esta propiedad, junto con resultados de H. Dales
y G. Willis, para extender resultados previos del autor y pro-
ducir grandes clases de ejemplos de dlgebras con propiedades
de continuidad automatica.
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In this note, we will show that the twisted convolution alge-
bra Lé’w(G, 2A) associated with a twisted action of a locally
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perty: Every quotient by a closed two-sided ideal of finite
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Introduccion

Mucho del progreso del estudio de la continuidad automéatica en algebras de Banach ha ocurrido en
relacién con el estudio de las algebras de grupo, ambito predilecto del analisis armoénico abstracto.

Ejemplos de este fenomeno se pueden encontrar en el famoso libro de Dales [3] o en el estudio [2].

En esta nota estudiaremos la continuidad de operadores de entrelazamiento, un objetivo que ya
ha sido llevado a cabo en el contexto de dlgebras de grupo por Willis [12], Dales y Willis [4] y
Runde [11], entre otros. Versiones particulares de este problema también han suscitado interés. Por
ejemplo, podemos mencionar los trabajos de Jewell [8] y Willis [13] sobre continuidad automatica

para derivaciones, o el trabajo de Runde [10] sobre continuidad automatica para homomorfismos.

El propoésito de esta nota es extender resultados anteriores sobre el problema de continuidad
automaética para *-algebras de Banach dadas por convolucion (generalizada, torcida) de funciones
de tipo L! sobre grupos. De hecho, buscamos mejorar los resultados de [5] de dos formas diferentes,
pero relacionadas. Una de estas formas involucra relajar la condicién de generacién compacta,
fundamental para los resultados de ese articulo, mientras que la otra se basa en hacer el algebra
de coeficientes finito-dimensional. Esto permite, por supuesto, grandes generalizaciones y nuevos

ejemplos de fendomenos de continuidad automética.

Nuestro enfoque se basa en el estudio de la semisimplicidad para los cocientes mediante ideales
finito-codimensionales (también llamados cofinitos), cerrados y bilaterales. Esta propiedad esta
sorprendentemente conectada con la teoria de la continuidad automaética, como lo ejemplifican los
resultados en [11], y especialmente en [4]. De hecho, nuestro enfoque hara uso explicito de algunos
de los teoremas en estos articulos, atribuidos a Willis (Teorema 2.4) y Dales-Willis (Teorema
2.7). Estos teoremas, combinados con los resultados de [5] y el resultado que obtendremos sobre

semisimplicidad, producen los nuevos ejemplos de continuidad automética.

A continuacion describimos la organizacion del articulo: En la Seccion 1 introducimos lo que lla-
mamos algebras de convolucion torcida y demostramos que sus cocientes de dimension finita son
semisimples. Esto concluye con el Teorema 1.5 y su demostracion. En la Seccién 2 recordamos con-
ceptos basicos de continuidad automética y luego procedemos a combinar los resultados mencio-
nados anteriormente con los teoremas de Willis y de Dales-Willis para obtener nuestros resultados

en continuidad automatica, concluyendo el articulo.

1. Semisimplicidad de los cocientes finito-dimensionales

Una accidn torcida es una 4-tupla (G, ,w,2), donde G es un grupo localmente compacto, 2 un
C*-algebra y tenemos las aplicaciones continuas o : G — Aut(2), w: G x G = UM (), tales que

wy G>3z— a,(a) €A satisfacen
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(1) am(w(yv z))w(w,yz) = (JJ(iL’,y)CU(Zy,Z),
(ii) o (ay(a))w(@,y) = w(@, y)owy(a),

(iil) w(z,e) = w(e,y) = 1, ae = idy,

para todos los x,y,z € Gy a € 2. Aqui e denota la identidad en G.

Dada una tupla de este tipo, se puede formar el algebra de convolucion torcida L}XM(G,QL), que
consta de todas las funciones Bochner-integrables ® : G — % y estd dotada del producto de

convolucion:

® < 0(a) = [ B, B Dy 2y,

mientras que la involucién esta dada por
*(z) = Ar™ Hw(z, o™ ) ag[@(a™1)"].

Con estas operaciones, L}M}(G, 2() es una *-algebra de Banach bajo la norma

1]y o = [ [®()]a da.
G

En estas integrales dz denota la medida de Haar en G, mientras que A denota la funciéon modular
asociada a dz. En el caso en que w = 1, denotamos al 4lgebra resultante como L. (G,2l). Por
otra parte, en el caso en que A = C y o = idc, el dlgebra resultante se denotara por L. (G) y la

llamaremos algebra de grupo torcida.

El objetivo de este capitulo es demostrar que los ideales cofinitos y cerrados de Liw(G7 20) producen
cocientes semisimples y, para ello, necesitamos introducir una clase especial de multiplicadores. Es

conveniente entonces recordar la definicién del algebra de multiplicadores de un algebra de Banach.

En lo que sigue, si X es un espacio de Banach, entonces B(X') denotara el conjunto de operadores
acotados T': X — X, mientras que GL(X) C B(X) denotara el grupo de operadores acotados que

son invertibles.

Definicién 1.1. Sea B un dlgebra de Banach. Un multiplicador de B es un par m = (A, ), donde
A, 1 € B(B) son tales que

aA(b) = p(a)b, Alab) = Ma)b y p(ab) = au(b),

para todo a,b € B.

El conjunto de todos los multiplicadores de B se llama el algebra de multiplicadores de B y la

denotamos por M(®B).
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Recordemos que el producto de multiplicadores viene dado por la siguiente formula:

A )N p') = (Ao N, 1 o p).

Ademaés, la norma natural en M(B) esta dada por [|(A, p) || am(m) = max{[|Al], [|p]|}. Si B es una
*-algebra de Banach, entonces el algebra de multiplicadores también tiene una involucién natural,

(A, p)* = (A", u*), que verifica
A(a) =pla™)* vy p(a) =Aa")*, paratodo a € B.

Si 9B es involutiva, entonces utilizamos UM (*B) para denotar al grupo unitario de M(:B).

Notese que M (B) siempre es unital y ademas contiene una copia de 98B, dada por los multiplicadores

(Lp, Rp), b € B. Estos multiplicadores vienen, naturalmente, definidos por
Ry(a) =ab y Ly(a) =ba, paratodoa € B.

Lo interesante de esta inclusion es que, asumiendo la existencia de identidades aproximadas con-
tractivas, toda representacion no-degenerada de B se extiende naturalmente a una representacion
de M(B). Es un hecho bien conocido que L, ,(G,2) siempre tiene una identidad aproximada

contractiva, por lo que el siguiente lema seré de importancia para nosotros.

Lema 1.2. Sea B un dlgebra de Banach, X un espacio de Banach y sea 7w : B — B(X) una

representacion contractiva. Asuma ademds que las siguientes son ciertas:

(i) B tiene una identidad aproximada contractiva.

(ii) La representacion m es no-degenerada, es decir, span{m(b){ |b e B, € X} = X.

Entonces existe una unica representacion unital y contractiva 7 : M(B) — B(B), tal que Toiy =

.

Dada una accion torcida (G, a,w,2), y para a € M(), y € G, consideramos el multiplicador

Ma,y = (Aay, ay) de L, ,(G,2A) que viene dado por

Aay(P) () = aay (R(y~'a))w(y,y~ w),
fay(®) (@) = Aly™H)@(ay™)ogy-1 (a)w(zy™",y).

También fijamos la siguiente notacion

FG7Q[ = {m%y | u < UM(Q[), (VRS G}
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En el siguiente lema, recopilaremos algunos hechos bien conocidos y faciles de probar, pero tutiles

para el desarrollo de nuestro resultado.

Lema 1.3. Las siguientes aseveraciones son verdaderas.

(i) T es un grupo.
(it) Todo myy € I'g o es unitario y tiene norma 1.

(tii) Todo multiplicador de la forma mg, puede ser escrito como una combinacion lineal de 4

elementos en I'g o

(iv) El adjunto de mg, satisface la formula

para todo a € M),y € G.

A continuacion, procedemos a demostrar el resultado principal de la seccién. Nuestra demostra-
cién estd basada en el hecho de que las representaciones de grupos compactos son similares a

representaciones unitarias. El hecho relevante es el siguiente (véase [9, Theorem 0.1]).

Lema 1.4. Sea X un espacio de Hilbert de dimension finita y V. C GL(X) un subgrupo tal que
sup, v ||[vllBn) < oo. Entonces existe una transformacion lineal positiva e invertible T € GL(X)

tal que TvT~! € U(X), para todo v € V.

Teorema 1.5. Sea (G, o, w,2A) una accion torcida. Si I € B = L}, (G, 2A) es un ideal bilateral,
cerrado y de codimension finita, entonces I es automdticamente auto-adjunto y el dlgebra cociente

B/I es semisimple.

Demostracion. Dado que I es cerrado y de codimension finita, X = B /I es un espacio de Banach
de dimension finita. Sea (-,-) cualquier producto interno, por ser de dimension finita, X es un

espacio de Hilbert con respecto a este producto interno.

Denotamos por 7 : 8 — B(X), la representacion inducida en el cociente, es decir,
(@)U +I)=D+xV+ 1,

para todo ®, ¥ € 8. Esta representacion es contractiva y no degenerada, por lo que, debido al Lema
1.2 y abusando de la notacion, 7 se extiende a M(B) y, por ende, los operadores m(mq ) € B(X)
estan bien definidos y son uniformemente acotados. De hecho, no es dificil notar que cumplen la
identidad

T(May) (V¥ + 1) =mqy (V) + 1, para todo ¥ € B.
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Por este motivo, uno observa que

() + ) = /Gw(mq)(y),y)(xp + D)y = /qu>(y)7y(\ll)dy 41 (1.2)

Ahora bien, notamos que V' = {m(m)}mer; , satisface todas las condiciones del Lema 1.4 y, por
ende, debe existir un operador positivo e invertible 7' € GL(X) tal que Tw(m)T ! € U(X), para

todo m € FQQ;.

Definimos entonces la representacion 7’ : 8 — B(X) dada por 7/(®) = T'r(®)T~! y probaremos
ahora que es una *-representacion y que Ker 7’ = I, con lo cual se seguird que 9B/ es *-isomorfa

a 7' (B), que es una C*-algebra, y por lo tanto habremos demostrado que 2/I es semisimple.

En efecto, notese que Ker 7’ = Kern. Ahora bien, sea ® € Kerm y sea ¥; € B alguna identidad

aproximada acotada de 8. Notamos que

I=lmn(®)(V,+1I)=lim®*TV,+ 1=+ 1,
J j

por lo cual ® € I. Esto prueba que Kern’ = I.

/

Veamos ahora que 7’ es una *-representaciéon. En efecto, si m € I'g o ¥ &, € X, entonces uno

tiene

(' (m)€,m) = (&, 7' (m)"n) = (&, ' (m)""n) = (&, 7' (m™ ")) = (€, 7' (m")n).

Pero, recordando que todo m,,, se puede escribir como una combinacién lineal de 4 elementos en

I o (punto (%) del Lema 1.3), vemos que
7' (May)* =7'(m;, ), paratodoa e M(2),y € G.
Y, en consecuencia, para ® € B,£ € X, y utilizando la igualdad (1.2), uno observa que
R (@) = Tr(@)T 6 =T [ w{mangy,) T e dy
= T/G Al (Muyy—) oy @@-10) T €y
= T/GW(mw(yfl,y)*ayfl(@(y)*m*l)T_lf dy
(L /G;Tﬂ(mg(y))y)T_lfdy
= [ 7 ma)edy =7 @)

con lo que se termina la demostracion. O
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2. Aplicaciones al problema de continuidad automatica

Sea B un algebra de Banach. Un espacio de Banach X que también es un B-bimoédulo se llama

B-bimodulo de Banach si las funciones
BxXDDB,E—~bleX vy XxB3(b)—EbeX

son continuas conjuntamente.

Definicion 2.1. Sea B un dlgebra de Banach y sean Xy, Xy B-bimddulos de Banach. Una funcion

lineal 6 : X1 — X5 se denomina operador de B-entrelazamiento si para cada b € B, las funciones
X132 005 —b0() eXo y X1 3L 0(Eb) — (b € o

son continuas.

Ejemplo 2.2. (i) Todo homomorfismo de B-bimddulos entre B-bimddulos de Banach es un

operador de B-entrelazamiento.

(i) Sea X un B-bimddulo de Banach. Una derivacion es una funcion lineal D : B — X que
satisface

D(ab) = D(a)b+ aD(b).

Toda derivacion es un operador de B-entrelazamiento.

El problema de continuidad automatica consiste en entender qué tipo de condiciones garantizan
que todo operador de B-entrelazamiento sobre el dlgebra de Banach ‘B es necesariamente continuo.
Una herramienta fundamental para atacar este problema es el llamado ideal de continuidad, que

introducimos a continuacion.

Definicion 2.3. Sea B un dlgebra de Banach y 0 : X1 — Xo un operador de B-entrelazamiento

entre B-bimodulos de Banach. Entonces
FO0)={beB| X1 2= 0(b) € Xy y Xy 3E&— 0(ED) € Xy son funciones continuas}
es el ideal de continuidad de 6.

Noétese que #(0) es cerrado, ya que Xp es un B-bimoddulo de Banach. El siguiente teorema se debe

a Willis [12, Lemma 4.3.5]. Véase también [11, pag. 498].
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Teorema 2.4 (Willis). Sea B un dlgebra de Banach, X1, Xo B-bimddulos de Banach y 6 : Xy — Xs
un operador de B-entrelazamiento. Suponga que existe una familia dirigida {B;}; de subdlgebras

de Banach de B tales que

(i) B=U,B; y

(ii) para cada indice i, el dlgebra B;/B; N F(0) es semisimple y finito-dimensional.
Entonces 7 (0) es de codimension finita en B.

La principal aplicacion de este resultado es levantar la hipétesis de generacion compacta de G
de algunos de los resultados obtenidos en [5]. Nos gustaria destacar que dicha restriccion fue de
importancia fundamental en ese trabajo, ya que permitié garantizar la existencia de funciones de

peso con propiedades notables (ver [5, Lemma 3.4]).

Proposicion 2.5. Sea (G, o, w,2) una accidn torcida, denotemos por B = L(lyﬁw(G,Ql) Y suponga-
mos que 0 : X1 — Xy es un operador de B-entrelazamiento entre los B-bimddulos de Banach Xy, X
con la propiedad de que para todos los subgrupos abiertos y compactamente generados H C G, el
ideal F(0) N Ly, ,(H,2) tiene codimension finita en L}, ,(H,2). Entonces .7 (0) tiene codimension
finita en B.

Demostracion. Observamos que .J (0)N LY, ,(H,2) coincide con el ideal de continuidad de 6 cuando
este se considera como un operador de L}M)(H7Ql)—entrelazamiento y, por lo tanto, es cerrado.
Ahora, consideramos la familia {H;}; de subgrupos abiertos, generados de manera compacta de G,
ordenados por inclusién y observamos que la familia B; = L}%w(Hi, 2A) es una familia dirigida de
subalgebras de B tales que B = m Esto ultimo se sigue, por ejemplo, del hecho de que | J; B;

contiene todas las funciones continuas de soporte compacto.

Notese que B;/B; N F(0) es finito-dimensional por suposicion y semisimple por el Teorema 1.5.

Entonces, el resultado se sigue de aplicar el Teorema 2.4. O

En particular, ahora podemos proporcionar los siguientes ejemplos de continuidad automaética, ya

para grupos que no precisan ser compactamente generados.

Corolario 2.6. Sea G un grupo localmente compacto y nilpotente. Sea X un B-bimddulo de Banach
y 0 :B — X un operador de B-entrelazamiento. Entonces 0 es automdticamente continuo cuando

B es una de las siguientes:

(i) Algebras de grupos torcidas LL(G), asociadas con un 2-cociclo w: G x G — C.

(ii) Algebras de convolucion (L(G,21), donde (G,2,a) es un sistema C*-dindmico con A una

C*-dlgebra unital y promediable (=nuclear).
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Demostracion. Combinando la Proposicion 2.5 con [5, Corollary 4.21], sabemos que #(0) C ‘B
es un ideal cofinito y cerrado. Ademaés, en ambos casos el algebra 8 tiene la siguiente propiedad:
todo ideal bilateral cerrado y cofinito I C 25 tiene una identidad aproximada izquierda de norma

acotada.

Esta propiedad que acabamos de mencionar es probada directamente en el primer caso [5, Theorem
A.3] y se sigue de la combinacion de [6, Proposition VIL.2.31] con el hecho de que £L(G,%A) es
promediable |7, Proposition IV.4.2] en el segundo.

Dicho esto, podemos repetir parte del argumento en [5, Theorem 3.6] para concluir la demostracion.
En efecto, debido al teorema de factorizacion de Cohen-Hewitt [1, Corollary 11.12], para cada

secuencia {b,} C F () que converge a cero, existen c,d,, € 7 () que factorizan a b,
b, =cd, y limd, =0.
Como la funcion B 3 d — 6(cd) es continua por la definicién de # (), tenemos

lim 6(b,,) = lim O(cd,) =0

n

y, por lo tanto, la restriccion de 6 a #(6) es continua. Dado que .7 () tiene codimension finita, 6

es de hecho continua en todo B. O

Ahora nos limitaremos al estudio de (algunos) operadores de entrelazamiento con imagenes de
dimension finita, lo que nos daré mas flexibilidad en las hip6tesis impuestas sobre la accién torcida.
Dales y Willis demostraron el siguiente teorema en [4, Theorem 2.5] y sera nuestra principal

motivaciéon para lo que sigue.

Teorema 2.7 (Dales-Willis). Sea B un dlgebra de Banach tal que B/1 es semisimple para cada

ideal bilateral cerrado y cofinito I C B. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Cada homomorfismo de B con imagen finito-dimensional es continuo.
(i1) Cada derivacion en un B-bimddulo de Banach de dimension finita es continua.
(#i) Cada ideal bilateral cofinito de B es cerrado.

(iv) I% es cerrado y cofinito, para cada ideal bilateral cerrado y cofinito I C B.

Por lo tanto, una aplicacién del Teorema 1.5 produce la siguiente proposicion.

Proposicion 2.8. Sea (G, a,w,A) una accion torcida. Entonces, todas las condiciones en el Teo-

rema 2.7 son equivalentes para L, ,(G,2A).
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En particular, obtenemos muchas clases de ejemplos para este fenémeno de dimension finita. Los
recopilamos en el siguiente corolario. Como veremos, en este contexto se pueden extender en gran

medida los resultados del articulo [5] (¢f. [5, Corollary 4.21]).

Corolario 2.9. Sea B una de las siguientes dlgebras:

(i) LL(G), para un grupo promediable G y un 2-cociclo w : G x G — C.

(ii) €L (G,A), para una accion (no torcida) (G,«,2) donde G es discreto y promediable y A es

una C*-dlgebra promediable (=nuclear).
Entonces B satisface todas las condiciones del Teorema 2.7.

Demostracion. Verificamos la condicion (iv) del Teorema 2.7. Tal como en la demostracion del Co-
rolario 2.6, vemos que todo ideal bilateral cerrado y cofinito I C B tiene una identidad aproximada
izquierda de norma acotada. En este caso, I = I? también se deduce del teorema de factorizacién

de Cohen-Hewitt. O
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