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RESUMEN

En este articulo centramos nuestro interés en el estudio de
un problema inverso que surge en el modelamiento matema-
tico de la transmisién de enfermedades infectocontagiosas. El
modelo matematico viene dado por un problema con condi-
ciones iniciales y en la frontera para un sistema de difusiéon-
reaccién. Mientras tanto, el problema inverso consiste en la
determinacion de las tasas de transmisioén y de recuperacion
de la enfermedad, a partir de la mediciéon observada de la so-
lucién del problema directo en un tiempo fijo. Las incognitas
del problema inverso aparecen en el modelo como coeficien-
tes del término de reacciéon. Formulamos el problema inverso
como un problema de optimizacién para un funcional de cos-
to adecuado. Luego, se deduce la existencia de soluciones del
problema inverso probando la existencia de un minimizador
para el funcional de costo. Establecemos la unicidad del pro-
blema de identificaciéon. La unicidad es una consecuencia de
la condicién necesaria de optimalidad de primer orden y una
estabilidad de las incognitas del problema inverso con respec-
to a las observaciones. Ademas se se realiza una aproximacion

numérica y simulaciones para el problema inverso.
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ABSTRACT

In this article we focus our interest on the study of an in-
verse problem arising in the mathematical modeling of di-
sease transmission. The mathematical model is given by an
initial boundary value problem for a reaction diffusion sys-
tem. Meanwhile, the inverse problem consists in the deter-
mination of the disease and recovery transmission rates from
observed measurement of the direct problem solution at some
fixed time. The unknowns of the inverse problem are coeffi-
cients of the reaction term. We formulate the inverse problem
as an optimization problem for an appropriate cost functio-
nal. Then, the existence of solutions of the inverse problem
is deduced by proving the existence of a minimizer for the
cost functional. We establish the uniqueness of identification
problem. The uniqueness is a consequence of the first order
necessary optimality condition and a stability of the inverse
problem unknowns with respect to the observations. Moreo-
ver, we develop a numerical approximation and simulations

of the inverse problem.
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1. Introducciéon

El modelamiento matematico de la transmision de enfermedades infectocontagiosas es un area de
investigacion activa de la biologia matematica [1,2,4,5,16, 18,19, 22, 26, 29, 31, 34, 35]. Particu-
larmente para la aplicacién de sistemas de reaccién-difusion a sistemas originados en ecologia y
epidemiologia senalamos los siguientes trabajos [6,7,17,37]. En la actualidad, se utilizan varios
enfoques para construir los modelos mateméaticos en epidemiologia matematica. A pesar de los
diferentes tipos de tales modelos, y de manera analoga a los sistemas bioquimicos, podemos dis-
tinguir cinco pasos comunes en los procesos de modelamiento [9]: recopilacion y analisis de datos e
informacién experimentales sobre la enfermedad especifica; seleccion de la teoria matemética que
se utilizara en la formulacion del modelo; el analisis matemaético del buen planteamiento del mo-
delo; la calibracion o identificacién de pardametros del modelo; y la validacion y el refinamiento del
modelo. Ademés, observamos que el modelamiento es un proceso ciclico en lugar de lineal: todas
las suposiciones hechas en los pasos anteriores se reconsideran y refinan una vez finalizado el pro-
ceso de modelamiento. Podemos mejorar el modelo introduciendo nuevas hipotesis, disenar nuevos
experimentos, realizar predicciones y profundizar el analisis de cada paso. Asi, en particular, nos
interesa el analisis de calibracién o identificacion de parametros del modelo. Para ser mas precisos,
el objetivo de este articulo es proporcionar un marco para resolver el problema inverso que surge
en el paso de la calibracion del modelo asumiendo que el modelo matematico es un problema con

condiciones iniciales y en la frontera para un sistema de reacciéon-difusion.

Precisemos el modelo matematico o problema directo. Consideramos que el proceso de la enfer-

medad infecciosa se desarrolla en un dominio acotado Q2 C R? (d = 1,2,3) y que su dindmica se

describe mediante un modelo de reaccion-difusion SIS, donde la densidad de poblacion de indi-

viduos susceptibles e infectados en el momento ¢ y la ubicacién x estan dados por S(x,t) y por

I1(x,t), respectivamente. Se considera que la matriz de difusion es igual a la identidad. Suponemos

que el proceso de infeccion se da por la interacciéon de individuos susceptibles e infectados el cual es

modelado en el punto x y tiempo ¢ por la “ley potencial” 8(x)S™(x,t)I"™(x,t), donde § es la tasa

de transmision de enfermedades y m,n €]0,1[ son algunos parametros dados (fijos). El proceso

de recuperacion esté representado por v(x)I(x,t) con v la tasa de recuperacion de la enfermedad.

Por lo tanto, el problema directo se define de la siguiente manera: Dado el conjunto de funciones

{B,7, S0, Io} encuentre las funciones S y I que satisfagan el siguiente problema con condiciones
iniciales y valores en la frontera

Sy —AS = —B(x)S™I" + v(x)1, en Qr :=Q x [0,7T], (1.1)

I, — A = B(x)S™I™ — y(x)1, en Qr, (1.2)

VS - n=VI-n=0, sobre I' := 9Q x [0, T7, (1.3)

S(x,0) = Sp(x), en €, (1.4)

I(x,0) = Ip(x), en (2, (1.5)
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donde Of) es el la frontera de € y n es el vector unitario exterior a 9€). Las condiciones de
contorno (1.3) y las funciones Sy y Iy modelan las condiciones iniciales. La suposicion que 8y 7
son funciones que dependen de la posicién espacial es utilizada en diversos trabajos, por ejemplo en
[7,36,37]. Desde el punto de vista biologico es mas natural asumir que estos coeficientes dependen de
la variable temporal, tal como es considerado para el modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias
estocésticas originado en la dinamica de la influeza en [28]. Sin embargo, en el mejor de nuestro

conocimiento no es aun utilizado en los modelos de reaccion-diffusion.

El problema inverso consiste en la determinaciéon de las funciones de tasa 8y v en el modelo SIS
(1.1)-(1.5), a partir de medidas observadas tanto de S como de I en tiempo ¢ = T'; las cuales estan
dadas por las funciones S°° e I°%*, definidas sobre 2, respectivamente. Entonces, podemos definir el
problema inverso de la siguiente manera: Dado el conjunto de funciones {Sy, Iy, S°*¢, I°**} definidas
en €, encontrar las funciones g y 7, tales que las funciones S e I sean solucion del problema (1.1)-
(1.5) y satisfacen la condicién final de sobreespecificacion S(x,T) = S°%(x), I(x,T) = I1°%(x)
para x € . Se observa que la igualdad se satisface solo en el caso que (S°°%,I°%*) sean alcan-
zables para algtn (f,7), siendo més esperable el caso en el cual (S,I)(-,T) es lo méas cercano
posible a (5P 1°%%). De hecho, para precisar el analisis del problema inverso, consideramos una

reformulacion operativa, como el siguiente problema de optimizacion
inf J(8,7) sujeto a (Sg,y,I5,) solucion de (1.1)-(1.5), (1.6)

donde
1 1)
J(B,7) = (S, (- T) ~ (8%, 1)1 220 + §Hv(ﬂ,’¥)lliz(g)z, 6 >0, (1.7)

es una funciéon definida en el conjunto admisible

Uaa(Q) = AQ) N HI/2+1(0)2, (1.8)
A() = {(ﬂw) € C*(Q)* : Ran(B) x Ran(y) C [b,0] x [r,7] C (0, 00) } (1.9)

Aqui, H™(Q) y C*(Q) denotan los espacios estandar de Sobolev y Holder W™2(Q) y C%%(Q), res-
pectivamente; L?(9)? = L?(Q) x L?(Q), definiendo similarmente los otros espacios como H [4/21+1(())?
y C%(Q)%; y Ran(f) denotan el rango de la funcion f. La construccion de U,q(Q2) se desarrolld
recientemente en [12] y también notamos que U,q(R2) = A() cuando d = 1 coincidiendo con el
conjunto admisible considerado por Xiang y Liu en [36], consulte tambien [11] para un caso maés

general.

El resultado principal de este trabajo son las condiciones para la teoria del buen planteamiento del

problema inverso. Més precisamente, probamos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1. Consideremos ¢ = (c1,¢2) € Rf_ (fgo) y definamos el subconjunto del conjunto

admisible

Ue() = {(8.7) € Uaal®) + 1Bllroy =1 v Il o) = e2 - (1.10)

Considere que el conjunto abierto acotado y convezo € es tal que ON) es de clase C' y las condiciones

iniciales Sy y Iy son funciones que pertenecen a C*%(Q) y satisfacen las desigualdades
So(x) >0, Io(x) >0, / Lx)dx >0,  So(x)+ Io(x) > do > 0, (1.11)
Q

sobre Q, para alguna constante positiva ¢o. Ademds, suponga que las funciones de observacion S°
y I°% son funciones que pertenecen a L*(Q). Entonces, existe al menos una solucion de (1.6) y
existen © € RT tal que la solucion de (1.6) es tnica (salvo una constante aditiva) en U.(SY) para

cualquier parametro de reqularizacion § > ©.

En términos generales para obtener la unicidad del problema de optimizaciéon juega un rol muy
relevante, desde el punto de vista analitico y numérico, el término de regularizacion en la funcion de
costo definida en (1.7). En otras palabras, sin este término es esperable que se pierda la unicidad,
tal como se muestra en el Ejemplo 1 presentado en la Secciéon 4.1. En este punto se debe observar
que una regularizacion natural es considerar ||(8, 7)||2L2(Q)2 en vez de [|V(3,7) H%2(Q)2. Sin embargo
esto se descarta, debido a dos dificultades: no es claro como utilizarlo para el analisis matemaético
y debido a que en la préactica y en presencia de casos extremos puede converger a los coeficientes
de norma L? minima y que no necesariamente resuelve el problema inverso. Sin embargo, tal como
se presenta en el Ejemplo 2 (Ver Seccion 4.2) se puede definir un término de regularizacion que
incorpore la condicion que (8, v) € U, con c fijo, tal como lo establece el Teorema 1.1. Una discusion

general sobre otras formas de regularizaciéon se puede consultar en [21].

Por otro lado, recordamos que los problemas inversos en las ecuaciones de reaccion-difusion y los
sistemas se han abordado en la literatura de las ltimas décadas, por ejemplo [8,14,15,27,30,32,36].
En [8] los autores estudian la identificacion de g(z) en la ecuacion uy = Au + ¢(x)u con condicion
de frontera de Dirichlet y a partir de los datos de medicion finales w(z,T’). Ellos prueban la
existencia de soluciones y desarrollan una soluciéon del problema inverso utilizando un problema
de optimizacion. Los autores de [15] consideran la reaccion-difusion no lineal ecuacion vy = Au +
p(z) f(u) con f una funcion no lineal y estudian la identificacion de p, obteniendo algunos resultados
para la existencia y la unicidad local. Ahora, en [32] los autores estudian el problema inverso
para un sistema de reaccién-difusiéon con un término de reaccion lineal y obtienen la existencia y
unicidad local del problema inverso. Mas recientemente, en [36] los autores han estudiado el caso
unidimensional del problema inverso considerado en este trabajo. Obtienen un resultado para la
existencia y unicidad local de la solucién asumiendo que el proceso de infeccion esta modelado por

un funcién de transmision dependiente de la frecuencia en lugar de la funciéon de ley de potencia.
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Ahora, los articulos [14,27,30] se centran en problemas inversos en sistemas epidémicos, pero son
de un tipo diferente al considerado en este trabajo. Por tanto, el Teorema 1.1 es una extensiéon al

caso multidimensional de los resultados unidimensional obtenidos en [36].

Desde otra perspectiva, se observa que el estudio de los problemas de control 6ptimo similares a los
estudiados en este trabajo, y suponiendo que las condiciones iniciales y los coeficientes se encuentran
en espacios de funciones con menor regularidad ha sido recientemente estudiado utilizando el
formalismo de Dubovitskii-Milyutin [10,13]. En consecuencia, es esperable que los resultados de

este trabajo se puedan extender a espacios de Sobolev.

El resto del articulo esta organizado en tres secciones. En la secciéon 2 presentamos algunos resul-
tados para la solucion directa del problema, introducimos el estado adjunto y las condiciones de
optimalidad necesarias, y demostramos un resultado de estabilidad. En la seccién 3 presentamos
la demostracion del Teorema 1.1. En la seccién 4 se discute la aproximacién numeérica y se realizan

simulaciones numéricas.

2. Preliminares

2.1. Solucién del problema directo

El buen planteamiento del problema directo (1.1)-(1.5) viene dado por el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Considere que Q,Sy y Iy satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.1. Si (B,7) €
C*(Q) x C*(Q), el problema con condiciones iniciales y en la frontera (1.1)-(1.5) admite una
solucion cldsica positiva tinica (S, 1), tal que S y I pertenecen a C*>T1+2/2(Qr) y también S y I

son acotadas uniformemente sobre Qr, para cualquier T € RT,

La existencia y la unicidad puede ser desarrollado por la teoria de Sch auder para ecuaciones
parabdlicas [23-25]. Hay que aclarar que la nocién de solucion para ecuaciones parabdlicas con
coeficientes y condiciones iniciales en espacios de Holder se entiende en un sentido generalizado.
En tal sentido no se necesita las condiciones de compatibilidad de las condiciones iniciales y en la
frontera que son necesarias para las soluciones en un contexto de espacios de funciones regulares,
para mayores detalles consultar [23]. Mientras tanto, el comportamiento positivo de la solucion es
una consecuencia del principio maximo. En efecto, si denotamos por N la poblacion total, es decir,
N(x,t) = S(x,t) + I(x,t). Entonces, del sistema (1.1)-(1.5), podemos deducir que N satisface el

siguiente problema con condiciones iniciales y en la frontera

N, — AN =0, en Qr,
VN -n=0, sobre T,
N(x,0) = Sp(x) + Ip(x), en €.
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Por el principio maximo de ecuaciones parabolicas y la hipotesis (1.11) tenemos que N(x,t) >

So(x) + Io(x) > ¢ > 0 sobre Q.

Corolario 2.2. Considere que Q, Sy e Iy satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.1. Si (B,a) €
C*(Q) x C*(Q) y (S,I) es la solucion del problema con condiciones iniciales y en la frontera
(1.1)-(1.5), entonces las estimaciones 0 < S,, < S(x,t) < Spr, y 0 < I, < I(x,t) < Ty, son

vdlidos en Q, para algunas constantes estrictamente positivas Sy, Sar, L, e Ins.

2.2. Sistema adjunto

Consideremos que (/3,%) es una solucién del problema de control 6ptimo (1.6) y (S, ) es la corres-
pondiente solucién de (1.1)-(1.5) con (5,7) en lugar de (3,7). Luego introducimos las variables
adjuntas (p1,p2), es decir, la solucién del sistema adjunto que viene dada por el siguiente problema

retrogrado con valores en la frontera

(p1)s + Ap1 = mB(x)S™ " (p1 — pa), en Qr, (2.1)
(p2): + Aps = nB(x)S™ " (p1 — p2) — H(x)(p1 — p2), en Qr, (22)
Vp;-n=Vpy-n=0, sobre T, (2.3)
p1(x,T) = 8(x,T) — 5 (x), en Q, (2.4)
po(x,T) = I(x,T) — I°*(x), en . (2.5)

La existencia de soluciones generalizadas (notar que (S°°¢, 1°%%) € L?(Q)?) para el sistema (2.1)-
(2.5) puede ser desarrollado por argumentos similares a un resultado similar presentados en [3].
Ahora, para nuestro proposito, necesitamos algunas estimaciones a priori dadas en el siguiente

resultado.

Lema 2.3. Considere que Q, Sy, I, S° y I°%, satisfacen las hipétesis del Teorema 1.1. Ademds,
considere que (B3,7) € Uaq es una solucion de (1.6), y (S, I) es una solucion de (1.1)-(1.5) con (B,7)
en lugar de (8,7). Entonces, la solucion del sistema adjunto (2.1)-(2.5) satisface las siguientes

estimaciones

[(p1,2) (5 ) |72y < C, [(p1,2) ()| 2 )2 < € (2.6)
||A(p1ap2)('7t)”[/2(ﬂ)2 < Oa ||(p17p2)('at)”L°°(Q)2 < Ca (27)

para t € [0,T] y una constante positiva genérica C.

Demostracion. En términos generales, la demostracion de este teorema se realiza en dos pasos
principales: primero se transforma el sistema adjunto (2.1)-(2.5) en un problema de valores iniciales

y en la frontera y luego aplicando estimaciones de energia. En efecto, consideremos el cambio de
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variable 7 =T — ¢ para ¢ € [0,T] y también considera la notacién
wi(x,7) =pi(x,T—7), i=1,2, S*x,7)=8(xT-7), I'(x,7)=1I(x,T—7).
Entonces, el sistema adjunto (2.1)-(2.5) se puede reescribir de la siguiente manera

(w1); — Awr = —mB(x)(S*)™H(I*)" (w1 — wa), en Qr, (2.
(wa)7 — Awy = —nf(x)(S*)™(I*) " (wy — wy) + F(x) (w1 — ws), en Qr, (2.
Vw; -n=Vwy -n=0, sobre T, (2.10

8
9

)
)
)
w(x,0) = S(x,T) — S°(x), wa(x,0) =I(x,T) — I°(x), en Q. (2.11)

Ahora, aplicando aplicando estimaciones de energia obtenemos para w; las cuales conducen a las

desigualdades (2.6) y (2.7).

Para probar (2.6) procedemos como sigue. Multiplicamos (2.8) por w; y (2.9) por we, integramos

sobre 2 y usamos las formulas de Green, para obtener

wy),wy dx w)?dx=—m [ B(x)(S*)™ ! *"w%x

[ wnewax+ [ (Furza [ syt a
+m/QB(x)(S*)m_l(I*)"wlwg dx,

/Q(wg)ng dx—&—/Q(ng)de:—/Q [nB(x)(S*)™(I*)" ! = 3(x)] wiws dx
+ [ A (! = 560] ufx,

respectivamente. Luego, sumando las igualdades, aplicando la desigualdad de Cauchy, reordenando

algunos términos y aplicando el Corolario 2.2, podemos deducir la siguiente estimaciéon

1d

57 (Iws, wa) (s Dagy2 ) + 1V (w0 wn) () e < Ol w) ()] (212)

con

5 3¢, +Cy €y +3C A .
C:méx{ 1; 2, 12 2}, Cr=bmS"Y, Co=bnSpIt 47 (2.13)

La notacién b y 7 es definida en (1.9). Entonces, de (2.12) y la desigualdad de Gronwall, obtenemos
(w1, w2) (- T Z20ye < l(wi,w2) (- 0)[172 (26T, (2.14)
lo que implica la primera estimacion en (2.6). Ahora, de (2.12) y (2.14), tenemos que

IV (w1, w2) (-, Tl 22 < € €T [(wr,w2) (-, 0) [ F2(ge-
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Asi, por la definicién de la norma de HJ (2) deducimos la segunda estimacion en (2.6).

La demostracion de (2.7) se realiza como sigue. Por otro lado, usando el hecho de que

1d

[ wortwsdx = [ Viwd) Vusdxt [ (w)eViw) nds = =3 4wl g0
Q Q oN

para i = 1,2. Observamos que, al multiplicar (2.8) por Aw;, multiplicando (2.9) por Aws, inte-

grando en 2, y sumando los resultados, deducimos que

&‘Q‘

— (Il or w) ) g ) + 1A G0 we) (70

R 1
< Clell(wr, w2) (. DlEaqye + 1A w2) gz

1
2

con C' definido sobre (2.13) y € > 0 arbitrario. Entonces, tenemos que

C N
~ (lws,w2) (7)) + (1 - 4> A, we) (1) 2z < €Cll(wr, wa) (-, 7) 22 gqye-

Q“&

1
2
Ahora, seleccionando € > C /4 y usando la estimacién (2.14) obtenemos

4e2C eQéT
4e —

1A wr, w2) (-, T[22 < 1wy, w2) (-, 0) 172 (2

lo que implica la primera desigualdad en (2.7). Ahora, de (2.6) y la primera estimacion en (2.7),
tenemos que p; y p2 estan acotados en la norma de H?(). Asi, segin el teorema de inclusion
continua H?(Q)) C L>(Q), deducimos la segunda desigualdad de (2.7). O

2.3. Condiciéon necesaria de optimalidad de primer orden.

Lema 2.4. Sean (3,7) la solucion del problema de control optimo (1.6) y (S, I) la solucion de (1.1)-
(1.5) con (B,7) en lugar de (B,7) y (p1,p2) la solucion del sistema adjunto (2.1)-(2.5). Entonces,
la desigualdad

[ [1(-3)5"7 - -1 2 - pyaxa
+ 5/9 [va (B - B) FVAV (5 — 7)} dx >0, (2.15)
es vdlida para todo (B,ﬁ) € Ugg-

Demostracion. La demostracion se realiza utilizando los conceptos de diferenciabilidad en espacios

de Banach y la ecuacion de sensibilidad. Consideremos un par arbitrario (B ,7) € Uyq e introducimos
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la notacion

(8°,7°) = (1 —&)(B,7) +(B,4) € Uaa,
J. = J(F / ( — 590 (x)|” + | (x, 1) —IObS(x)|2> dx
#5/,(

VB ) + V37 (%)) dx,

donde (5S¢, I¢) es la solucion de (1.1)-(1.5) con (8%, %) en lugar de (3, ). Ahora, usando la hipotesis

de que (B,%) es una solucién 6ptima de (1.6) y tomando la derivada de Frechet de .J., tenemos que

05° ol
s obs
» / (’S x,t) — S (x)| 9% ) 620) dx

dJ.
| Oe
5/0 [VBV (B - B) + VIV (5 — "y)} dx >0, (2.16)

de

+ |Is (X, t) _ Iobs (X

e=0

donde 0.5° y 0.I¢ para ¢ = 0 se calculan analizando las sensibilidades de las soluciones para

(1.1)-(1.5) con respecto a las perturbaciones de (8, 7).

De la definicién de (S¢,1¢) y (S, I) tenemos

(5%)r = AS® = =7 (x)(5°)" (I7)" + " (x) I, en Qr, (2.17)
(If); — AI° = B5(x)(S®)™(I°)" —y° (x)I°, en Qr, (2.18)
VS -n=VI* - n=0, sobre T, (2.19)
S¢(x,0) = Sp(x), I°(x,0) = Iy(x), en €, (2.20)
y
(S)e — AS = —B(x)(S)™(1)" + ¥(x)1, en Qr, (2.21)
(D¢ = AL = B(x)(S)™ ()" = (x)I, en Qr, (2.22)
VS n=VI-n=0, sobre T, (2.23)
S(x,0) = So(x), 1(x,0) = Iy(x), en . (2.24)

Restando el sistema (2.21)-(2.24) del sistema (2.17)-(2.20), dividiendo por & y usando la notacién
(25,25) =1 (55 — S, I¢ - I_), deducimos el siguiente sistema

(5" = (9)"]

(21)e — Azf = =f°(x) (I%)"25 = B ()(S) " — %

Se -8 Ie -1
—(B=BES™D)" + 7 (x)25 + (Y =N, en Qr,  (2.25)
€ € _ 3¢ [(SE)m ( ) } € € q\m [(Ia)n — (I_)n] £
(23)e — Azz = B°(x) e _ g (I%)"21 + B°(x)(5) T~
+(B=B)S)"(I)" = (x)z5 — (5 = NI, en Qr,  (2.26)
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Vzi-n=Vz -n=0, sobre I',  (2.27)
21(x,0) = 23(x,0) =0, en Q. (2.28)

Entonces, denotando por (z1, z2) el limite de (2§, z5) cuando € — 0, de (2.25)-(2.28), deducimos

(21)e — Az = —mB(x)(S)" (1) " 21 — nB(x)(S)™(I)" " 22

— (B =B)S)™D)" +7(x)z5 + (4 = I, en Qr, (2.29)
(22)e = Azo = mBx)(S)™H(I)" 21 + n(x)(S)™ (1)" " 22
+ (B =B)S)"()" = A(x)z5 — (7 =, en Qr, (2.30)
Vz1-n=Vz-n=0, sobre T, (2.31)
z1(x,0) = z2(x,0) = 0, en ). (2.32)
Asi, en (2.16) se tiene
(-5t -t )

n J/Q {va (B - B) L VAV (5 — a)} dx >0, (2.33)

cuando (z1, z2) es la solucion de (2.29)-(2.32).

Por otro lado, de (2.1)-(2.2) y (2.29)-(2.30), deducimos
0 Q 2\ am n iy =\T
%(plzl + p2z2) = p1lAzy + palAzy — 21Ap1 — 22Apy + (B — B)S™ 1" (p2 — p1) — (¥ — )L (p2 — 1),
lo cual implica
a min 2
S pem)dxdt= [ [(B=B)S"I" = (G =DI| (b2 —pydxdt,  (234)
QT T
mediante integracion sobre Q7. Ademas, notamos que
0
J[ s+ peixat = [ (o1 T)z66T) + palx T)zalx 7)) dx
= / (‘S(X, T) - S"bs(x)| 21(x,T) + [I(x,T) — I"bs(x)| zo(x, T)> dx. (2.35)
Q
Luego, de (2.34) y (2.35) deducimos que

//T BT (’3’_’7)1_] (p2 — p1)dxdt

_ /Q (15667) = %) 210, T) + [106,T) = I (3) | 22(x,T) ) dx.~ (2.36)
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Podemos concluir la demostracion de (2.15) reemplazando (2.36) en el primer término de (2.33). O

2.4. Algunos resultados de estabilidad

Lema 2.5. Considere que los conjuntos de funciones {S,1,p1,p2} y {S’, f,ﬁl,ﬁg} son soluciones
a los sistemas (1.1)-(1.5) y (2.1)-(2.5) con los coeficientes, condiciones iniciales y observaciones
dada por {83,7, So, Io, S°, I°%} y {ﬁA,’Ay,SO,IO,SAObS,IAObS}, respectivamente. Entonces, existen las

constantes positivas V;, 1 = 1,2,3 tales que las estimaciones

(S = S, 1= D)) 7202 < Cll(B = B,7 = DTz (02 (2.37)
1(P1 = p1, B2 = p2) (5 B)l[72(0p2 < P2l (B = B4 = V)l[72(0e
+ \IJSH(SObS _ Sobs7jobs _ Iobs)H%Q(Q)2 (238)

son vdlidas para cualquier t € [0,T].

Demostracion. Por razones de simplicidad de la presentacion, introducimos las siguientes notacio-

nes

55 =5 -5, SpL = pr — o, 88 =0~

61 =1-1, Sp2 = P2 — pa, oy =4-7.

Entonces, del sistema (1.1)-(1.5) para (S, 1) y (S, 5) tenemos que (3S,41) satisfacen el sistema

(68): = A(S) = =B [(S)™ (D) = ()™ (1)"]

= 6B(x)(S)™ ()" +A(x)I +y(x)1, en Qr, (2.39)

(61) = AGI) = B(x) [(S)" (1) = (S)™(1)"]
+6Bx)(S)" (1) = A(x)8T = y(x)1, en Qr, (2:40)
V(5S) -n=V(5I)-n=0, sobre T, (2.41)
(3S)(x,0) = (5I)(x,0) = 0, en Q. (2.42)

Del mismo modo, del sistema adjunto (2.1)-(2.5), deducimos que (dp1, dp2) es la solucion del sistema

)"
—mB)(S)™ ()" (1 — p2); en Qr, (2.43)
(6p2)e + A(dp2) = nB(x)S™ " (py — p2) — 4(x)(p1 — po)
—nB(x)S™ I (py — pa) + Y(X)(p1 — p2), en Qr, (2.44)
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V(dp1) -n=V(0ps) - n=0, sobre T', (2.45)
(6p1)(x,T) = 68(x,T) — (gobS(x) _ gobs (x)) , en Q, (2.46)
(0p2) (%, T) = 61 (x,T) — (fobs (x) — I° (x)) , en Q. (2.47)

Luego, las pruebas de (2.37) y (2.38) se reducen a obtener estimaciones para los sistemas (2.39)-

(2.42) y (2.43)-(2.47), respectivamente.

Para demostrar (2.37), testeamos las ecuaciones (2.39) y (2.40) por 6S y 61, respectivamente.

Luego, sumando los resultados obtenemos

1d

535 (1850320 + 161, D22y ) + I9GS)C, )20y + IV ED DI 200

< [1BGol[smin = smrr|jos|ax-+ [ 1886aNIS S ax -+ [ oln)as dx
Q Q Q

+/9\67(x)||]|\65|dx+/ﬂ\B(x)|’§mf”meI”

|61] dx + / 168(x)||S)™ 1" |61| dx
Q

+ [ Reolorax+ [ ool ax
Q Q
8
=> 1 (2.48)
j=1
donde I; estan definidos por cada término. Ahora, usando el Corolario 2.2 para conseguir que

|Svmjn _ Smln| — |5«mjn _ Svmln + SfmIrL _ SmI"‘

X I s
Smn/ u”fldu—l—I"m/ u™ du
I s

i s
§n|5|m/I Hf,;ldu+m|1|"/s St du,

<nSPITHT = I +m S™HR,|S — S, (2.49)

procedemos a obtener las cotas apropiados para I;. En efecto, por la desigualdad de Cauchy y

(2.49), tenemos que I se puede acotar de la siguiente manera

I < "—bsm’gl (/ \6[\2dx+/ |5S|2dx> +mBsm*111’;u/ 165 ? dx.
2 Q Q Q

En caso de I, I3 y 14, se tiene

1
no< gty [ 1060 axt [ asPax). fas
2 Q Q

I < 1]11\/[ (/ |(5’}/|2 dX+/ |(5S2dX) .
2 Q Q

(/ |6I|2dx+/ |652dx),
Q Q

N 3
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Del mismo modo, deducimos que
mn—1 2 mB m—1mn 2 2
Is < nbSTI™ |6I| dx—i—TSm Iy Q|(SI| dx + Q\(55| dx |,

Iy < ! (/ |6B|2dx+/ |512dx),
2 Q Q
I §?/ 16112 dx, Iy < EHM (/ |5’y|2dx+/ |5I|2dx).
Q 2 Q Q

Asi, a partir de las estimaciones de I y (2.48) tenemos

d
= (19SC, 20 + 161C, D320y ) +2(IVEC DI 2@ + IVEDE Do)
< D1 (108 ()2 + 101C, )32y ) + D (1081320 + 1971132(ey )

donde Dy = 2C +1 con C definido en (2.13) y Dy =S¥/ 1%, 4+ 1. Luego, aplicando la desigualdad

de Gronwall, deducimos que

185, 8) 320 + 101C,8) 320y
< P (0803200 + 19T0ll3z(e ) + DT (1081320 + 1971132(ey )

que implica (2.37) al utilizar (2.42).

La prueba de (2.38) se desarrolla de la siguiente manera. Podemos probar facilmente que la iden-

tidad algebraica
(AL —P2) = CA(pr —pa) = (Qﬁ - C)Alfl +¢ <A - A)Ifl + ¢ Adpy
—(C=¢)hp—¢ (A-n)p—Casp (250)

es vélida. Ahora, si ((,¢, A, A) = (&ﬁ,m(é‘)m*l(f)",m(S)m’l(I)”), tenemos que (2.50) implica

que el lado derecho de la ecuacion (2.43) se puede reescribir de la siguiente manera

mpB (S)™ (D) (B — p2) = mB (S)" ()" (p1 — p2)
—maB ()" (1)"pu +mB [(S)" (D" = ()" (1) |y
+mB ()" (1)"pr — mdB (S)™ (1) B2
—mf (S D) = ()" (1) gy — mB (S)" (1) dpa. (251)

Luego, testeando (2.43) por dp; y usando (2.51), obtenemos

1d
33715010 ) = VGOl ey + [ mdB (5)" (1) o
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+ [ m (S = 1 i
m m—1 n L 2 < — m dym—1/7\n 55 0p1 dx
4 /Q B (S)™ L (1) (6p1)%d /Q 56 (8)™ ()" prdprd

- /Q ms [(S)m—l(f)"—(S)m—l(f)”};fzapldx— /Q mB (S)™ 1 (I)"5p1 dpadx.

Del Lema 2.3, Corolario 2.2, usando argumentos similares a (2.49), y la desigualdad de Cauchy

tenemos

1d ‘ m—1yn
—5 2101 (D0 + 190p1 (D) < mix { Pa, s} {03 (1091, )12 ) + 19812y

oS (9103 + TG0 32 0))
ol — 1585213, (1991 Dl 320y + 165 ¢, D30 )}

mg m—1mn
+ 28 s (310p (. O3y + 1002, D2y (2.52)

Ahora, de (2.50), seleccionando (¢, ¢, A, A) = (B,B,n(.SA')m(f)”*l,n(S)m(I)”*l) y (6, ¢, A A) =
('?77, 1, 1), podemos reescribir el lado derecho de la ecuacion (2.44). Entonces, testeando (2.43)

por dps y usando argumentos similares obtenemos una estimacion similar a (2.52). Asi, tenemos

que existen las constantes positivas E;, i = 1,2, 3, tales que

d
— = (19p1 DIy + 102 DlF () ) +2(IV0p1( DIF () + 1V0p2( DlF (o))

< B (J10p1 (Dl + 0P Dl F2 (o))
+ By (105, )30y + 19TC, D32y ) + Bs (1981320 + 107320y )

Aplicando la estimacion (2.37) y reordenando algunos términos deducimos que

d / = - -
— = (P [19p (O gy + 18P, 2y | ) < (B + By) (1081130 + 19732y )

e integrando en [t,T] tenemos que

B 101, )2 ) + 16p2( DIFz(ey | < €7 1091 T2y + P2 Dl z(ey

+ T(Ey ¥ + Ba)e®” (10811320 + 1971320y )-

Por tanto, podemos deducir (2.38) mediante la aplicacion de la condicién final (2.47). O



378 A. Coronel, F. Huancas, E. Lozada & J. Torres

3. Prueba del teorema

Existencia. Podemos probar la existencia considerando la estrategia estandar de una sucesién
minimizadora y utilizando las inclusiones de compacidad adecuadas. En efecto, notamos claramente
que Uyq() # 0y J(B,7) estan acotadas para cualquier (8,7) € U,q(2). Entonces podemos
considerar que {(5,7n)} C U es una sucesion minimizadora de J. Entonces la inclusion compacta
HI/21+1(Q) ¢ C*(Q) para a €]0,1/2], implica que la sucesion de minimizacion {(B,,vn)} esta

acotada en la topologia fuerte de C*(Q) x C*(Q) para todos a €]0,1/2], desde existe una constante
positiva C' (independiente de 8, y n) tal que

1Brllce@) + Imllca@) < C( |Bnll zriaszi+1 () + ||7nHH\[d/21|+1(Q))a Va €]0,1/2)].

Observe que el lado derecho esta acotado por el hecho de que 8,,, v, € HI4/2I+1 (Q), ver la definicion
de U,q(92) dada en (1.8). Ahora, denotemos por (S, I) la solucion del problema del valor inicial
y en la frontera (1.1)-(1.5) correspondiente a (8,,7,). Entonces, considerando el hecho de que
{(Bn,n)} pertenece a C(Q) x C*(Q) para todo a €]0,1/2], por el Teorema 2.1, tenemos que
S, y I, pertenecen al espacio de Holder C***1+3(Q;) y también {(S,,I,)} es una sucesion
acotada en la topologia fuerte de C?**1¥3(Qr) x C?+*1+5(Q,) para todo a €]0,1/2]. Asi, del
acotamiento de la sucesion de minimizacion y la correspondiente secuencia {(Sy, I5,)}, implica que

existe
(B.7) € |CY2(Q) x CYAQ)| NUa(),  (8,T) € CP 213 (Qr) x C*#H4(@Qy),
y la subsucesion nuevamente etiquetada por {(Bn,vn)} v {(Sn, In)} tal que

Bn — B, Yn—7 uniformemente sobre C*(12), (3.1)

S, =S, I,—1 uniformemente sobre C*%(Qp)NC* *1+%(Q,). (3.2)

Ademaés, podemos deducir que (S, I) es la solucién de el problema del valor limite inicial (1.1)-(1.5)
correspondiente a los coeficientes (3,7%). Por tanto, segiin el teorema de convergencia dominado de
Lebesgue, la semicontinuidad inferior de la norma L?, y la definicién de la secuencia minimizadora,

tenemos que

J(B,7) < m J(Bn,va)=  inf J(B,7). 3.3
(B7) < M J(Bn,ym) = fof o T(B) (3-3)

Entonces, (3,7) es una soluciéon de (1.6) y la prueba de existencia esta concluida.

Unicidad. Demostramos la unicidad usando adecuadamente el resultado de estabilidad del Le-
ma 2.5 y la condicién de optimalidad necesaria del Lema 2.15. Para ser méas precisos, consideremos

los conjuntos de funciones {S,I,p1,p2} vy {S,f,ﬁl,ﬁg} son soluciones a los sistemas (1.1)-(1.5) y
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(2.1)-(2.5) con los datos {3,~, S, 1%} y {B,’y, Sobs fObS}, respectivamente. Del Lema 2.15 y la

hipotesis que (8,7) vy (B, %) son soluciones de (1.6) tenemos que las siguientes desigualdades

// KE—'B) s = (7 -1) I}(m—pl)dxdt

+5/Q [wav (Efﬁ) £ VAV (577)} dx >0, VY(B,5) € Uwu, (3.4)

[ Te-)smin - (x-3) -

+6/Q[VBV(£—B)+V&V(1—@} dx >0

son validas, respectivamente. En particular, seleccionando (E, ) = (

(8,7) € Uaa, (3.5)

B.4) en (3.4) y (8.9)

en (3.5), y sumando ambas desigualdades, obtenemos

6nv@ﬁmém)+vw7>;@}§[4\édﬁmﬁmzpnywqmm>wdt

+//|ﬁ—wﬂm—m%4@rﬁMWMt=h+b- (3.6)
Qr

Ahora, de (2.49), (2.50), Corolario 2.2, Lema 2.3, y la desigualdad de Cauchy, observamos que

B [[ 1= slsmin - smrlaxdes [[ 15 BlISmI - S7 Il dxa
Qr Qr

+[/\B—mwmﬁmafmmXﬁ+// 1B~ BIIS™I"||2 — pal dxdt
T Qr
n . T
< 5571\72117{1 max {P47P5} <T||5 — Bl720) +/0 11(-t) — I('at)||%2(9)dt>
m

T
+2Mﬁmlmw{an<NW—ﬂﬁmn+Awuw—ﬂwm%@ﬁ>

T T
M - . .
+ 5 Sl <2T||ﬂ — Bl72@) +/o 1(B1 — p1) (s 1) |72yt +/0 ([ (P2 p2)('7t)||2L2(Q)dt>

T
I < méx{P4,P5} (Tll‘yvlliz(m +/0 11(-t) I(~,t)lliz<mdt>

T
+ Iy (TW — 720 +/0 (P pl)('vt)”%Z(Q)dt) :

De Lema 2.5 y las estimaciones de I; y I3 en (3.6) tenemos que

0 ||V(/3) - 5)”%2(9) + V(5 = 7)”%2(9)] <T [HB - 5”%2(9) + 1% - '7”%2(9)}

+ T (187 = 8| aqy + 11 = I [Faqy|, (37)
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donde
Ty = [(FSHL + TSI +1) U+ w)max { Py, B} + (TSHL + L) 24+ )| T,

m
T, = (5 m ’1\‘4+HM> 0T,

Ahora, considerando que (3,79), (8,7) € Ue(), por la desigualdad generalizada de Poincaré, tene-

mos que

18 = BliZ2() + 15 = 72
< Cpoi (IV (3 = B3 + IV G = 32y + 18 = B30y + 157 = ey

= Cpoi (IV(B = B) 220y + V(3 = 1) 2y )
Entonces, en (3.7) tenemos

(6= T2Crot) [IV(B = B) 220y + IV = DliTacy] < T2 [I18 = 8 [Fa(ay + 1™ = I |Fa(ey |

Por lo tanto, seleccionando © = T2C},,; deducimos la unicidad hasta una constante aditiva.

4. Simulaciones numeéricas

En esta seccion, consideramos la aproximacion numérica del problema de control 6ptimo siguiendo
las ideas detalladas en [33] (véase también [20]). La construccion de la aproximacion numérica es
un procedimiento que consta de los siguientes tres pasos: se desarrolla una aproximacién numérica
mediante un esquema IMEX de la ecuacion de estado (1.1)-(1.5); se construye una aproximacion
numérica de la funcion objetivo (1.7); y, asumiendo que las funciones a identificar tienen formas
especificas en términos de un numero finito de parametros desconocidos, se aproxima el problema
de optimizacioén infinito dimensional (1.6) por un problema de optimizaciéon numérica en dimension
finita, donde las incognitas son los parametros. Luego, se aplica un algoritmo de optimizacién nu-
mérica para resolver el problema de optimizacién en dimension finita o forma discreta del problema

de optimizacion. En efecto, en lo que sigue se especifica cada uno de estos pasos.

En primer lugar especificamos la discretizacion de (1.1)-(1.5). Consideremos que 2 =|0, 1],
00 =1{0,1}, Qr = (0,1) x [0,T] y T' = {0,1} x [0,T]. La discretizacion del problema de valores
iniciales y en la frontera (1.1)-(1.5) se realiza mediante un esquema semi-implicito de diferencias
finitas. Comenzamos introduciendo la discretizaciéon estandar de Qr. Seleccionamos M, N € N de
modo que la discretizacion de €2 esté dada por z; = jAx para j =0,...,M con Az = L/(M +1),
y la discretizacion de [0, 7] esté dada por t, = kAt para k = 0,..., N con At = 1/N. Ademas,
consideramos que la aproximacién de una funcién dada ¥ : Q, en (xj,tr) se denota por \IléC De
forma similar, la aproximaciéon de las funciones ¥ : Q — Ry ¥ :[0,1] — R en x; y ti se denotan

por ¥ y por ¥¥, respectivamente. El sistema (1.1)-(1.5) se aproxima mediante el siguiente esquema
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de diferencias finitas.

k+1 k k41 k+1 k+1
Sj — Sj S — 2Sj + ijl

Jj+1 _ kym ( 1k k -
Al — (AZL‘)2 ——ﬁj(Sj) L(Ij >n+’7j]j, ]—17...,M—1, (41)
JEFL gk phtl _opk+l y phel
J J Jj+1 J j—1 _ k\m ( 7k\n k -
Gkl _ ght+l gkl pktl
J Jj—1 J Jj—1 .
= =0 0,M 4.3
s s ; j€{0,M}, (4.3)
S9 = So(x;), I =Io(x;), ji=0,...,M, (4.4)
donde k = 0,..., N — 1. Utilizamos la notacion (Sa,Ia, Ra) para la aproximaciéon numérica de

(1.1)-(1.5) obtenida por el esquema (4.1)—(4.4) con coeficientes numéricos (8a,va)-

La aproximacion de la funcion costo (1.7) es denotada por Ja y es definida por
Az & SAT <
Ja(SaInsBarva) = 5 D0 (S8 = 8992 4 (1Y = 12| + S5 30 [(8)2 + ())?]. (45)

Se observa que (595, 19%%) corresponde a una aproximacion de las observaciones, las cuales en la
R )
practica son interpolaciones de los datos observados que son obtenidos en un conjunto discreto de

puntos del dominio y que no considera la discretizacion de €.

La discretizacion del problema de optimizacion (1.6) cuando (8,7) son formas funcionales de-
pendientes de los parametros se realiza como sigue. Asumimos que las funciones 8 y = estan
parametrizadas por un namero finito de parametros denotados por e = (e1,ea,...,es) y que el
problema de control 6ptimo (1.6) se aproxima mediante el problema de optimizacion de dimension

finita.

Encontrar e € R’ minimizando la funcién costo Ja(e) = Ja(Sa, Ia, Ba,VA)
restringida a (Sa, Ia, Ba,7va) solucion de (4.1)-(4.4) con Sy -y parametriza- (4.6)
das por e, i.e. Bao = Ba(,€) ¥ 74 =ya(-,€),

En esta definicién del problema de la discretizacién del problema de optimizaciéon observamos que
(Sa, In) depende de e aunque tal notaciéon no esté incluida explicitamente a fin de no recargar la

notacion.

En los ejemplos numéricos que se muestran en lo que sigue de la seccién, la solucién del problema
de optimizacion (4.6) se realizo utilizando la funciéon optimiset de Matlab. Adicionalmente, en los
ejemplos numéricos se considerd el pardmetro de regularizacion 6 = 1, y los exponentes (m,n) =

(1/2,1/10) es decir, la fuerza de infeccion es B(x)S/211/10,
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Figura 1: Simulaciones con los datos del Ejemplo 1 presentado en el subseccion 4.1.

4.1. Ejemplo 1: Funciones constantes J y v

En este ejemplo, consideramos que los coeficientes de los términos de reaccion 8,7 : @ — (0,1) son
funciones constantes por determinar. Mas precisamente, asumimos que los pardmetros a determinar
por el problema de control 6ptimo son e = (eq, e2), tales que B(x;e) = e; y y(x;e) = ey. Cons-
truimos los perfiles de observacién desarrollando una simulaciéon numérica del problema directo
(1.1)-(1.5) con condicion inicial

(1 —4x)(4x —3), =€ [1/4,3/4],

Solx) = (4.7)
0, en otro caso,

Io(z) =1 - So(z), (4.8)

mediante aplicacion del esquema de diferencias finitas (4.1)—(4.4); utilizando At = 1,0E -7, Az =
2,0F — 4y e = (0,7,0,2), ver Figura (1). Se observa que en este caso en la definicion de Ja
en 4.5 el termino de regularizacion se anula dado que 8'(z) = +/(z) = 0. La identificacién numeérica
se desarrolla considerando M = 100 y N = 500 y utilizando varios puntos de inicializacién para
el método de optimizacion numérica. Por ejemplo, si suponemos que la aproximacion inicial es
e’ = (1.E — 06,1) obtenemos que las funciones identificadas estdn definidas por los parametros
e>* = (0,77964, 0,25706). Otras simulaciones se realizaron, segiun lo documentado en la Tabla 1.
En la Tabla 1 se muestra que la funcién Ja tiene varios puntos donde la funcién costo toma el

valor 2,752908, para una representacion grafica consultar la Figura 2. En la segunda columna se
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muestran los parametros iniciales para la soluciéon numeérica del problema de optimizacion (4.6). En
la tercera columna los resultados de la convergencia y en la cuarta columna el valor de la funcién
de costo en el punto de convergencia. La comparacion de los perfiles observados, identificados y de
aproximacion inicial para dos casos de la Tabla 1 se muestran en la Figura 3. En los otros casos,

las representaciones graficas son similares.

Tabla 1: Resultados que muestran la no-unicidad del problema de identificacién para el caso de 3
y 7 no constantes (ver Figura 2).

Caso | €° e> Ja(e>)

1 (1.E — 06,1) | (0,77964,0,25706) | 2,752908
2 (1.LE —06,2) | (1,34835,0,63480) | 2,752908
3 (1.E — 06,3) | (1,92203,1,01875) | 2,752908
4 (1.LE —06,4) | (2,36179,1,31490) | 2,752908
5 (1.E — 06,5) | (3,52866,2,10784) | 2,752908
6 (1.LE—06,6) | (2,5164,1,41940) | 2,752908

En términos generales, en el caso de funciones constantes 8 y -y no se tiene la unicidad debido a

que en la funcion de costo el término de regularizaciéon se anula.

Figura 2: Grafica de la funcién costo para el Ejemplo 1 presentado en el subseccion 4.1 considerando
e € (0,8]%. (a) Superficie mostrando varios minimos para Ja dada en (4.5). (b) curvas de nivel de
la funcion costo Ja. Para los valores numeéricos consultar la Tabla 1.

Tabla 2: Parametros observados y resultados de la identification en el caso del Ejemplo 2 y que
definen las funciones dadas en (4.9).

e Ja(e™) 18allri | lvallzie
% | (0,000, 80,0000, 50,0000, 0,0800, 80,0000, 50,0000) 0,0031 0,1109
e (0,0200, 71,0000, 41,0000, 0,0200, 71,0000, 41,000)
e (0,0763,79,7212,49,7254, 0,0925, 80,6862, 48,2397) | 1,8207E — 08 | 0,0030 0,1101
e'd (0,0200, 73,0000, 43,0000, 0,0200, 73,0000, 43,000)
e (0,0710, 73,0037, 43,0037, 0,0942, 73,0037, 43,0038) | 7,3171FE — 09 | 0,0031 0,1101
™ | (0,0200, 85,0000, 55,0000, 0,0200, 85,0000, 55,000)
e (0,0763,79,7212,49,7254,0,0925, 80,6862, 48,2397) | 1,8208E — 08 | 0,0030 0,1101
| (0,0200, 88,0000, 55,0000, 0,0200, 83,0000, 53,000)
e | (0,0789,79,7340, 49,7355, 0,004, 80,2810, 48,9074) | 1,1057E — 09 | 0,0031 0,1101
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Figura 3: Comparacion de los perfiles en tiempo 1" de la soluciones para Ejemplo 1 presentado en
el subseccion 4.1. (a)-(b) y (c)-(d) son los perfiles para los casos 1 y 6 presentados en la Tabla 1.

Figura 4: Simulaciones con los datos del Ejemplo 2 presentado en la subseccion 4.2.
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4.2. Ejemplo 2: Funciones no constantes § y v

En este ejemplo, asumimos que las funciones 3,7 : © — (0,1) estan parametrizadas en términos

de e = (ey,...,e5) como sigue
B(x;e) = egsech(ear —e3), y(x;e) = 0,09 — ey tanh(esz — eg). (4.9)

Los perfiles de observacion considerados son sintéticos y son construidos resolviendo las ecuaciones
de estado (1.1)-(1.5) con la condicion inicial para los susceptibles la funcion Sy definida en (4.7) y

la condicién inicial para los infectados dada por

Io(2) 0,4 — 0,3tanh(10z — 2,5), =z € [0,1/4], (4.10)
ol\x) = .
0, en otro caso.

La solucién numérica es obtenida mediante aplicacion del esquema de diferencias finitas (4.1)—
(4.4); utilizando At = 1,0E — 7, Ax = 2,0F — 4 y los parametros dados en e°*® en la Tabla 2 (ver

Figura 4). Observamos que ||3(-;€°"%)||1(q) = 0,0031 y [y(:; €*")

|1 (@) = 0,1109. Luego, con el fin
de utilizar la hipotesis del Teorema 1.1 que permite lograr la unicidad, fijamos ¢ = (0,0031,0,1109)

y redefinimos la funcién costo como sigue

2 2

M M
Ja(Sas1a, Ba,va) = Ja(Sa,Ia, Ba,va) + | Az 1851 —0,0031 | + | Az |y —0,1109 | |
i=0 =0

donde JA(Sa,Ia,Ba,va) es la funcion definida en (4.5). El problema de optimizacion se resolvid
considerando M = 100 y N = 1000 y la funcién costo Ja. Se seleccionaron distintos valores e,
como estimacioén inicial de los pardmetros, y se obtuvo que el algoritmo de optimizacién convergid
a distintos valores > para los pardmetros identificados, los cuales son reportados en la Tabla 2. En
esta tabla se reporta el valor de la funcion costo en el punto de convergencia, de donde se observa que
el menor valor para la funcion de costo es el de la fila inferior, para el cual Ja(e>) = 1,1057E — 09.
Adicionalmente en las dos tltimas columnas de la derecha se reporta el valor de ||3(-;€%*)| 11 (q)
v v (s eObS)”Ll(Q), los cuales son aproximados a los valores fijados para c. La comparacion de los

perfiles observados e identificados y asi como los coeficientes § y v se muestran en la Figura 5.
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Figura 5: Comparacion de los perfiles en tiempo T de la soluciones para Ejemplo 2 presentado en
el subseccion 4.2. Estas graficas son construidas con los valores de la Tabla 2.

En sintesis, en el caso de funciones no constantes 5 y v es esperable obtener la unicidad bajo las
consideraciones del Teorema 1.1. Asi mismo se observa que es esperable que se los resultados sigan
siendo validos bajo condiciones de menor regularidad de las condiciones iniciales. En efecto, para
las simulaciones numeéricas de este ejemplo se consider6é una funcién discontinua como condicién

inicial para la poblacién de individuos infectados.
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