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COMPENDTIO

Aspectos topologicos de las simetrias en superficies

JUAN ARMANDO PARRAD™ RESUMEN

ISRAEL MORALES?
El grupo de homeomorfismos de una superficie topolégica X3,

L Centro de Investigacion en Homeo(X), admite una topologia conocida como la topolo-
Matemdticas, A.C. CIMAT. Guanajuato, gia compacto-abierta, con la cual es un grupo topolégico. En
Meézico. este escrito damos una demostracién autocontenida de este
juan.parra@cimat . ma™ hecho. Del mismo modo, utilizamos herramientas elementa-

les para demostrar que Homeo(X) es un grupo polaco (es de-

2 Departamento de Matemdtica y cir, es separable y completamente metrizable). Traducimos
Estadistica, Universidad de La Frontera, la relacion de isotopia en Homeo(X) como arcoconexidad en
Temuco, Chile. Homeo(X) y, denotando por Homeoo(X) a la componente
israel.morales@ufrontera. cl arcoconexa de la identidad, usamos resultados clasicos de la

Teoria Descriptiva de Conjuntos para probar que el Grupo
Modular Extendido de ¥ (o mapping class group extendido),
Mod® (%) := Homeo(X) /Homeop (), es un grupo polaco con
la topologia cociente. Al final de este compendio, discutimos
una demostraciéon alternativa de este resultado que se basa
en ver al Grupo Modular Extendido como el grupo de auto-
morfismo del grafo de curvas; esta conexion figura como una
de las mas importantes y bellas en toda la teoria de Grupos

Modulares.

Palabras clave: Superficies topologicas, grupo de homeomorfismos, grupo modular de superficies, topologia com-

pacto-abierta, isotopia, grafo de curvas.
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SURVEY

Topological aspects of symmetries on surfaces

JUAN ARMANDO PARRAD™ ABSTRACT

ISRAEL MORALES?
The homeomorphism group of a topological surface X,

L Centro de Investigacion en Homeo(X), admits a topology known as the compact-open
Matemdticas, A.C. CIMAT. Guanajuato, topology, with which it becomes a topological group. In this
Mézico. work, we provide a self-contained proof of this fact. Moreo-
juan.parra@cimat . ma™ ver, we use elementary tools to prove that Homeo(X) is a

Polish group (i.e., it is separable and completely metriza-
2 Departamento de Matemdtica y ble). We translate the isotopy relation in Homeo(X) as path-
Estadistica, Universidad de La Frontera, connectedness in Homeo(X) and, denoting by Homeog (X) the
Temuco, Chile. identity path component, we use classic results in Descriptive
israel.morales@ufrontera. cl Set Theory to prove that the Fxtended Mapping Class Group

of ¥, Mod* (%) := Homeo(X)/Homeoy(X), is a Polish group
with the quotient topology. At the end of this survey, we dis-
cuss an alternative proof of this result based on realizing the
Extended Mapping Class Group as the automorphism group
of the complex of curves; this connection arises as one of
the most important and beautiful in the theory of Mapping
Class Groups.

Keywords and Phrases: Topological surfaces, homeomorphism group, mapping class group of surfaces, compact-

open topology, isotopy, complex of curves.
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1. Introduccién

El concepto moderno de homeomorfismo hace referencia a una funcién entre dos espacios topologi-
cos X — Y que es continua, invertible y cuya inversa es continua. Dicho concepto fue reformulado
a lo largo de la historia para representar lo que significa hoy en dia. Después de los avances de
M. Fréchet y F. Hausdorff, finalmente W. Sierpinski en 1928 y K. Kuratowski en 1934 realizaron
importantes escritos de topologia donde el término homeomorfismo ya tenia el significado moderno.
La palabra “homeomorfismo” la introdujo H. Poincaré en 1895 y originalmente hacia referencia a
un difeomorfismo entre variedades diferenciables. Pronto H. Poincaré observo que los difeomorfis-
mos forman un grupo interesante por si mismo; con visiéon de gran alcance, se atrevié a afirmar
que la ciencia cuyo objetivo es el estudio de este grupo, asi como otros grupos analogos, recibi-
ria el nombre de analysis situs, hoy topologia. El desarrollo de las matematicas ha confirmado el
sentimiento de H. Poincaré; el estudio de objetos como el grupo de homeomorfismos, el grupo de
difeomorfismos y el grupo modular de superficies, asi como todas sus variantes, forman parte de
la columna vertebral de las mateméticas. Para una revisiéon histérica de la evolucién del concepto

de homeomorfismo, recomendamos ampliamente la lectura de G. H. Moore [27].

Una de las motivaciones para estudiar el grupo de homeomorfismos o difeomorfismos de una varie-
dad proviene de los sistemas dinamicos, en donde clasicamente se estudian las transformaciones de
un conjunto de puntos en una variedad bajo iteraciones de un difeomorfismo, es decir, se estudia el
comportamiento de un subgrupo ciclico del grupo de difeomorfismos de la variedad. En los tltimos
cincuenta anos se ha adoptado el objetivo de no s6lo estudiar subgrupos ciclicos de difeomorfismos
u homeomorfismos, sino de subgrupos finitamente generados de ellos. Lo que se busca con esto es
explicar la influencia algebraica en la dinamica que realiza la acciéon del grupo sobre la variedad
y de ser posible construir relaciones entre propiedades algebraicas como nilpotencia, torsion, etc.,
con propiedades dindmicas como la entropia, puntos fijos, etc. Sin embargo, el estudio del grupo
de homeomorfismos o difeomorfismos de una variedad no se limita a sistemas din&dmicos; estos
grupos forman parte importante en la clasificacion de haces fibrados en Topologia Algebraica [35].
Asi mismo, el tema de estudiar la continuidad automdtica (tema propio de la Teoria Descriptiva
de Conjuntos) de estos grupos ha derivado en importantes resultados de rigidez. Mas motivacio-
nes para estudiar el grupo de homeomorfismos de variedades se puede consultar en el interesante

articulo de K. Mann [24].

En general, estudiar el grupo de homeomorfismos no es sencillo, sobre todo porque a pesar de ser
un grupo topolégico con buenas propiedades topologicas y algebraicas, es un grupo no numerable
y 1no es localmente compacto. Surge asi la necesidad de estudiar al Grupo Modular (conocido por
mapping class group en la literatura inglesa), Mod(M), de una variedad M, el cual se define como
el cociente Homeo(M)/Homeog (M ), donde Homeog (M) denota a la componente arcoconexa de la

identidad. El estudio del Grupo Modular de variedades estd motivada por su profunda conexion
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con la clasificacion de clases de haces fibrados, véase [29]. En otras situaciones resulta que el Grupo
Modular es mas sencillo de estudiar que el grupo de homeomorfismos en si. El ejemplo tipico de esto
son los grupos modulares de superficies de tipo finito!, los cuales son grupos finitamente generados.
La historia de los grupos modulares de superficies se remonta a comienzos del siglo XX y su conexion
con diversas areas de las matematicas (en la clasificacion de 3-variedades, en Teorfa de Teichmiiller,
en Geometria Algebraica, en la Teoria Geométrica de Grupos, por mencionar algunas), ha quedado

confirmada en toda una vasta literatura; por ejemplo, el lector puede consultar las referencias [9,17].

Recientemente se ha iniciado el desarrollo sistemético de los grupos modulares de superficies de
tipo infinito. A diferencia del caso de superficies de tipo finito, estos son grupos que ya no son
finitamente generados. Recomendamos revisar [1] para una exposicién amplia del desarrollo de la
teoria de grupos modulares en superficies de tipo infinito. El rapido desarrollo de la teoria de estos
grupos en los altimos 15 anos justifica la necesidad de tener escritos accesibles a toda la comunidad

hispanohablante que trate el tema de grupos modulares de superficies.

Con el objetivo de producir un texto autocontenido en la medida de lo posible, en este escrito
recopilamos algunas de las propiedades topologicas y/o geométricas mas basicas del grupo de
homeomorfismos de una superficie topologica, asi como del respectivo grupo modular. De ese
modo, esperamos que un lector que no haya tenido un acercamiento a dichos grupos encuentre en
nuestro escrito una introducciéon amena. La novedad de este trabajo es su enfoque unificado, ya
que nuestro tratamiento de los temas incluye a todas las superficies topologicas; compactas o no
compactas, orientables o no orientables, con frontera compacta o con frontera no compacta. Los
autores esperan que ésta sea una lectura agradable, y que en el mejor de los casos, sea de alguna

utilidad para el lector.

1.1. Estructura del texto

En la Seccién 2 presentamos a las superficies, definimos la frontera de una superficie y la nocién
de orientabilidad. A pesar de ser fundamental en el estudio de superficies, no detallaremos en la
clasificacién de superficies. Sin embargo, en esta misma seccién comentamos la bibliografia a la

que se puede acudir.

En la Seccion 3 introducimos la nocién de homeomorfismo de una superficie ¥ en si misma. Exhi-
biremos ejemplos de las estructuras de la superficie que son transformadas por la accién de un
homeomorfismo. Probaremos que con la operacién composiciéon y la topologia compacto-abierta,
el grupo de homeomorfismos Homeo(X) es un grupo topologico Hausdorff y segundo numerable.
Utilizaremos herramientas de Teoria Descriptiva de Conjuntos para probar que Homeo(X) tiene

una métrica compatible invariante por la operacion del grupo. Definiremos de manera explicita una

1Una superficie es de tipo finito si tiene grupo fundamental finitamente generado. En otro caso se dice que la
superficie es de tipo infinito.
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métrica (una para superficies compactas y otra para superficies no compactas) completa y compa-
tible con la topologia compacto-abierta. La existencia de dicha métrica concluye que Homeo(X) es

un grupo polaco.

En la Seccion 4 definimos una relacion de equivalencia en Homeo(X), llamada isotopia. Veremos
que dicha relacion esté estrechamente relacionada con la componente arcoconexa de la identidad (el
cual es un subgrupo normal del grupo de homeomorfismos): dos homeomorfismos f, g € Homeo(X)
son isotdpicos si, y solo si estan en la misma componente conexa por trayectorias. El grupo cociente
es conocido como Grupo Modular Extendido y sera denotado por Modi(Z). Demostraremos que
Modi(E) hereda propiedades topoldgicas de Homeo(X), como el hecho de ser Hausdorff y segundo
numerable, y que por lo tanto, es también metrizable. Explicaremos un panorama que utiliza
resultados importantes de Teoria Descriptiva de Conjuntos para demostrar que la metrizabilidad
en Modi(E) es suficiente para que sea un grupo polaco. Al final de la Secciéon 4 introducimos el
grafo de curvas de una superficie orientable de tipo infinito con frontera vacia, y discutimos una
forma alternativa de demostrar que el Grupo Modular Extendido es polaco; esto se obtiene como
consecuencia de ver a Modi(E) como el grupo de automorfismos del grafo de curvas. A pesar
de que nuestra intencién es producir un texto autocontenido, en esta seccion es deseado que el
lector tenga una comprension basica del concepto de homotopia y principios basicos del grupo
fundamental. Dichos conceptos son utilizados en la Secciéon 4.5. Sin embargo, el resto de la Seccion

4 no pide dichos prerrequisitos de manera imperativa.

1.2. Recomendaciones bibliograficas

Ponemos a disposiciéon del lector referencias cléasicas para el estudio de los grupos de transfor-
maciones en superficies. A primer on Mapping Class Groups [9] es una guia autocontenida de
teoremas, ejemplos y técnicas utilizadas en el estudio del Grupo Modular de una superficie de tipo
finito. Office hours with a geometric group theorist [5] es una muy buena guia que puede servir a
estudiantes de licenciatura en un primer acercamiento a Grupos Modulares de superficies de tipo
finito asi como a la Teoria Geométrica de Grupos. Presentando al toro y sus simetrias [18] es un
escrito en donde se detalla el calculo del Grupo Modular del toro. Big Mapping Class Groups: An
Overview [1] es un sumario de resultados topologicos asociados al grupo modular de superficies de
tipo infinito. Notes on the Topology of Mapping Class Groups [37] es una referencia para localizar
resultados relevantes relacionando las técnicas de Teoria Descriptiva de Conjuntos con el grupo
modular, particularmente de superficies de tipo infinito. La lectura Superficies Topoldgicas y sus
simetrias: una introduccion a grupos modulares de superficies de tipo finito e infinito [6] es una
introduccién accesible a grupos modulares de superficies de tipo finito e infinito, incluidas las su-
perficies no orientables; en particular, en este texto el lector puede comenzar a informarse sobre los

invariantes que clasifican a las superficies topologicas, incluidas las no compactas. Para consultas
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de propiedades de grupos topologicos recomendamos Beginner’s Course in Topology [10]. Una guia
de la Teoria Descriptiva de Conjuntos que recomendamos es Classical Descriptive Set Theory [19].
Por ultimo, un texto introductorio al estudio de haces fibrados es Fiber bundles and homotopy

[36].

2. Superficies

Probablemente el ejemplo principal de una superficie es la grafica de una funciéon continua f :
U — R definida en un subconjunto abierto conexo U C R?; recordemos que la grafica de f es el

subespacio de R? dado por

L(f) = {(z,y, f(z,y)) €R®: (x,y) €U} .

Las superficies son espacios topolégicos especiales, que modelan “mundos posibles”. Por ejemplo la
grafica de la funcion f(z,y) = 22 —y? (Figura 2.1), se puede imaginar como la hoja de una planta

en la que caminan las hormigas.

Figura 2.1: Porcién de la grafica de f(x,y) = 22 — y%.

Para cualquier funcién continua f : U C R? — R existe un homeomorfismo entre U y la grafica I'(f)
dado por la proyeccion m(x,y, z) = (x,y). En otras palabras, la grafica de f se puede aplanar. Sin
embargo, existen mundos posibles que interpretamos como superficies que no se pueden aplanar,
como la superficie de un planeta o el chocolate que recubre una dona glaseada. Por eso la definicién
de superficie topologica es mas general. Partiremos primero de la definicion de superficies sin

frontera (o bien, con frontera vacia), la cual definiremos maés tarde.

Definiciéon 2.1 (Superficie topologica). Un espacio topoldgico conexo ¥ es una superficie (con
frontera vacia) si es Hausdorff, sequndo numerable? y cada punto p € ¥ tiene un entorno V C 2

homeomorfo a algin abierto de R2.

Notese que la definiciéon no considera que una superficie ¥ esté incluida como un subespacio de

2Un espacio topolégico es segundo numerable si tiene una base numerable de abiertos.
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R™, sino que es un espacio topolégico abstracto que cumple las restricciones de la definiciéon. Por

ejemplo el plano proyectivo en el siguiente ejemplo es un espacio dado por clases de equivalencia.

Ejemplo 2.2. Los siguientes espacios topoldgicos son superficies. En las imdgenes colocamos las
representaciones poligonales de las superficies, que consisten en realizar el pegado de los lados con

la misma etiqueta en el sentido que indican las flechas.

= Bl plano R? es una superficie, asi como cualquier subconjunto U C R? abierto y conexo.

= La esfera S? := {(z, y,2) ER3 1 a? + 92 + 22 = 1} es una superficie compacta. Consideremos

N =(0,0,1), el polo norte y, S = (0,0,—1), el polo sur. Definimos los homeomorfismos

p: SPN{N} — R? v SN {S} — R?

(wow)  — (25,2 (wow) — (25, 25),

14w’ 14w

que prueban que S? es una superficie. Estos homeomorfismos son conocidos como la proyec-

cion estereogrdfica de la esfera (Figura 2.3).

Figura 2.2: La esfera y su representaciéon poligonal.

2u
el v,w) = (1 —w'l- u'>

Figura 2.3: Obtencion de proyeccion estereografica mediante la recta que pasa por el polo norte

N = (0,0,1), intersecta a la esfera tinicamente en (u,v,w) y después intersecta el plano R? x {—1}
en o(u,v,w).

s Bl toro T? :=S! x S! es una superficie compacta. Podemos presentar al toro, también como

417



418 J. A. Parra & 1. Morales

el espacio cociente

R*/Z :=R?/ ~,
donde la relacion de equivalencia ~ estd dada por: x ~y si y sélo six —y € Z2.

a
b
(=)

Figura 2.4: El toro y su representacién poligonal.
= Fl plano proyectivo se define como el espacio cociente
RP? := R® \ {0} / ~,
donde la relacion de equivalencia ~ en R® \ {0} estd dada por: x ~ y si existe A € R tal

que x = \y. Este espacio no se puede visualizar encajado en R3, pero si podemos dar su

representacion poligonal.

Figura 2.5: Representacion poligonal de RP?.

= La escalera de Jacob es una superficie con género infinito, que se extiende de manera infinita

hacia dos direcciones.

Y e @A e

Figura 2.6: Escalera de Jacob.

» Basados en la nomenclatura de la clasificacion de superficies no compactas (Subseccion 2.2),

418
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la siguiente superficie se conoce como la superficie con tres fines acumulados por género.

Pero por simplicidad, nosotros la llamaremos tripode.

000

& L=/

S

Figura 2.7: Tripode.

» El conjunto R?2 \ N x {0} es abierto en R?, por lo que es una superficie.

Figura 2.8: R? \ N x {0}.

» Del mismo modo R? \.C x {0}, donde C es el conjunto de Cantor, es un abierto de R? y por

ende, es una superficie.

Figura 2.9: RZ < C x {0}.

s FExisten superficies con ramificaciones infinitas, como el arbol de Cantor y el arbol florido
de Cantor.

(a) (b)

Figura 2.10: (a) Arbol de Cantor; (b) Arbol florido de Cantor.

h—g
Vs
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Ejemplo 2.3 (Espacios que no son superficies). Contrario a la intuicion, existen espacios que
cumplen ser localmente homeomorfos a R? pero no ser Hausdorff. En este ejemplo también ejem-

plificamos con el cono espacios que no son localmente homeomorfos a R2.

» El cono estd definido como el conjunto de puntos (x,y,2) € R® que satisfacen la ecuacion
22 +y? = 22. El origen (0,0,0) es un punto del cono que no tiene una vecindad homeomorfa

a algin abierto de R2.

Figura 2.11: Punto singular en el cono.

= Fl plano con dos origenes es el espacio cociente

R? x {0,1}
(x,y,()) ~ (mvya 1) st (l'vy) # (O’O)

Todo punto de X tiene una vecindad homeomorfa a R?, pero falla en ser Hausdorff para las

imdgenes de los puntos (0,0,0) y (0,0,1).

Figura 2.12: Plano con dos origenes.

Hacemos énfasis en que la Definicion 2.1 es exclusiva de superficies sin frontera pues en el estudio de
homeomorfismos es importante distinguirlas de las superficies con frontera no vacia. Incluso veremos
més adelante que el concepto de frontera en una superficie permite extender a toda la superficie
ciertos homeomorfismos definidos en subsuperficies con frontera (como los que mencionaremos en

el Ejemplo 3.3). jPero a qué nos referimos con una superficie con frontera?

Dado que una superficie ¥ es un espacio topologico abstracto que no esté encajado necesariamente
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dentro de algin otro espacio topolégico X, no podemos especificar cuél es la frontera topologica
de X dentro de X. Més bien, a lo que nos referimos es a una frontera geométrica, que captura la
informacion del semiplano superior cerrado H2 = {(ac7 y) ER?:y > 0} como subespacio de R?. En
la Figura 2.13 se puede notar que en H2 hay abiertos como el subconjunto V' C H2 que también
es un abierto de R2. Por otro lado hay abiertos como U C H2 que son abiertos s6lo del semiplano.
Los puntos en la interseccion de U N{(x,0) : z € R} describen a lo que nos referimos como puntos

frontera.

Figura 2.13: V un abierto de R? y U abierto exclusivamente de H?2

Definiciéon 2.4 (Superficie topologica con frontera). Un espacio topoldgico conexo ¥ es una su-
perficie, con frontera posiblemente vacia, si es Hausdorff, sequndo numerable y cada punto p € &

tiene un entorno V. homeomorfo a algin abierto de H2.

La frontera geométrica de una superficie 3, o simplemente frontera, es el conjunto denotado
por 0%, que consta de todos los puntos p € ¥ que no tienen una vecindad homeomorfa a algin
abierto de R2. Entonces, una caracterizacion de los puntos frontera es la siguiente. Si p € ¥ es
un punto frontera y V es una vecindad de p con un homeomorfismo ¢ : V.— W (W C H2
abierto), entonces debe tenerse p(p) € R x {0}. Reciprocamente, si p € ¥ cumple que exista tal
homeomorfismo ¢ : V — W (V abierto de ¥ y W abierto de H2) con ¢(p) € R x {0}, entonces
p debe ser punto frontera. De lo contrario, ¢(p) tendria una vecindad en HZ2 homeomorfa a una
vecindad de R2. Eso contradice que los abiertos de H2 que tocan el borde no son homeomorfos a

abiertos de R?, por el Teorema de Invarianza del Dominio® [12, Teorema 2.B3].

Los puntos en 0% se conocen como puntos frontera y los puntos en ¥\ 0% como puntos interiores.
Al conjunto de puntos interiores lo denotamos por int(X). Claramente int(X) es un abierto de X,
por lo que 9% es cerrado. Ademés, se puede observar que cada punto p € 9% tiene una vecindad
relativa a 0% que es homeomorfa a un intervalo abierto de R; es decir, la frontera es una 1-variedad.

Siendo consistentes con la Definicion 2.1, diremos que X es una superficie sin frontera si 0¥ = @.

3El Teorema de Invarianza del Dominio afirma que una funcién continua e inyectiva f : U — R™, donde U C R™
es abierto, debe ser un mapeo abierto. La demostracién de este teorema requiere el uso homologia.
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Un homeomorfismo entre superficies f : ¥ — ¥’ cumple que f(0X) = 9%'. Por lo tanto, tener o

no frontera es un invariante topolégico.

Ejemplo 2.5. Algunos ejemplos de superficies con frontera y sus representaciones poligonales son

los siguientes.

= El semiplano superior cerrado H2, con frontera OH2 = {(z,0) : z € R}.
» El disco cerrado D? = {(z,y) € R? : 22 + y*> < 1}, cuya frontera es OD* = S*.

w Elanillo A% = {(a:, y)ER?: 1< 2?2 +9? < 2} es una superficie compacta con frontera 0A% =
{(z,y) eR*: 2 +y*> =1} U {(=,y) € R? : 2? + y? = 2}, que es homeomorfa a S* LS.

Figura 2.14: El anillo.

s La banda de Mdbius, BM, es la superficie parametrizada por

BM := {((1 tsin9> cosf, (1 tsine) sin 6, t cos 0> :(t,0) € {1,1} X [O,27r]}.
2 2 2 2°2

La frontera de BM es homeomorfa a S'.

Figura 2.15: Banda de Mdbius y su representaciéon poligonal.

» La escalera de Jacob recortada por la mitad es una superficie con frontera no compacta. Sin

embargo, toda componente conexa de la frontera es compacta homeomorfa al circulo.

T @ @ @

Figura 2.16: Escalera de Jacob recortada.
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= D2\.C, donde C C OD? es homeomorfo al conjunto de Cantor, es otra superficie con frontera
no compacta. En este caso, toda componente conexa de la frontera es no compacta homeo-

morfa a la linea real.

Conjuntode Cantor

/

Figura 2.17: Disco menos un Cantor en la frontera

Ejemplo 2.6 (Suma conexa). Para construir mds ejemplos de superficies suele utilizarse la suma
conexa. La suma conexa de dos superficies 31, %s, denotada por X1#Xs, se define como la super-
ficie que se obtiene al restar un disco abierto en cada una de las superficies e identificarlos por la

frontera mediante la topologia cociente.

OO0 ©-c2

Figura 2.18: Suma conexa de dos toros.

2.1. Orientabilidad

En los ejemplos anteriores, la banda de Mobius y el plano proyectivo son ejemplos de superficies no
orientables. En cambio, el resto fueron ejemplos de superficies orientables. La definiciéon formal de
orientabilidad requiere mayor profundidad y sugerimos al lector revisar [11] para una introduccion
formal mediante el grupo fundamental. También recomendamos revisar [22] para el caso de super-
ficies con una estructura diferenciable. Nosotros expondremos el concepto de orientabilidad con un
enfoque informal. Esperamos que a pesar de eso, esta seccion le sirva a los lectores (en especial los

que estan iniciandose en el tema) para continuar la lectura de este articulo.

Dada una superficie ¥ y un punto p € ¥ \ 9%, se puede definir el sentido en el que una curva da

vueltas al rededor de p. En la Figura 2.19 se muestra que hay dos posibles sentidos.
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Figura 2.19: Eleccién de sentidos alrededor de p.

Una orientaciéon en la superficie ¥ consiste en una elecciéon de sentidos en cada punto, de tal
forma que en cada vecindad V' C ¥ (homeomorfa a un abierto de R?), todos los puntos tienen
asignados sentidos “compatibles”. Diremos que una superficie es orientable si se le puede asignar
una orientaciéon compatible; en caso contrario diremos que es no orientable. Por ejemplo, en la
Figura 2.20 (a) el toro tiene una eleccion de sentidos que efectivamente conforma una orientacion
en el toro. Sin embargo, en la Figura 2.20 (b) en la banda de Mobius se muestra una vecindad,

donde los sentidos asignados a los puntos fueron incompatibles.

Figura 2.20: (a) orientacion en el toro; (b) sentidos incompatibles en la banda de Mébius.

Teorema 2.7. Una superficie X es no orientable si y solo si BM estd encajada en 3.

Demostracion. (<) Si pudiera asignarsele una eleccion de sentidos a cada punto de X, dicha
eleccion definiria una eleccion de sentidos en BM. Esta elecciéon no puede ser compatible en BM,
pues BM es no orientable. Por lo tanto, tampoco es compatible en ¥, implicando que esta tltima

es no orientable.

(=) Por el Teorema de Clasificacion de Superficies compactas (ver [11]), cualquier superficie com-
pacta no orientable tiene un encaje de la banda de Mo6bius. Por otro lado, para cualquier su-
perficie no compacta ¥ podemos encontrar una coleccion de superficies compactas {,} tal que
Y, Cint (B,41) € ¥y que |JX,, = X. Si cada subsuperficie 3,, es orientable, entonces se puede
definir una orientacién global en Y. De esta manera, si ¥ es no orientable, alguna de las ¥,, tendria

que ser no orientable. En dicho caso se tiene que ¥ tendria un encaje de la banda de Mobius. [
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Ejemplo 2.8. RP? tiene un encaje de BM, por lo que no es orientable.

Nos bastara poder interpretar la no orientabilidad de una superficie como el hecho de tener sélo
una cara, como es el caso de la banda de Mobius BM. Asi, si decidiéramos pintar una superficie
no orientable, s6lo podriamos usar un color. En superficies orientables como la esfera o el toro

podemos usar dos colores: uno para la parte externa y otro para la parte interna.

Notaciéon 2.9. Usualmente utilizamos la letra S para representar superficies orientables. Para

superficies no orientables reservamos la letra N.

2.2. Comentarios sobre la clasificaciéon de superficies

La clasificacion de superficies comprende una serie de teoremas que proveen una lista de todas
las superficies que cumplen ciertas caracteristicas. En dichos teoremas también se describe un
procedimiento para determinar si dos superficies no son homeomorfas, usualmente comparando

una coleccion de invariantes?.

No enunciaremos los teoremas de clasificacién, pero sugerimos al lector revisar nuestras recomenda-
ciones bibliograficas. Para la clasificacion de superficies compactas véase [11]. Para la clasificacion
de superficies no compactas puede revisarse [31]. Para una revision de los teoremas de clasificacion
de superficies (compactas o no compactas, orientables o no orientables) asi como los invariantes que
determinan por completo a una superficie recomendamos ver el Capitulo 1 del escrito Superficies
Topoldgicas y sus simetrias: una introduccion a grupos modulares de superficies de tipo finito e

infinito [6].

3. El grupo de homeomorfismos de una superficie

En esta seccion estudiaremos la estructura algebraica del grupo (con la operacion composicion de
funciones) de todos los homeomorfismos f : ¥ — ¥ de una superficie ¥ (posiblemente con frontera
no vacia), el cual denotamos por Homeo(X). Dotaremos al grupo Homeo(X) de una estructura
topologica, la cual se conoce como topologia compacto-abierta. Veremos que ambas estructu-
ras (la estructura de grupo y la estructura topologica) en Homeo(X) son compatibles. En otras

palabras, Homeo(X) es un grupo topologico.

4Un invariante asociado a una superficie ¥ es un objeto »(X), tal que si ¥ es homeomorfa a ', entonces
©(2) = p(X’). Ejemplos: la orientabilidad, la frontera, caracteristica de Euler, género, espacio de fines, espacio de
fines acumulados por género, espacio de fines acumulados por género no orientable.
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Definicion 3.1. Un grupo G con una topologia T es un grupo topologico si las operaciones

GxG — G G — G

(a,b) +— a-b a +— a!

son continuas.

Nuestra meta principal sera demostrar que el grupo de homeomorfismos de una superficie ¥ es un
grupo polaco, que significa que es separable® y tiene una métrica completa compatible® con la

topologia compacto-abierta.

Los grupos polacos son objetos de estudio en el &mbito de la Teoria Descriptiva de Conjuntos, la
cual desarrolla herramientas para deducir propiedades topologicas de los morfismos o acciones de
dichos grupos. Un tema recurrente es este a&mbito es el de determinar si un grupo Polaco G tiene
la propiedad de Continuidad Automdtica (propiedad AC); este se refiere a que para H un grupo
topologico separable arbitrario, todo homomorfismo algebraico de grupos G — H es continuo.
Recomendamos ver el capitulo 9 en [19] para una introduccién a este tema. Una gran variedad
de grupos topologicos tiene la propiedad AC: por ejemplo, el grupo de automorfismos de Q que
preservan el orden, el grupo Homeo(R) de homeomorfismos de R [33], el grupo Homeo(X) de
homeomorfismos de una superficie compacta ¥ [32], y més generalmente, el grupo Homeo(M) de

homeomorfismos de una variedad compacta M [25].

3.1. Ejemplos de homeomorfismos

El hecho de pensar en un homeomorfismo f : ¥ — X parece trivial, pues ya sabiamos que %
era homeomorfa a si misma. Sin embargo, hay propiedades de la superficie > que pueden verse
alteradas mediante la acciéon de dicho homeomorfismo; puede alterarse el anudamiento de curvas
cerradas simples” (Ejemplo 3.3) o puede alterarse la orientacion de la superficie (Ejemplo 3.7).

Como ejemplo de la primera clase de transformaciones introducimos el giro de Dehn.

Ejemplo 3.2 (Giro de Dehn en el anillo). Recordemos que el anillo A es una superficie orientable

con frontera no vacia dada por A = {z € C:1 < |z| <2}. Definamos la funcion

T: A — A
teie — t6i0+27'ri(t71)'

Podemos ver que la funcion T es un homeomorfismo cuya restriccion a la frontera de A es la funcion

5Un espacio topolégico X se dice separable si contiene un subconjunto denso numerable.

6Una métrica d : X x X — R en un espacio topologico (X, 7) es compatible con la topologia T si la topologia
inducida por la métrica d coincide con 7.

"Una curva cerrada simple en X es un encaje topolégico del circulo S! en X, es decir, es una funcién inyectiva
S! < ¥ que es homeomorfismo sobre su imagen.
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identidad y su accion en el interior del anillo realiza una rotacion mientras rodea la superficie como

puede verse en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Accién del giro de Dehn T sobre el arco que conecta las dos componentes de frontera
del anillo.

El hecho de que el giro de Dehn fija puntualmente la frontera es de especial utilidad para definir
giros de Dehn en otras superficies. Esto se debe a que cada punto interior de la superficie tiene una

vecindad homeomorfa a un disco de R?, el cual tendra encajado al anillo como un cerrado de X.

Ejemplo 3.3 (Giros de Dehn en cualquier superficie). Sea ¥ una superficie y ¢ : A — 3 un
encaje del anillo. Recordemos que T : A — A denota el giro de Dehn en el anillo. Podemos definir
T :% — Y mediante
~ D sipe XN p(A)
T(p) = . ‘
poTop™ (p) sipeyp(A).

Si encontramos el encaje apropiado del anillo en el toro (Figura 3.2), obtenemos un giro de Dehn

que altera el anudamiento de la curva naranja.

TN

Figura 3.2: Giro de Dehn en el toro.

El giro de Dehn en un anillo que esta encajado en un disco en realidad no afecta el anudamiento
del mismo. Es decir, podemos realizar un proceso de deformacion continua para restaurar el arco
rojo a su posicion original (Figura 3.3). Este proceso de deformacion es conocido como isotopia y
lo abordaremos formalmente en la Seccion 4 (Definiciéon 4.1). El problema consiste en encontrar
un encaje apropiado del anillo en la superficie X, de modo que defina giros de Dehn que alteren
efectivamente el anudamiento de curvas, como lo es en el caso del giro de Dehn en el Toro ilustrado
en la Figura 3.2. Incluso habra superficies como R? o la esfera, para los cuales no podran encontrarse

homeomorfismos que alteren el anudamiento de curvas. Por ejemplo, cada giro de Dehn en R?
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proviene de una transformacion continua que puede deshacerse del mismo modo (Figura 3.3).

Figura 3.3: Deformacién continua del giro de Dehn en R2.

Ejemplo 3.4 (Homeomorfismos en la esfera). Sea p € S? un punto fijo. Recordando la proyeccion
estereogrdfica, podemos definir un homeomorfismo ¢ : S*> \ {p} — R2. Cualquier homeomorfismo
f:R? = R? define un homeomorfismo f : S~ {p} = S? ~ {p} dado por f = p~' o f og. Dicho

homeomorfismo se puede extender a un homeomorfismo en toda la esfera que fija al punto p.

Con la construccion del homeomorfismo f podemos manipular la esfera asi como si lo hiciéramos

con R2. Una aplicacion de este hecho aparece en el Ejemplo 3.27.

En algunas superficies podemos exhibir algunos ejemplos de homeomorfismos que modifican o

permutan las estructuras de una superficie, sin provenir de giros de Dehn.

Ejemplo 3.5 (Traslacion de Género). La escalera de Jacob puede encajarse en R® de manera
simétrica a lo largo del eje x, y del plano xy. En dicho caso, la traslacion T : R® — R3 : (x,y,2) —

(x — 1,y,2) se restringe a un homeomorfismo dentro de la escalera de Jacob.

TN TN N

Figura 3.4: Traslacion del género en la Escalera de Jacob.

Ejemplo 3.6 (Permutacion de fines acumulados por género). Asi como en el Ejemplo 3.5, algunas
rotaciones de R? también se pueden restringir a homeomorfismos de superficies encajadas. Tal es
el caso de la superficie tripode en la que se realiza una rotacion por un dngulo de 2?” Notese que

este homeomorfismo tiene orden 3.
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Figura 3.5: Rotacion de fines.

Homeomorfismos que invierten la orientacion. Un homeomorfismo f : S — S en una su-
perficie orientable S tiene la cualidad de preservar o invertir la orientacion de la superficie. En
la literatura que concierne a los grupos modulares de superficies es relevante la distinciéon entre

homeomorfismos que preservan o invierten la orientacion.

La diferencia entre dichos homeomorfismos se ejemplifica con la Figura 3.6. Los homeomorfismos
que preservan la orientacion, preservan el sentido en que las curvas rodean un punto y su imagen.
Por ejemplo, la funcién identidad idg : S — S es un homeomorfismo que preserva la orientacion.
Una definicion precisa de lo que significa preservar o invertir orientacién puede revisarse en [22]

para el caso diferenciable.

P

p1

Figura 3.6: El homeomorfismo f preserva la orientacion; el homeomorfismo h invierte la orientacion.

Ejemplo 3.7. A continuacion presentamos homeomorfismos que invierten la orientacion en al-

gunas superficies orientables.

» En R? la conjugacion compleja (x,y) = z — Z = (x, —y) invierte la orientacion.

» En la esfera, f:S* — S? dado por f(x,y,z) = (x,y,—2) invierte la orientacion.
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» La suma conexa de tres toros S := T2#T?#T? (ver Ejemplo 2.6), puede encajarse en R3 de
manera simétrica a lo largo del plano xy, de tal forma que f : R3 — R3 f(x,y,2) = (v,y, —2)
cumple que f(S3) = Ss. En dicho caso, la reflexion f se restringe a un homeomorfismo de

S3 — S3 que invierte la orientacion.

Figura 3.7: Construccion del encaje simétrico de S3 a lo largo del plano xy.

Cualquier superficie orientable (posiblemente de tipo infinito y posiblemente con frontera no vacia)
puede encajarse en R? de manera simétrica a lo largo del plano xy. La forma de lograr tal encaje
se describe en [28, Seccion 4.2.1], mediante el inflamiento de una vecindad regular de una grafica
plana que describe la estructura de la superficie. Por lo tanto, la reflexién siempre define un

homeomorfismo que invierta la orientacion.

3.2. Topologia compacto-abierta

Como mencionamos previamente, el grupo de homeomorfismos también tiene estructura topologica.

Dado un compacto K C ¥ y un abierto U C ¥ de una superficie 3, definimos
(K,U) :={f € Homeo(X) : f(K) CU}.

Dichos conjuntos conforman una prebase® para la topologia en Homeo(X) que se conoce como la
topologia compacto-abierta. Con dicha topologia, tenemos el siguiente teorema, cuya demos-

tracion se divide en las Proposiciones 3.10 y 3.11.

Teorema 3.8. El grupo de homeomorfismos de una superficie ¥, Homeo(X), es un grupo topoldgico

con la topologia compacto-abierta.

El teorema anterior es general en el sentido de que es independiente de si la superficie ¥ es orien-
table, compacta o con frontera no vacia. Para proceder con la demostracion de las Proposiciones
3.10 y 3.11 debemos simplificar la prebase para la topologia compacto-abierta. Esto lo haremos

mediante el siguiente resultado.

Lema 3.9. La coleccion de abiertos (en la topologia compacto-abierta) {(K,U)} donde K C %
es abierto y conexo con K compacto y U C X abierto, conforma una prebase de la topologia

compacto-abierta.

8Una prebase P para una topologia de X es una coleccion de subconjuntos de X cuya unién es X. La topologia
generada por una prebase P es aquella definida por la colecciéon de todas las uniones de intersecciones finitas de
elementos de P.
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Demostracion. Sea (C,U) un prebasico en la topologia compacto-abierta y tomemos f € (C,U).
Entonces C C f~}(U). Dado que X es Hausdorff, localmente conexo y localmente compacto, para
cada p € C, existe un abierto Up, conexo y relativamente compacto® tal que p € U, C 7]0 -
f~L(U). Por la compacidad de C, podemos tomar una cantidad finita pq,...,pr € C tales que
CcUr, U, CUL, T, C fHU). Se sigue que f € N, (T,,,U) C (C,U). O

Proposicion 3.10. La operacion composicion

i  Homeo(X) x Homeo(X) — Homeo(X)
(f.9) —  fog,

es continua.

Demostracion. Sea (K,U) un abierto prebasico cualquiera y sean f,g € Homeo(X) tales que
w(f,g) = fog € (K,U). Se cumple entonces que g(K) C f~1(U). Dado que ¥ es localmente
compacta y que g(K) es compacto, existe un abierto V' C Homeo(X) relativamente compacto
tal que g(K) C V C V C f~1(U). Se tiene asi que g(K) C V y f(V) C U, lo que implica
(f,9) € (V,U) x (K,V) C u~'(K,U). Esto prueba que la operaciéon composicion es continua. [

Proposicion 3.11. La involucion

v: Homeo(¥) — Homeo(X)

f — i

es un homeomorfismo.

Demostracion. Tomemos un abierto prebasico (K,U) como los definidos en el Lema 3.9, y sea
h € Homeo(X) tal que v(h) = h=! € (K,U). Del mismo modo que se demostré en el Lema 3.9,

existen entornos Vi, Vo C 3 abiertos, tales que
WY (K)Ch (K)CVCVCWh Tl

Se sigue que Vo \ Vi C U ~ h~}(K). Aplicando h se obtiene que h(Va ~ V1) = h(V2) ~ h(V1) C
h(U) \ K. De esta manera, dado p € h~1(K) C V, el conjunto

M = ({p},K)N(Va~Vi,h(U)\ K),

define una vecindad de h.

Veamos que v(M) C (K,U). En efecto, tomemos f € M. Por un lado, tenemos que ¥ = f(V;) U
F(Va V1)U f(X N\ V2) es una unién disjunta y por otro lado sabemos que f(Va\V;) C h(U)\ K.

9Un subconjunto A C X de un espacio topolégico X es relativamente compacto si su cerradura en X es compacta.
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De este modo concluimos que K C f(V;) U f(X ~\ V2). Sin embargo, K es conexo, por lo que debe
tenerse K C f(V}) o bien K C f(¥ \ V3). Dado que f(p) € K, tenemos que K N f(V1) # @. Asi,
K C f(V1), y por lo tanto v(f) = f~! € (K, U). O

Una de las propiedades mas interesantes de la topologia compacto-abierta es que la accién de grupo

de homeomorfismos sobre la superficie 3 es continua; en otras palabras, la funcidn evaluacion

Homeo(X) x ¥ — %
(f.p) —  f(p)

es continua; abajo en la Proposicién 3.12 damos una prueba de este resultado.

En general, R. Arens decide llamar topologia admisible de Homeo(X) a toda aquella que hace
continua a la accion del grupo de homeomorfismos sobre el espacio topolégico X. Una consecuencia
importante del estudio de Arens es que para toda superficie 3, la topologia compacto-abierta en
Homeo(X) es, de hecho, la topologia méas gruesa entre todas aquellas que cumplen la propiedad de

admisibilidad. Recomendamos revisar el interesante articulo [2, Teorema 2| para méas detalles.

Proposicion 3.12. Sea X una superficie topoldgica y Homeo(X) el grupo de homeomorfismo de X

con la topologia compacto-abierta. Entonces la funcion evaluacion

Homeo(X) x ¥ — %
(f.p) — f(p)

es continua.

Demostracion. Sean f € Homeo(X) y p € . Sea U C ¥ una vecindad de f(p). Entonces f~1(U)
es una vecindad de p. Sabemos que X es localmente compacta, por lo que existe un abierto V' con
Vv compacto y

peVCVvVcfiHu.

Podemos deducir que f(V) C U y con ello f € (V,U). Nétese que (f,p) € (V,U) x V y que cada
(h,q) € (V,U)xV cumple h(q) € h(V) C U, por lo que (V,U) x V esta contenido en la preimagen

de U bajo la funcién evaluacion. O

Observacion 3.13. La continuidad de la funcion evaluacion implica que: si {f,} es una sucesion
de homeomorfismos que converge a f € Homeo(X) con la topologia compacto-abierta, entonces fy,

converge a f puntualmente.

El grupo de homeomorfismos hereda propiedades topolégicas de X, como las enunciadas a conti-

nuacioéon.

432



CUBO

Aspectos topologicos de las simetrias en superficies 433

27, 2 (2025)

Proposicion 3.14. Para toda superficie ¥, Homeo(X) es Hausdorff.

Demostracion. Dados f,g € Homeo(X) distintos, en algtin punto p € ¥ tendremos f(p) # g(p).
Ya que ¥ es Hausdorfl, podemos encontrar U,V C ¥ vecindades de f(p) y g(p) respectivamente
que son disjuntas. Nétese que f € ({p},U), g € ({p}.V)y ({p},.U)Nn{p},V) =2. O

Proposicion 3.15. Para toda superficie 3, Homeo(X) es sequndo numerable.

Demostracion. Escogemos una base numerable {B,}, .y de abiertos de ¥, relativamente com-
pactos, homeomorfos al disco D? (o al semidisco D? N H? para puntos frontera). La colecciéon

numerable de abiertos I' = {(E, Bm)} es una prebase para Homeo(X) con la topologia

n,meN
compacto-abierta. Notemos que para cualquier homeomorfismo f € Homeo(X), y cualquier abierto

B, existe m tal que B,, C f~1(B,). Asi que f € (B, By,).

Ahora, basta ver que B(T'), la base generada por I', genera la topologia compacto-abierta. Esto,
porque B(T') consiste en las intersecciones finitas de los elementos de T', por lo tanto sigue siendo
numerable. Sea (K,U) cualquier abierto prebasico de Homeo(X) y tomemos f € (K,U). Dado
z € K, existe j, tal que f(x) € B;, C B;, C U. Similarmente, existe i, tal que

x€B;, CB;, Cf'(B;,) Cf(B;,)C fHU),

de modo que f(B;,) C B;, C U. Por la compacidad de K, existen z1,...,z; € K tales que

KcUr, B;,,. Nétese que f € N, (B

. k
in,» Bj., ). Perosi g € (N, (B,,, Bj,, ), entonces

k k
g(K) < Ja(Bi,,) € |UB, cU.
=1

Por lo tanto f € ﬂle(B Bj, ) € (K,U), probando lo deseado. O

izlv

Observacion 3.16. Una consecuencia de que Homeo(X) sea segundo numerable es que es separa-
ble. De cada abierto de la base numerable se puede escoger un punto, para formar un subconjunto

D C Homeo(X), que serd denso y numerable.

Observacion 3.17. Las demostraciones expuestas en esta seccion son vdlidas, en general, para
Homeo(X), cuando X es un espacio topoldgico Hausdorff, locamente compacto y locamente conezo.
Tales propiedades son satisfechas por superficies. FEspecificamente la Proposicion 3.14 sélo utiliza
que X sea Hausdorff; las Proposiciones 3.10 y 3.12 requieren adicionalmente que 3 sea localmente
compacta; mientras que para el Lema 3.9, la Proposicion 3.11 y el Teorema 3.8 también se utilizo

que X fuera localmente conezxa.
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3.3. Metrizabilidad invariante del grupo de homeomorfismos

El grupo (R?,+) con la métrica euclidiana es un grupo topoldgico, donde las traslaciones p — p+c
son isometrias. Esta propiedad de la métrica se conoce como invarianza de la operacion del grupo.
Como R? es conmutativo, no hace falta distinguir si la invarianza es mediante sumar por la izquierda
o por la derecha. En general este no es el caso, como veremos en la Secciéon 3.4 con el grupo
Homeo(X). De momento, consideremos una cualidad de metrizabilidad en grupos descrita en la

siguiente definicion.

Definiciéon 3.18. Sea G un grupo con una métrica d : G x G — R. Diremos que d es una métrica
invariante izquierda si

d(f.g) = d(hf,hg), para cada f,g,h € G.

La métrica d es invariante derecha si

d(f,g) = d(fh,gh), para cada f,g,h € G.

Si G es un grupo con una métrica d invariante tanto por la izquierda como por la derecha, entonces
G es grupo topologico con la topologia inducida por d. Para esto basta ver que la funcion (g, h) —

g 1h es continua (por el Lema 3.30). Esto sigue directamente de la desigualdad
(g~ h,g=h) < d(g, 9) + d(h, h).

En general una métrica arbitraria en un grupo, no suele ser invariante izquierda y derecha al mismo

tiempo. Ademaés, hay ocasiones en las que no habra invarianza izquierda ni derecha (Ejemplo 3.27).

Observacion 3.19. Sea G un grupo topoldgico, con una métrica d invariante por la izquierda,
compatible con la topologia. Dado que G x G — G x G : (f,g) — (f~1,g7 %) es un homeomorfismo,
la métrica d'(f,g) = d(f~t,971) es invariante por la derecha y es compatible con la topologia.

Andlogamente si d es invariante derecha, entonces d' es invariante izquierda.

Una forma de comprobar que Homeo(X) tiene una métrica compatible que es invariante por la
izquierda (o por la derecha) es aplicando el siguiente teorema, cuyas hipotesis son claramente
satisfechas por el grupo de homeomorfismos de una superficie. Una demostracién se puede encontrar

en |7, Teorema 2.B.2].

Teorema 3.20 (Birkhoff-Kakutani). Sea G un grupo topoldgico. Entonces, G es Hausdorff y el
neutro 1 € G tiene una base numerable de abiertos si, y solo si, G es metrizable. Mds aun, la

métrica compatible d : G x G — R se puede escoger de forma que sea invariante izquierda.
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Corolario 3.21. El grupo Homeo(X) admite una métrica invariante izquierda.

El teorema anterior es muy fuerte porque logra sincronizar la topologia de un grupo topolégico con
una métrica invariante izquierda (o derecha). Sin embargo, la existencia de una métrica invariante
izquierda no significa que sea completa. Un claro ejemplo es Q C R. Aun asi, hay situaciones
en las que si se puede afirmar que una métrica invariante izquierda es una métrica completa. Por
ejemplo, si G es un grupo topolédgico localmente compacto con una métrica compatible d invariante

izquierda, entonces G es completo con dicha métrica [7, Observacion 2.B.1].

Queremos encontrar una métrica completa para Homeo(X). La razon por la que no acudimos
al planteamiento anterior es porque para superficies cuyo grupo fundamental no es finitamente
generado, el grupo de homeomorfismos no es localmente compacto (Observacion 4.10 de la Seccion

4). Es por ello que tenemos que buscar una alternativa méas elemental.

3.4. El grupo de homeomorfismos es un grupo polaco

Se dice que un grupo topologico G es un grupo polaco si es separable y es completamente metrizable.
Es decir, existe una métrica d : G x G — R completa y compatible con la topologia de G. En esta
seccion nos dedicaremos a probar que el grupo de homeomorfismos de toda superficie, con la

topologia compacto-abierta, es un grupo polaco.

Teorema 3.22. Para toda superficie &, el grupo de homeomorfismos Homeo(X) es un grupo polaco.

De la Observacion 3.16 sabemos que Homeo(X) es separable, por lo que para demostrar que es

polaco bastara con exhibir una métrica completa compatible con la topologia compacto-abierta.

Dado que las superficies son espacios completamente metrizables (consecuencia del Teorema 4.5 y
4.6 de [20]), podemos suponer que en una superficie ¥ existe una métrica d : ¥ x ¥ — R completa.

Dado f € Homeo(X), un compacto K C ¥ y un nimero € > 0, definimos

[f, K,e] := {g € Homeo(X) : sup d(f(x),g(x)) < 6} .

e K

Estos conjuntos conforman una base para la topologia conocida como topologia de convergencia

compacta.

Resulta que en Homeo(X), la topologia compacto-abierta coincide con la de convergencia compacta
[30, Teorema 46.8]. Asi que podemos aprovechar esta nueva descripcion y definir, de manera expli-
cita, métricas compatibles y completas en Homeo(X). Las métricas que definiremos a continuacion

dependeréan de si la superficie ¥ es compacta o no.
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Definicion 3.23. Sea X una superficie compacta con una métrica completa d. Definimos la métrica

p : Homeo(X) x Homeo(X) — R dada por

p(f,g) = maxd(f(z),g(z)).

TEYD

Con la métrica p considérese en Homeo(X) la métrica D : Homeo(X) x Homeo(X) — R definida
por

D(f.g) =p(f.9)+p(f1 g7 ")

Para el caso no compacto tenemos la métrica que describimos a continuacién. En esencia son
similares, salvo el hecho de que se requiere el uso de una saturacién por compactos. Diremos que

una coleccion {K,} de subconjuntos de ¥ es una saturacién por compactos si cada K, es

neN
compacto, K, Cint K1y U, ey Kn = 2.

Definicién 3.24. Sea ¥ una superficie no compacta y { Ky}, cy una saturacion por compactos de

3. Dados f,g € Homeo(X) definimos

) = min { g a2, g0} 27}

reK,

Se define en Homeo(X) la métrica p : Homeo(X) x Homeo(X) — R dada por

p(f,9) = palfrg9) <1,
n=1
y mediante p se define la métrica D : Homeo(X) x Homeo(X) — R por

D(f,9) :==p(f,9)+p(f""g7").

Mostraremos que las métricas p y D en la Definicién 3.24 son compatibles con la topologia de
convergencia compacta (Proposicion 3.25). Para verificar la compatibilidad de las métricas p y D

de la Definicién 3.23 se puede emular la misma demostracién.

Proposicion 3.25. La métrica p de la Definicion 3.24 es compatible con la topologia de conver-

gencia compacta.

Demostracion. Veamos que p es compatible con la topologia de convergencia compacta. Tomemos

un abierto basico de la topologia de convergencia compacta
[h, K, e] = {g’ € Homeo(X) : sup d(h(z),d'(z)) < E} ,
reK
con K C ¥ compacto, h € Homeo(X) y € > 0. Sea n € N con K C K,. Definamos &' :=
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min {e,27""'} y tomemos
g € B,(h,&') :={¢g" € Homeo(X) : p(h,g") <&'}.

Tenemos que maxgzex d(h(z),g(z)) < pn(h,g) < p(h,g) < €. Por lo tanto g € [h, K,¢]. De este
modo B,(h,e’) C [h, K, ¢].

Ahora, si tomamos una bola arbitraria
By(h,e) :={g’ € Homeo(X) : p(h,g') < e},

definida con algin h € Homeo(X) y € > 0, entonces para algin natural n > 2 se tiene Z;o:n 27k <

5. Definimos &’ = min {%, 2_”} y tomamos cualquier

n—1
g€ () [h K,
k=1
donde estamos intersectando abiertos prebésicos de la topologia de convergencia compacta. Se

verifica que pi(h,g) < &’ < £ para toda k < n. De este modo

= 2n
e e
h < =
plhig) <5+ - <e
k=1
y por lo tanto, g € B,(h,¢). Esto prueba que

:Oi [h7Kk,m1'n{%72_”H C B,(h,e). 0

La métrica p de la Definiciéon 3.24, no asegura completitud métrica, porque si una sucesion de
homeomorfismos { f,,} es de Cauchy, poco sabemos de la sucesion { it } De ahi nuestra necesidad
de considerar la métrica D. Tanto la métrica D de la Definicién 3.23 como la métrica D de la
Definicion 3.24 son completas. En la siguiente proposicion so6lo demostraremos el caso de la métrica

D de la Definicion 3.24, pues el caso de la Definiciéon 3.23 es atn més sencillo.

Proposicion 3.26. Sea X una superficie no compacta. La métrica D de la Definicion 3.24, es una

métrica completa en Homeo(X).

Demostracion. Sea {f,} una sucesion de Cauchy de elementos de Homeo(X) respecto a la métrica
D. Tomemos p € 3 y sea M € N tal que el compacto Kj; contenga al punto p. Dado € > 0, con
2=M > ¢ existe N € N tal que si n,m > N entonces ¢ > D(f,, fn). De la siguiente cadena de
desigualdades
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2~ M >e> D(fnafm) > p(.fnafm) > PM(fnvfm) > d(fn(p)afm(p))

concluimos que para m,n > N se tiene d(f,(p), fm(p)) < €, lo cual implica que la sucesion { f,,(p)}

es de Cauchy en X, y debe converger a algin punto f(p) := lim, e fn(p)-

El hecho de que p € K); haya sido arbitrario, implica que la sucesion f,, es uniformemente de
Cauchy en Ky, y por lo tanto, converge de manera uniforme a f en Kj;. Asi que f es continua
tanto en Kj; como en int(Kjs). Nuevamente, M € N fue arbitrario, y f se puede definir en

Unren int(Kar) = X. Por lo tanto f es continua en 3.

De manera analoga podemos demostrar que la sucesién f,,! converge de manera puntual a una

funcion continua b : X — X.

Probaremos ahora que f es un homeomorfismo cuya inversa coincide con h. Tomemos p € ¥ y
definamos ¢,, := f,,}(p) para cada m € N. La sucesion {g,,} converge a h(p) con h(p) € int(Kpr)
para algin natural M. Por lo tanto, existe un L € N tal que para toda m > L, se tiene q,, €

int(KM) C K.

Por otro lado, sabemos que la sucesion {f,} es de Cauchy, por lo que para todo 0 < & < 2—M

existe un natural L’ tal que para todo m,n > L’ se satisface

27M > € > D(fn,fm) 2 ,DM(fnafm)'

Dado que pas(fn, fm) < 27M se tiene que

PM(fnafm) = max (fn(Q)vfm(Q))

q€EK M

Por lo tanto, si m,n > max {L, L'}, se tiene por un lado que g,, € Kjs, y por otro lado
d(fn(frzl(p)),p) = d(fn(Qm)afm(Qm)) < qréllé();/[ d(fn(q)>fm(Q)) = p]%(fnafm) < D(fna fm) <E.

Tomar los limites m — co y n — co para ver que
e> lim 1im d(fu(f,'(0),p) =d (1im fu (1im f210)) . p) = d(f(h(D)). p).

Dado que ¢ fue arbitrario, se tiene que d(f(h(p)),p) = 0, por lo que f(h(p)) = p. De manera

analoga se cumple que h(f(p)) = p. Terminamos concluyendo asi que h es la funciéon inversa de f.

Finalmente, veamos que f,, converge a f respecto a la métrica D. Sea € > 0. Por un lado podemos
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encontrar M € N tal que

=1
Z;zﬁ

k=M+1

1o

Por otro lado, como las sucesiones {f,} vy {f, '} convergen uniformemente en cada compacto K;

a fy f!, respectivamente, existe N € N tal que para toda n > N, y toda k < M se tenga

1 gty o €
pk(fnaf)7pk(fn af )< AM
De este modo se concluye que si n > N, entonces
D(fn, f) <e. O

Por el hecho de que un homeomorfismo no es necesariamente una isometria, la métrica p de la
Definiciéon 3.23 en general no es invariante izquierda (Ejemplo 3.27), aunque un célculo sencillo

verifica que p si es invariante derecha (Proposicion 3.28).

Ejemplo 3.27 (La métrica p en Homeo(S?) no es invariante izquierda). Recordemos que el didme-
tro de la esfera S?, diam(S?), estd dado por la distancia entre el polo norte N = (0,0,1) y el polo
sur S = (0,0,—1). En la esfera, podemos tomar un homeomorfismo f cuya distancia a la identidad

ids> cumpla que para alguna py € S?,

diam (Sz) > p(fa idS2) = d(f(pO)vp()) > Oa

por ejemplo, tomar f una rotacion por un dngulo diminuto.

También podemos construir un homeomorfismo h de la esfera tal que h(f(po)) = N, y h(po) = S
(Figura 3.8). Para una construccidn del homeomorfismo h recordar el Ejemplo 3.4. Esto implica
que

p(hf,h) = diam (X) > p(f,id).

Proposicion 3.28. Sea ¥ una superficie compacta y p la métrica en Homeo(X) de la Definicion

3.23. Entonces p es invariante derecha.

Demostracion. Sean h, f,g € Homeo(X). Dado z € 3, definimos y = h~!(z), y notemos que

d(fh(x), gh(z)) = d(f(y),9(y)) < p(f,9)-
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S = h(po)

Figura 3.8: Homeomorfismo h que no es isometria.

De este modo p(fh,gh) < p(f,g). Lo anterior funciona para cualesquiera f,g,h € Homeo(X). Asi

que podemos definir los homeomorfismos f = fh,§ = gh,h = h™!, y seguir teniendo

p(f.9) = p(fh,gh) < p(f,3) = p(fh,gh).
Por lo tanto, p(fh,gh) = p(f,g). O

La meétrica p de la Definicion 3.24 no va a ser invariante derecha y tampoco invariante izquierda,

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.29 (La métrica p en Homeo(R?) no es invariante izquierda ni invariante derecha). En
el plano R?, consideremos para cada n > 1 el conjunto K, := Bgn-4(0) = {p € R?: |p| < 2"7*}.
Si hacemos f :=1id, g := —id y h := 2id, tendremos

d(f(p),g(p)) =2Ip| y d(fh(p),gh(p)) =4Ip| =d(hf(p), hg(p))-

Con ello se observa que p1(f,g) = min {2’2, 2*1} = 272 y similarmente p1 (hf, hg) = p1(fh,gh) =

271, Pero para n > 2 sucede que
pn(f,9) =27" = pp(fh,gh) = pn(gf, hg).

Por lo tanto p(f,g) # p(fh,gh) = p(hf, hg).

3.5. Subgrupos especiales

Incluidos en Homeo(X) existen algunos subgrupos que son muy importantes en la literatura. Por
ejemplo, Homeog (%), que denota a la componente arcoconexa de la identidad idy, es un subgrupo

normal, como demostraremos en la Proposiciéon 3.31.
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Lema 3.30. Sea G un grupo con topologia 7. Entonces G es grupo topoldgico si y sélo si la funcion

M f,9) = ft-g es continua.

Demostracion. Si G es un grupo topoldgico, la continuidad de A se sigue de ver a esta funciéon

como la siguiente composiciéon de funciones continuas

vXid
—

A GxG GxG G
(fr9) — (g — [fltg

Reciprocamente, supongamos que la funcién A es continua. Entonces la involucién se compone de

las siguientes funciones continuas
v: G — Gx{1} 2, G
fo— (L) o =g

En consecuencia, la operacion del grupo se compone de funciones continuas
vXid A
w: GxG@ — GxG — G
(f,9) — (Fhe — (FHtg=fg

Proposicion 3.31. Sea G un grupo topoldgico y Go la componente arcoconexa del elemento neutro

1 € G. Se cumple que Gg es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Por el Lema 3.30 tenemos funcion A : G x G — G dada por \(g,h) = g~ 'h es
continua. Si g, h € Gg, entonces existen dos caminos £,C : [0,1] — G de tal forma que £(0) =1 =

C(0), L(1) =g y C(1) = h. Con esto podemos construir el camino

0,1] — GxG — G
t — (L(1),C(t) — L))

define un camino que conecta a 1 con g~ 'h. Esto prueba que g~'h € Gy. Concluimos asi que

Go <G.

Veamos que Gg es normal en G. Nuevamente por el Lema 3.30 tenemos que la conjugacion h —
g~ thg es una funciéon continua. Dado h € Gy y cualquier g € G, existe un camino £ : [0,1] — G

tal que £(0) =1y L(1) = h. Por lo tanto, tenemos la composicion de funciones continuas

0,1 — G — G
t —  L(t) — g L(t)g

que conecta a 1 con g~'hg, y se concluye que g~ 'hg € Gy. O
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Si 0¥ # &, podemos definir
Homeo(X;0%) := {f € Homeo(X) : flox = idos } ,
v si 0¥ = @ conviene establecer
Homeo(%; 0%) := Homeo(X).

Proposicion 3.32. Para toda superficie ¥, Homeo(X;0%) es un subgrupo normal cerrado de

Homeo(X).

Demostracion. Sean f € Homeo(3;9Y) y h € Homeo(X). Entonces para cualquier p € 9%, se debe
tener que h(p) € OX. Por lo tanto f(h(p)) = h(p), concluyendo que h=1o foh(p) = h=1(f(h(p))) =
h=1(h(p)) = p. De este modo h~!fh € Homeo(X; 9%).

El hecho de ser cerrado se argumenta usando que si {f,} € Homeo(X;0X) converge a algin
f € Homeo(X) en la topologia compacto-abierta, entonces {f,} converge puntualmente a f (Ob-
servacion 3.13). En ese sentido, para toda p € 9%, se tiene que p = lim,, o fn(p) = f(p). Por lo
tanto, f € Homeo(X; 9Y). O

En caso de que la superficie S sea orientable, para los homeomorfismos que preservan la orientacién

reservamos la notacién siguiente
Homeo™ (S) := {f € Homeo(S) : f preserva la orientacion} .

Recordemos que toda superficie orientable admite homeomorfismos que invierten la orientacién

(véase el Ejemplo 3.7). Si la superficie N es no orientable, por convenciéon ponemos
Homeot (N) := Homeo(N).

Proposicién 3.33. Para toda superficie orientable S, Homeo™ (S) es un subgrupo normal abierto

y cerrado de Homeo(S) que tiene indice 2.

Demostracion. Si f preserva la orientacion y g la invierte, entonces f o g y g o f invierten la
orientacién. Si h también invierte la orientacién, entonces g o h preserva la orientaciéon, pues s6lo
hay dos orientaciones posibles. De este modo go f o g~! € Homeo™ (S) para todo g € Homeo(S) y
todo f € Homeo™ (S).

Si f y g invierten la orientacién, entonces f ! og preserva la orientaciéon implicando que f y g son de
la misma clase de equivalencia en Homeo(S)/Homeo™ (S). De ello que [Homeo(S) /Homeo™ (S)| =

2.
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Las métricas de las definiciones 3.23 y 3.24 permiten concluir que si dos homeomorfismos f,g €
Homeo(.S) son suficientemente cercanos, entonces ambos preservan la orientacion de la superficie o

ambos la invierten (Figura 3.9). Esto significa que la asignacion orientacion O : Homeo(S) — {0,1}

1 si h preserva orientacién
h—

0 sila invierte

es localmente constante. En otras palabras, O es continua, donde {0, 1} tiene la topologia discre-
ta. Notese que esto implica que Homeo™ (S) = O~! {1} es un subconjunto abierto y cerrado de

Homeo(S5). O

Figura 3.9: Accion de f y g en una triangulacion orientada de S.

Por ultimo, podemos definir
Homeo™ (¥;9%) := Homeo ™ (X) N Homeo(X; 9%).

Notese que si S es una superficie orientable con 0S # &, entonces todo homeomorfismo f €
Homeo(S;05) también estd en Homeo™ (S). Al ser una interseccién de subgrupos normales y

cerrados, Homeo™ (2; 9%) es un subgrupo normal y cerrado del grupo de homeomorfismos.

Proposicion 3.34. Si S es una superficie orientable entonces todo elemento de Homeog(S) pre-

serva la orientacion de S, es decir,
Homeo(S) < Homeo™ (S).

Demostracion. Recordemos que en la demostracion de la Proposicion 3.33 utilizamos la continuidad
de la asignacién orientacion

O : Homeo(S) — {0,1}

para ver que Homeo™ (S) es cerrado en Homeo(S). En este caso, notemos ademés que la imagen

de Homeog(S) bajo O es conexo y contiene a {1}. Concluimos que O(Homeog(S)) = {1}. O
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Observacion 3.35. Ndtese que si G es un grupo polaco y H < G es un subgrupo cerrado, entonces
H también es un grupo polaco. Esto porque cualquier métrica completa compatible con la topologia

de G induce una métrica completa compatible con la topologia de H .

4. El grupo modular de una superficie

En la Secciéon 3 discutimos la metrizabilidad de Homeo(X). Esto introduce una forma de medir
cuanto de diferentes son dos homeomorfismos. Si la distancia entre dos homeomorfismos es sufi-

cientemente pequena, esperariamos que ambos transformaran de manera similar la superficie.

En esta seccion definiremos el concepto isotopia, el cual describe a qué nos referimos cuando deci-
mos que dos homeomorfismos transforman de manera similar la superficie. También, exploraremos
la relacién de este concepto con la conexidad por trayectorias en Homeo(X). De este modo, podre-
mos definir el Grupo Modular Mod(X) (Mapping Class Group, MCG(X), en inglés), y revisaremos
como Mod(X) hereda propiedades topolédgicas de Homeo(X): como el hecho de ser un grupo to-
pologico, Hausdorff y segundo numerable. Al final haremos una breve revision de las alternativas

para demostrar que también es un grupo polaco.

4.1. La relacién entre isotopia y arcoconexidad

Una isotopia describe como un homeomorfismo se convierte en otro pasando continuamente por

homeomorfismos intermedios indexados por tiempos t € [0, 1].

Definicién 4.1. Sea ¥ una superficie. Una isotopia es una funcion H : ¥ x [0,1] = X continua,

tal que para todo t € [0,1] la funcidn

H: ¥ — )

es un homeomorfismo.

Podemos establecer la siguiente relacion en Homeo(X): diremos que dos homeomorfismos f,g €

Homeo(X) son isotopicos si existe una isotopia H : 3 x [0,1] — X tal que Hy = f y Hy = g.

La relacion de isotopia es una relaciéon de equivalencia. Més atn, f es isotopica a g si y sélo si
f~t o g es isotépica a la identidad. Es importante notar que una isotopia es en particular una
homotopia. Por lo tanto, si un homeomorfismo f es isotopico a idy, entonces debe fijar la clase
de homotopia de toda curva. Por ejemplo en la Figura 4.1, se observa que el giro de Dehn T ha
cambiado la clase de homotopia de la curva naranja, y por ello no es isotépico a idy. Para el

converso, basta encontrar una colecciéon particular de curvas cerradas simples, tal que si f fija la

444



Aspectos topologicos de las simetrias en superficies 445

clase de isotopia de cada una de ellas, entonces f es isotopico a idy, este criterio se conoce como

el Método de Alexander (ver detalles en [9, Proposicion 2.8]).
%_* @
&» @

Figura 4.1: f fija la clase de isotopia de la curva naranja; el giro de Dehn T no es isotépico a la
identidad.

Es de nuestro interés detallar las propiedades topologicas de Homeo(X) que son consecuencia de la
relacion de isotopia. Por ejemplo, la proposiciéon siguiente describe la relacién que tiene el concepto

de isotopia con la conexidad por trayectorias de Homeo(X).

Proposicion 4.2. Sea F : ¥ x [0,1] = X una funcion (no necesariamente continua) tal que para

todo t € [0,1], se tenga F; € Homeo(X). Defina la funcion L por

L: [0,1] — Homeo(X)

t — Ft-

Entonces F es continua si y sélo si L es continua.

Demostracion. Supongamos que F' es continua. Basta ver que £ !(K,U) es un abierto, para K

compacto y U abierto de X. Notar que
LYK, U)={te0,1]: K x {t} CF'(U)}.

Tomando ty € L7H(K,U) se tiene que K x {tq} € F~(U). Por el Lema del Tubo [30, Lema 26.8],
existe una vecindad W de tg con K x W C F~Y(U). Por lo tanto to € W C L™K, U).
Ahora, supongamos que L es continua. Notemos que la funcion F' se puede factorizar como la

siguiente composicion

F: ¥x][0,1]] — X xHomeo(X) — b))
(p,t) +— (p, Ft) —  Fi(p) = F(p1).
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La continuidad de la funcion evaluacion (Proposicion 3.12)

Homeo(¥) x ¥ — X
(f.p) —  f(p)

implica la continuidad de F'. O

Del mismo modo que las proposiciones de la Seccion 3.2, el resultado anterior puede generalizarse
cuando X es sustituida por un espacio topologico X localmente compacto y Hausdorff, ya que son

las hipétesis requeridas en la demostraciéon de la Proposicion 3.12.

Recordemos que Homeog(X) denota a la componente arcoconexa de Homeo(X) que contiene al
homeomorfismo identidad. Por la Proposicion 4.2 podemos caracterizar la relacion de isotopia

como sigue:

f v g son isotopicos < f~' o g es isotépico a idy < f~' o g € Homeoy(X)
< f y g estan en la misma clase lateral

de Homeo(X)/Homeoy(X).

La relevancia de esta condicion cobra sentido por el hecho de que Homeog(X) es subgrupo normal
de Homeo(X) (Proposicion 3.31), por lo que el cociente Homeo(X) /Homeog (X)) tiene estructura de

grupo. Del mismo modo, podemos restringir la definicion de isotopia

Definicién 4.3. (Isotopia relativa a la frontera) Sea ¥ una superficie con 0% # &. Una isotopia

relativa a la frontera es una isotopia H : ¥ x I — X tal que para todo t € [0, 1], H; € Homeo(X; 9X).

Denotamos por Homeog(2; 0%) a la componente arcoconexa de Homeo(X; 93) que contiene a idy.
Nuevamente Homeog (X; 9%) es un subgrupo normal de Homeo(X; 9%). Notemos que la Proposicion
4.2 también aplica para isotopias relativas a 9% respecto a la arcoconexidad de Homeo(3; 9%). En

ese sentido, también podemos caracterizar la relaciéon de isotopia relativa a la frontera como

f v g son isotopicos relativo a 0% < f~! o g € Homeoy(X; 0%)
< f y g estan en la misma clase lateral
de Homeo(X; 0%) /Homeog (3; 9Y).

4.2. Definicion del grupo modular

Recordemos que Homeog(X;0%) es un subgrupo normal de Homeo(X;0Y) y también de

Homeo™ (¥;0%). Dado que la relaciéon de isotopia “f isotépico a g” es equivalente a que f~'og €
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Homeog (X; 0X). Entonces, las clases de isotopia coinciden con el grupo cociente
Homeo™ (3; %) /isotopia = Homeo™ (; 9%) /Homeog (X; 9%).
Definicién 4.4. Dada una superficie 3, definimos el Grupo Modular de ¥ como el grupo cociente
Mod(X) := Homeo™ (%; 9%) /Homeog (X; 9X).
Si S es una superficie orientable, entonces podemos definir el Grupo Modular Extendido como
Mod*(S) := Homeo(S; dS) /Homeoy (S; DS).

Observacion 4.5. Ndétese que para una superficie orientable S, existe distincion entre Mod(S) y
Mod®(S) sdlo si S = @. Esto es porque si dS # @, entonces todo elemento f € Homeo(S;S)

preserva la orientacion.

Recordemos que, por convencion, si N es una superficie no orientable entonces Homeo+(N; ON) =
Homeo(N;ON). Por lo tanto, el Grupo Modular y el Grupo Modular Extendido de una superficie

no orientable coinciden.
Naturalmente tenemos las funciones proyecciéon

p: Homeo™(%;0%) — Mod(%) pE: Homeo(¥;0Y) — Mod*(D)
y
f — [l f — [£1;
las cuales son homomorfismos de grupos sobreyectivos. Notese que Mod(X) < Modi(E), yva que
los elementos de ambos son clases laterales g - Homeog(X; 9Y), para algin g € Homeo™ (£;9%) 6

g € Homeo(X; 0%).

Podemos dotar a Mod(X) y a Mod* (S) de la topologia cociente proveniente de la funcién proyecciéon
respectiva. En ese caso, deducimos que Mod(X) es un subgrupo cerrado de Modi(E). Recordemos
que la topologia cociente es la mas pequena que hace que cada proyeccion p y p* sea una funcion

cociente!®. Veremos que con esta nueva topologia, el grupo modular es un grupo topolégico.

Proposicion 4.6. Si G es un grupo topolégico y H es un subgrupo de G, entonces la proyeccion

p: G — G/H es una funcidn abierta.

Demostracion. Soélo hay que notar que si B C G es un abierto, entonces

p'p(B)=B-H=|J Bh
heH

10Una funcién sobreyectiva entre espacios topologicos Q : X — Z es funcioén cociente si, U C Z es abierto si y
sélo si Q71(U) C X es abierto. En particular, una funcién cociente es continua.
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es union de abiertos. Por ser p una funcion cociente, tenemos que p(B) es abierto. O

Procedemos ahora a demostrar que el Grupo Modular es un grupo topolégico. Para ello nos apo-

yaremos en el siguiente resultado.

Lema 4.7. Sean X,Y, Z espacios topoldgicos y suponga que X : Z — 'Y es una funcion, o : X —Y
es una funcion continua tal que p = Ao @, donde Q : X — Z es una funcion que cumple alguna

de las siguientes posibilidades

= () es una funcion cociente,
s @ es abierta sobreyectiva,

s @ es cerrada sobreyectiva.
Entonces \ es una funcion continua.

Demostracion. Dado U C Y abierto, la continuidad de ¢ implica que ¢~ 1(U) = (Ao Q)1 (U) =
QY(A\"Y(U)) es abierto. Si Q es cociente o abierto, trivialmente A~!(U) es abierto. Esto prueba

que A es continuo en dichos casos.

El caso en que @ sea una funciéon cerrada es anélogo. Notar que la hipdtesis de sobreyectividad se

usé para argumentar que Q(Q71(A)) = A. O

Proposicion 4.8. Dado un grupo topoldgico G y un subgrupo normal H < G, el cociente G/H

con la topologia cociente es un grupo topoldgico.

Demostracion. Por el Lema 3.30 basta ver que la funcion A([f], [g]) = [f]7'lg] = [f~'g] es continua

en G/H. Si ¢ denota la composicion de funciones siguiente

p: GxG — G — G/H
(f,9) +— f g — [f'-4g]

entonces p es una composiciéon de funciones continuas, porque G es grupo topolégico.

Por otro lado, la funcién ) definida por

Q: GxG@ — GxG
(fr9) — (/1,19

es sobreyectiva y abierta, pues @ = p x p. El resultado se sigue de que ¢ = Ao @ y del Lema
4.7. O
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Corolario 4.9. Para toda superficie ¥, Mod(X) y Mod®(2) son grupos topoldgicos.

Si G es un grupo topoldgico localmente compacto y H < G cualquier subgrupo, entonces G/H es

localmente compacto. Por lo tanto hacemos la siguiente observacion.

Observacion 4.10. En general, el grupo de homeomorfismos, Homeo(X), no es localmente com-

pacto, pues si ¥ es de tipo infinito entonces Mod(X) no es localmente compacto ([1, Teorema 4.2]).

Proposicion 4.11. Para toda superficie 3, el Grupo Modular Ezxtendido Modi(E) es segundo

numerable. En particular, el Grupo Modular, Mod(X), es seqgundo numerable.

Demostracion. Recordemos que Homeo(X) es segundo numerable. Dado que la funcién cociente
p : Homeo(X;9%) — Mod*(X) es abierto, dada una base numerable {B,,} de Homeo(X; 8%), la
coleccion {p(B,)} conforma una coleccion numerable de abiertos en Mod® (%). De hecho {p(B,)}
es base para Mod® (). Si U es abierto de Mod® (%) y y € U, entonces existe z € Homeo(X; §%)
tal que y = p(z) € U. Pero z € p~}(U), y este tltimo es abierto. Dado que {B,} es base, existe
n € Ncon x € B, C p 1 (U). Se sigue que y = p(z) € p(B,) C p(p~*(U)) = U, porque p es
sobreyectiva. Se sigue que {p(B,)} es una base numerable de Mod® (). O

Observacion 4.12. Dado que Mod(X) < Mod®(X) son ambos seqgundo numerables, tenemos en

consecuencia que ambos son separables (Observacion 3.16).

4.3. Conexidad y conexidad por trayectorias en Homeo(X, 0Y)

En nuestra discusién que resta de este escrito tengamos en cuenta la siguiente

Definicion 4.13. Una superficie es de tipo finito si su grupo fundamental es finitamente generado.

En caso contrario, se dice que la superficie es de tipo infinito.

El siguiente teorema tiene consecuencias muy importantes para lo que resta del escrito. Una de-

mostracion general se puede encontrar en [38, Teorema 6.11].

Teorema 4.14. Para toda superficie 3, la componente Homeog(3; 0%) es un subgrupo cerrado de

Homeo(X; 0%).

Para superficies de tipo finito el resultado es méas fuerte (|38, Teorema 6.11]), pues en este contexto
resulta que Homeog (3; 9X) es abierto (y por lo tanto, es cerrado). En consecuencia, Homeog (X; 0%)
coincide con la componente conexa que la contiene. Nétese que esto implica que si 3 es una
superficie de tipo finito, entonces Mod(X) es discreto, esto sera relevante el la Seccion 4.5 en donde

damos una prueba alternativa de que Mod(X) es grupo polaco.
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Se puede dar una demostraciéon elemental del Teorema 4.14 usando el llamado Método de Alexander
[9, Proposiciéon 2.8] el cual merece unas palabras, pues puede resultar muy ilustrativo para los
interesados en estudiar grupos modulares de superficies (revisar también [37]). Este método describe
un criterio para decidir si un homeomorfismo es isotépico a idx. Una versiéon simplificada, aunque
débil, se puede interpretar de la siguiente manera: si f € Homeo(X;0Y) fija la clase de isotopia de

toda curva cerrada simple de X, entonces f es isotopico a la identidad.

El método de Alexander tiene validez para todas las superficies, salvo una lista pequena de ellas.
Para superficies de tipo infinito, esta garantizada su validez (ver [13,15]). Mientras tanto, si X es
una superficie de tipo finito, la superficie debe satisfacer 3¢ — 3 +n + b > 4 si X es orientable, 6
g+ n+0b>5si X es no orientable, donde g denota el género, n el nimero de ponchaduras y b el

namero de componentes frontera de la superficie (ver [13, Teorema 2.1]).

Una consecuencia directa de la siguiente proposicion y de que Homeog(X; 9%) es cerrado es que
Modi(E) es Hausdorff. Recordar que por el Teorema 3.20, una consecuencia adicional sera que el

Grupo Modular tiene una métrica invariante izquierda compatible con la topologia.

Proposicion 4.15. Sea G un grupo topoldgico y suponga que H es un subgrupo normal G. Entonces

H es cerrado en G si y sdlo si G/H es Hausdorff.

Demostracion. = Supongamos que H es cerrado. Para ver que G/H es Hausdorff basta probar

que la diagonal

Ag/u = {(lgl;[h]) € G/H x G/H : [g] = [h]}

es cerrado en G/H. Si p: G — G/H denota la proyeccién a las clases laterales, entonces

P e} =H
es cerrado. Como p es funcion cociente, se tiene que {[e]} es cerrado. Luego, dado que G/H

es un grupo topologico, la funcién

At G/HxG/H — G/H
(lgl, [n]) — [g7'h]

es continua. Asf, A\~ {[e]} = Ag/n es cerrado.

<= Supongamos ahora que G/H es Hausdorff. En todo espacio que es Hausdorff, todo subespa-
cio unipuntual es cerrado. De esta manera, {[e]} es cerrado en G/H. Como p es continua,

inmediatamente obtenemos que
p e} = H

es cerrado en G. O
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4.4. El grupo modular es un grupo polaco

Hasta este momento hemos visto que Modi(E) hereda de Homeo(X; 9%) las propiedades de ser
grupo topologico, Hausdorff, segundo numerable y separable. En gran medida estas propiedades
fueron heredadas directamente porque Modi(E) es un cociente de Homeo(3; 9%) por un subgrupo.
Adicionalmente Modi(E) también hereda de Homeo(X;9X) la propiedad de ser grupo polaco.
Aunque contrario a las propiedades mencionadas, la demostracion de ser polaco recae sobre el
Teorema de Sierpinski ([19, Teorema 8.19]), que es un resultado importante de la Teoria Descriptiva
de Conjuntos. Nos enfocaremos en explicar sélo un breve panorama para quien busque el camino

a la demostracion.

En la seccién 4.5 explicamos una manera alternativa a esta para probar que el Grupo Modular
Extendido (de una superficie orientable con frontera vacia) es un grupo polaco. Lo esencial de este
enfoque reside en ver a Modi(E) como el grupo de automorfismos del grafo de curvas, un objeto

que ha sido piedra angular en el estudio de grupos modulares.

Teorema 4.16 (Sierpinski). Sean X un espacio polaco y'Y un espacio separable y metrizable.
Suponga que existe una funcion f : X — Y continua, abierta y sobreyectiva. Entonces Y es un

espacio polaco.

Recordemos que la proyeccion p : Homeo(3; 0¥) — Modi(Z) es continua, abierta y sobreyectiva,
donde Homeo(X; %) es un grupo polaco. Por otro lado, sabemos que Modi(Z) es separable, por

lo que basta demostrar que es metrizable.

Proposicion 4.17. Para toda superficie 33, el grupo modular extendido, Modi(E), es metrizable.

Demostracion. Recordemos que Homeog(X;0%) denota a la componente arcoconexa de
Homeo (X;03) que contiene a ids. Por el Teorema 4.14, la componente conexa de la identidad
de Homeo(3;9%) es subgrupo cerrado de Homeo(X;9Y). Por la Proposicion 4.15, el cociente
Mod*(X) = Homeo(%; 9%)/Homeoy(X; d¥) es Hausdorff. Por otro lado, Mod*(X) es segundo
numerable (Proposicion 4.11). Por el Teorema 3.20, existe una métrica invariante izquierda com-

patible con la topologia de Modi(Z). O

Por el Teorema de Sierpinski (Teorema 4.16) y la Proposicion 4.17 obtenemos que el Grupo Modular
Extendido de una superficie es un grupo polaco. Al ser Mod(X) un subgrupo cerrado de Modi(E),
la propiedad de grupo polaco es heredada también a Mod(X). Esto justifica el resultado principal

de esta seccion.

Teorema 4.18. Para toda superficie 3, el Grupo Modular Ertendido, Modi(Z), €s un grupo

polaco. Asi mismo, el Grupo Modular, Mod(X), es un grupo polaco.
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4.5. Prueba alternativa usando el grafo de curvas

Una de las herramientas més usadas para estudiar al Grupo Modular de una superficie ha sido
a través del paradigma del grafo de curvas (Definicion 4.22). En esta seccion final usaremos una
fuerte relacion del Grupo Modular con el grafo de curvas (se puede ver al grupo modular extendido
de casi toda superficie como el grupo de automorfismos del grafo de curvas, Teorema 4.24), para
deducir de esto que el Grupo Modular es polaco. En nuestra argumentacion so6lo nos ocuparemos
de superficies orientables de tipo infinito, pues para superficies de tipo finito, el argumento es méas
sencillo sin necesidad de utilizar el grafo de curvas (vea los comentarios al final de esta seccion).
En lo que resta de este apartado supondremos que ¥ es una superficie orientable de tipo infinito
y con frontera vacia. El grafo de curvas sera tal que sus vértices son representados por clases de

isotopia de curvas cerradas simples en la superficie. Recapitulamos estos conceptos brevemente.

Definicién 4.19 (Curvas cerradas simples). Una curva cerrada simple en una superficie ¥ es un

encaje v : S! — %,

Asi como podemos decir que dos homeomorfismos son isotopicos cuando podemos deformar uno en
el otro realizando una trayectoria continua de homeomorfismos, asimismo podemos deformar una
curva cerrada simple en otra por medio de una trayectoria continua de curvas cerradas simples,
conocida como isotopia de curvas cerradas simples. La principal diferencia con la isotopia de ho-
meomorfismos, es que esta toma en cuenta una transiciéon de funciones, mientras que una isotopia
de curvas cerradas simples sera una isotopia entre conjuntos: precisamente sobre sus imagenes. Lo

que se gana al identificar una curva con su imagen es que se ignora por completo su orientacion.

Definicién 4.20 (Isotopfa de curvas cerradas simples). Dos curvas cerradas simples o, 3 : St — %
son isotopicas si existe una funcion continua H : S' x [0,1] — ¥ tal que Ho(S') = o(S?), H(S?) =

B(SY) y para cada tiempo t € [0,1], la curva Hy : S' — ¥ es una curva cerrada simple.

Para definir el grafo de curvas, tomaremos en cuenta sélo un tipo de curvas cerradas simples que

conocemos como curvas esenciales, y pueden ser definidas incluso si 9% # &.

Definicién 4.21 (Curva esencial). Una curva cerrada simple o : S* — ¥ se dice esencial si no es

homotdpicamente trivial ni homotdpica a la frontera de un disco menos un punto.

La relacién de isotopia de curvas también es una relacion de equivalencia. Dado que ignora el hecho
de que im(«) = im(@), donde @ es el camino recorrido en el sentido inverso, la isotopia de curvas
conforma clases de equivalencia de curvas esenciales isotopicas sin orientacion. A dicho conjunto
de clases de curvas lo denotamos por C(O)(Z)7 y conformaré el conjunto de vértices del grafo de

curvas en X.
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Definicién 4.22 (Grafo de curvas). El grafo de curvas de la superficie 33, denotado por C(X), es
el grafo cuyo conjunto de vértices es C(O)(E), el conjunto de todas las clases de isotopia de curvas
cerradas simples esenciales y no orientadas. Dos vértices del grafo de curvas a,b € C(O)(Z) estan

conectados por una arista si existen representantes a € a,3 € b conaNp = .

El grafo de curvas de X es conexo, mas atn, C(X) tiene didmetro 2. Esto se puede ver de la siguiente
manera: como ¥ es una superficie de tipo infinito, si a y 5 son dos curvas esenciales en ¥ arbitrarias

entonces existe una tercera curva -y que no intersecta ni a « ni a 3, todo esto incluso hasta isotopia.

En el contexto de superficies de tipo finito, el grafo de curvas tiene propiedades geométricas méas
ricas, es Gromov hiperbolico y tiene didmetro infinito, las cuales lo hacen idéneo para estudiar la
geometria a larga escala del grupo modular y del espacio de Teichmiiller asociado a la superficie.

En esta direccion, recomendamos las lecturas [26, 34].

Topologia de permutacion en el grupo de automorfismos de C(X). Cualquier grafo tiene
asociado su grupo de automorfismos, en nuestro caso, recordamos que el grupo de automorfismos
del grafo de curvas C(X), denotado por Aut(C(X)), consiste en todas las biyecciones ¢ : C(®) (%) —
c (X) que preservan la incidencia, es decir, dos vértices a y b estan conectadas por una arista si,

y solo si p(a) y ¢(b) estan conectadas.

Ahora imponemos una topologia sobre el grafo de curvas. Dado un subconjunto de vértices A C

CO(2), el estabilizador puntual de A se define como

U(A) = {y € Aut(C(%)) : ¢([a]) = [a], V[a] € A}.

La coleccion de todas las traslaciones {p-U(A)}, con A C C(O)(X) finito y ¢ € Aut(C(X)) constituye

una base para una topologia de Aut(C(?) (X)), la cual se conoce como la topologia permutacion.

Mas adelante demostraremos que el Grupo Modular Extendido, Modj:(E)7 es isomorfo, como grupo
topologico, a Aut(C(X)) (Teorema 4.24). De este hecho y junto al resultado siguiente se podra

deducir facilmente que el Grupo Modular Extendido de X es un grupo Polaco.

Teorema 4.23. Para toda superficie 3, el grupo de automorfismos del grafo de curvas de 3,

Aut(C(X)), es un grupo polaco.

Esbozamos brevemente la demostracion del Teorema 4.23. El grupo simétrico infinito, denotado por
Sym(N), esta definido como el grupo de todas las biyecciones N — N con la operacion composicion
de funciones. Por otro lado, el espacio NV de todas las funciones N — N con la topologia producto,
donde a los naturales N se les asigna la topologfa discreta, es un espacio polaco. Claramente, el

grupo simétrico infinito es un subespacio de NV. Resulta que con esta topologia el grupo simétrico
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infinito Sym(N) es un grupo polaco; esto es consecuencia de ver a Sym(N) como subconjunto*! G
de NN, Para consultar los detalles de todos estos hechos recomendamos al lector consultar la tesis
de maestria de L. Elliott [8]. Ahora, el conjunto de vértices del grafo de curvas es numerable, de
esta manera podemos ver al grupo Aut(C(X)) como subgrupo del grupo simétrico infinito Sym(N).
Un teorema de P. J. Cameron ([4, Theorem 5.8]) permite concluir que Aut(C(X)) es cerrado en el

grupo simétrico infinito y, por lo tanto, es un grupo polaco.

El grupo modular extendido como el grupo de automorfismos del grafo de curvas. El
grupo modular extendido Mod® () acttia de manera natural sobre el grafo de curvas C(X): en el

conjunto de vértices esta accidon se ve de la siguiente manera,

Mod*(E) x cO(x) — cO(D)
(Lf1 [a]) —  [foal

Esta accion estd bien definida, pues todo homeomorfismo de ¥ transforma curvas esenciales en
curvas esenciales. Méas todavia, la accién es por automorfismos, pues si denotamos por ¢ :
CO(%) = (%), [a] — [f o al, a la funcion inducida por el homeomorfismo f € Homeo(X; 0%)
entonces @[y es un automorfismo con inversa go[}]l = ¢[y-1]. En resumen tenemos un homomorfismo

de grupos

m: Mod®(¥) — Aut(C(%))
[f] — eLp-

En la teoria de grupos modulares, una de las conexiones mas importantes y bellas, nos dice que
el homomorfismo de grupos 7 es un isomorfismo de grupos topolégicos. La importancia de esta

conexion queda manifiesta en la diversidad de resultados que de ésta se derivan, véase [17].

Teorema 4.24. Sea ¥ una superficie orientable de tipo infinito con frontera vacia. Entonces

7 : Mod®(2) — Aut(C(X)) es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

Demostracion. El Método de Alexander para superficies de tipo infinito [15] verifica que el mor-
fismo 7 es inyectivo. La prueba de la sobreyectividad de m que esbozamos a continuacion es una
adaptacion del argumento en el articulo [14]; la sobreyectividad de 7 fue establecida de forma in-
dependiente en [3]. Suponga que ¢ : C(X) — C(X) es un isomorfismo simplicial del grafo de curvas
de ¥. Sea S; C Sy C --- una saturacion principal'? de ¥ por subsuperficies de tipo finito y denote

por B al conjunto de todas las curvas frontera de las superficies .S;. El primer paso clave en la

1Un subconjunto de un espacio topolégico X es Gy si es igual a la interseccién numerable de abiertos en X.

12Dada una superficie de tipo infinito 3, se dice que una sucesiéon {S;};cn de subsuperficies de ¥ de tipo finito
es una saturacion principal de ¥ si ¥ = U%-EN S; v para cada ¢ € N se satisfacen las siguientes condiciones: (i) el
interior de S; est4 contenido en el interior de S;41, (ii) 95; \ 0% es una unién disjunta finita de curvas esenciales
separadoras en ¥ y, (iii) el interior de cada componente conexa de S; 1\ S; tiene suficiente complejidad topologica,
para detalles véase [14, Definicién 2.8].
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prueba es demostrar que existe un homeomorfismo f : ¥ — X tal que ¢ coincide con 7([f]) en
B, es decir, ¢([B]) = ¢[7([8]) para todo € B. La herramienta principal para establecer esto es
el uso del grafo de adyacencia (|14, Definicion 2.7]) asociada a una descomposiciéon en pantalones
de S, véase también [14, Proposcion 3.1]. El siguiente paso es demostrar que la restriccion de ¢
a C(.5;) define una funcion simplicial inyectiva ¢; : C(S;) — C(f(S;)). Aplicando el trabajo de K.
Shackleton sobre la rigidez combinatoria del grafo de curvas de superficies de tipo finito se obtie-
nen homeomorfismos g; : S; — f(S;) que coinciden con ;. La prueba finaliza mostrando que esta
coleccion de homeomorfismos induce un homeomorfismo global h : ¥ — ¥ tal que 7([h]) coincide

con ¢ en todo C(X).

Hasta este punto, el morfismo de grupos m es un isomorfismo de grupos. Podemos observar que 7
es continua; en efecto, si A := {[a],...,[an]} es un conjunto finito de vértices del grafo de curvas,
entonces 71 (U(A)) consiste de todas las clases de isotopia de homeomorfismos [f] € Mod® (%)
tales que foq; es isotopica a «; para todo i = 1,2,...,n. Consideremos, para cada i =1,2,...,n,
una vecindad regular de «;, N(«;) (la cual es homeomorfa a un anillo encajada en ¥), y definamos
el abierto [ov;, N(a;)] == {[g] € Mod®(2) | g(e;) € N(e)}. La continuidad de 7 se deduce de

observar que (), [a;, N(;)] forma una vecindad de [Ids] que coincide con 7~ (U(A)).

Para ver la continuidad de 7=, tomemos ahora [K,U] = {[g] € Mod* (%) | g(K) C U} vecindad
de [Idg] con K C ¥ compacto y U C ¥ abierto. Sin pérdida de generalidad se puede asumir
que K C U. El Método de Alexander ([9, Proposicion 2.8]) para superficies de tipo finito permite
asegurar la existencia de una coleccion finita {1, . .., a,, } de curvas esenciales contenidas en K tales
que [Ids] € N, [ai, N(ew)] C [K, U] donde N (o) es una vecindad regular de «; completamente
contenida en K. Haciendo A igual al conjunto de clases de isotopia de las curvas a; podemos ver

que U(A) C (m=1)7Y([K,U]). De esto se puede concluir que la inversa de 7, 7!, es continua. [J

Superficies de tipo finito. Convencernos de que el Grupo Modular Extendido es un grupo
polaco es mas directo en el caso de superficies de tipo finito. Si ¥ es una superficie orientable
de tipo finito con frontera vacia, podemos usar nuevamente el Método de Alexander para ob-
tener que Modi(E) es discreto'. La razén es que la componente arcoconexa de la identidad,
Homeog(X; 0%), es abierto en el grupo de homeomorfismos. En efecto, por la Proposicion 2.8 en [9]
existe una coleccion finita {a, ..., o, } de curvas esenciales en ¥ tales que Ids; € (i, (a;, N(;)) C
Homeog (2; 0%) donde N (o) es una vecindad regular de ;. Ahora, el hecho de que Mod® (%) sea
discreto implica que éste sea numerable pues hemos visto que, en general, Modi(Z) es segundo
numerable. Esto a su vez implica que Mod® (%) es localmente compacto. Por [7, Observacion 2.B.1]

se concluye que el grupo Modular Extendido es un grupo polaco.

13El Método de Alexander es aplicable para todas las superficies de tipo finito, excepto una cantidad finita de
ellas. Para ver que el grupo modular extendido es discreto en los casos restantes, recomendamos al lector consultar

[9].
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Cabe destacar que la conexion del grupo modular extendido con el grafo de curvas, es decir, el
Teorema 4.24, es cierto para casi todas las superficies de tipo finito. Al ser un resultado clasico en

la teoria de grupos modulares, este teorema lleva por nombre “Teorema de Ivanov’([16,21,23]).

Superficies no orientables. El paradigma de ver al grupo modular extendido como el grupo de
automorfismos del grafo de curvas también es vélido para superficies no orientables; recomendamos
consultar [13] y las referencias contenidas alli. Una vez establecido este resultado, la demostracion
de que el grupo modular extendido es grupo polaco es exactamente igual a la que hemos descrito

aqui para superficies orientables.
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