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Estabilidad espectral y resonancias para
perturbaciones de rango finito y singulares

. 1
M. ANGELICA ASTABURUAGA RESUMEN

VicTtor H. CORTESH™
CLAUDIO FERNANDEZL En estas notas resumimos una serie de articulos dedicados a
perturbaciones de operadores de variadas clases, entre ellos
12 . . 3 2 .
RAFAEL DEL Rio operadores diferenciales. En dichos articulos se estudian pro-

piedades espectrales, con énfasis en la estabilidad de los va-
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lores propios y la ausencia de cierto espectro singular. Estas
perturbaciones son de diferente naturaleza, incluyendo rango

finito y el caso singular.
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También se caracteriza y demuestra el fenémeno de resonan-
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I cia desde el punto de vista dindmico, es decir, la existencia

de estados que tienen larga vida y para los cuales la amplitud
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de sobrevivencia tiene un comportamiento casi exponencial.

Ademas se incluye una discusion de acerca de varios proble-
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SURVEY

Spectral stability and resonances for finite rank and
singular perturbations

. 1
M. ANGELICA ASTABURUAGA ABSTRACT

Victor H. CORTES!™

CLAUDIO FERNANDEZL In these notes, we summarize a series of papers devoted to
perturbations of operators of several classes, among them

02 . . . .

RAFAEL DEL Rio differential operators. The articles mentioned before, study

spectral properties, with special emphasis on the stability of
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the eigenvalues and the absence of a certain singular spec-
trum. These perturbations are of a different nature, including

finite rank and the singular case.
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We also characterize and prove the resonance phenomenon
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I from a dynamical point of view, that is, the existence of

states with long life and for which the survival amplitude
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has an almost exponential behavior.

In addition, we include a discussion about several open pro-
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1. Introducciéon

Como un reconocimiento a su contribucioén, y en el marco del 40° aniversario de la revista Cubo,

presentamos este articulo compendio de varios trabajos, principalmente de la dltima década.

La teoria espectral de operadores autoadjuntos es una parte esencial de la Fisica Matematica,
particularmente de la Mecanica Cuantica. Muchas veces estos operadores surgen como pertur-
baciones pequenias de un operador dado (el Hamiltoniano libre). En general, aqui consideramos

perturbaciones de rango finito e incluimos casos regulares y casos singulares.

La naturaleza y estabilidad del espectro, en especial de sus componentes puntual, absolutamente
continuo y singular, bajo pequenas perturbaciones, ha sido objeto de intensas investigaciones, tanto
por su conexion con la estabilidad de sistemas fisicos cuanticos como por sus implicaciones en el

analisis de fenomenos de resonancia cuéntica.

En este articulo, revisamos diversos resultados obtenidos en trabajos previos que analizan las
propiedades espectrales de operadores de este tipo. Estos estudios han demostrado que, aunque la
perturbaciéon de un operador con espectro exento de parte singular genera cambios en el espectro,
los efectos de estas perturbaciones suelen estar relacionados con la aparicion de resonancias y
variaciones en las frecuencias de los modos espectrales del sistema. En particular, se han identificado
condiciones bajo las cuales las perturbaciones de rango finito modifican el espectro del operador

base, pero sin introducir nuevas singularidades en el espectro resultante.

Ademaés, discutimos la conexién entre estas propiedades espectrales y una formulacién dinamica
del fenémeno de resonancia cuantica, en la cual se exploran las interacciones entre los operadores
perturbados y los estados del sistema cuéntico, y como estas interacciones pueden llevar a la apa-
ricién de picos resonantes en el espectro, los que se traducen en un comportamiento exponencial
aproximado de la llamada amplitud de probabilidad. Las resonancias cuanticas juegan un papel
fundamental en la descripcion de procesos de transicion entre estados cuénticos, lo que tiene apli-
caciones en el estudio de sistemas dindmicos y en la predicciéon del comportamiento del sistema a

largo plazo.

En el transcurso de este compendio, abordaremos tanto los resultados teéricos méas relevantes como
los métodos matematicos empleados para el anélisis espectral de estos operadores, con el objetivo
de ofrecer una vision integral de como las perturbaciones de rango finito influyen en la estructura
espectral y, a su vez, como esta influencia se relaciona con el comportamiento dindmico de sistemas

cuénticos en resonancia.
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1.1. Valores propios inmersos

Este articulo se sitiia dentro del marco de la teoria espectral, parte central del analisis funcional.
El espectro de un operador describe los valores asociados con el comportamiento de este operador

y tiene una influencia importante en muchas areas de las matemaéticas y la fisica.

La “perturbaciéon” en este contexto se refiere a una pequena modificaciéon del operador, es decir,
un cambio que se puede considerar de “tamano pequeno”. La idea general consiste en determinar
como los valores propios (o el espectro en general) de un operador cambian cuando el operador
es alterado de esta manera. Esto involucra conceptos como la variaciéon de los valores propios, los
efectos en la estructura espectral, y las condiciones bajo las cuales un espectro se desplaza o se

distorsiona de manera controlable.

Algunos de los resultados que siguen estan motivados por el articulo [10] donde se desarrolla una
serie de ideas acerca de como un pequeno cambio en un operador afecta su espectro puntual y
su espectro continuo, ademas de demostrar la existencia de subespacios en los cuales el operador
no tiene componente singular. Dicho articulo est4 relacionado con la teoria de Weyl acerca de

perturbaciones de espectros.

Ademas del estudio de la estabilidad de las componentes del espectro, también se consideran
situaciones en las que una pequena perturbacién hace desaparecer un autovalor del operador no
perturbado. Especificamente cuando dicho autovalor esté inmerso en espectro continuo, atin cuando

también es interesante la situacién en que sea aislado.

Al desaparecer, el valor propio se transforma en realidad en una resonancia, que es una especie
de valor propio generalizado. Este tema ha sido objeto de muchas investigaciones en las tltimas

décadas, mencionamos por ejemplo [11] y la referencias que alli aparecen.

1.2. Introduccion al fenémeno de resonancia

El fenémeno de resonancia aparece en varias areas de la fisica y las mateméticas como la Mecéanica
Clasica, Cuéantica y Ondulatoria. Se han hecho varios intentos para darle una descripcion matemati-
ca precisa. Nos remitimos a [17] para una discusion sobre las dificultades que surgen al caracterizar

rigurosamente el concepto de resonancia para sistemas auténomos en Mecanica Cuantica.

Uno de los enfoques més fructiferos consiste en definir las resonancias cuanticas como polos de una
continuaciéon meromorfa adecuada de la resolvente del hamiltoniano, desde el semiplano complejo
superior hasta el semiplano inferior. Cada polo aparece como un “valor propio” con parte imaginaria
negativa, correspondiente a funciones propias generalizadas fuera del espacio de Hilbert. Existe una
gran cantidad de literatura sobre este tema y remitimos al lector al texto [11] y las referencias que

alli aparecen.
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Las resonancias también se pueden caracterizar en términos de un decaimiento exponencial de
la evolucion temporal del sistema gobernado por el hamiltoniano (definido como un operador
autoadjunto en algin espacio de Hilbert ). Este comportamiento se puede rastrear mediante la

probabilidad de supervivencia P, para algunos estados adecuados ¢. Esta cantidad, definida por

P,(t) = [(p, e )2,

mide la probabilidad de encontrar en el instante t el sistema gobernado por el hamiltoniano H
en su estado inicial ¢. Por un lado, sabemos que el decrecimiento exponencial exacto es imposible
para muchos modelos de interés fisico; ver [17]. Por otro lado, si z = A — iI" (con I" > 0) es un
polo de la resolvente del hamiltoniano H con “funcién propia resonante” ¢ (es decir, Hp = zyp),
formalmente esperariamos que,

Py(t) = e g|I?,

lo cual es incorrecto puesto que la funcién propia resonante ¢ no pertenece al espacio de Hilbert.
Por lo tanto, en presencia de una resonancia z, lo mejor que se puede esperar es la existencia de un
estado 1 € H tal que la cantidad (¢, e~Ht1)) se comporta aproximadamente como e~%!. Ambas
cantidades son iguales a 1 en ¢ = 0 y en la mayoria de los casos de interés, ambas se acercan a cero

cuando t tiende a co. El objetivo principal es entonces estimar la diferencia,
<w7 67th1/’> - eiiZta

para t no cerca de 0 ni de co.

Para operadores diferenciales, sobre el semieje real, esta diferencia se puede estimar uniformemente
en tiempo ([15]) o en norma L? (|6]), mediante técnicas EDO. En estos casos, la funcién 1 es una
funcién propia resonante truncada. Se han exhibido estimaciones puntuales cuando la resonancia
aparece con la perturbaciéon de un valor propio simple inestable incrustado en algin espectro
continuo, ver [8] y [13] para una revision. Los ingredientes principales son en este caso la reduccion
de Feshbach-Livsic y la regla de oro de Fermi. En [8], este enfoque en realidad se combina con
algunas técnicas de conmutador positivo (teorfa de Mourre) y las estimaciones se obtienen una vez

que la funcién propia se localiza en energia.

La aplicaciéon de Feshbach-Livsic para estudiar resonancias se remonta al menos a [12] y ha sido

fuente de varios resultados en las ultimas décadas en diferentes areas.

Para la relacion entre la evoluciéon del tiempo (la perspectiva que abordamos en este articulo) y
los polos de la resolvente en el contexto de la teoria analitica de la perturbacién, mencionamos el

trabajo [11] y las referencias contenidas en este tltimo.
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2. Perturbaciones de rango uno

En el articulo [7] se abordan resonancias generadas por perturbaciones de rango uno de operadores
autoadjuntos con valores propios inmersos en el espectro continuo. La inestabilidad de estos valores

propios se analiza y se exhibe una caida casi exponencial de los estados resonantes asociados.
Ademas mostramos como estos resultados pueden ser aplicados a los operadores de Sturm-Liouville.

Las herramientas principales son la teoria de Aronszajn-Donoghue para perturbaciones de rango
uno, un proceso de reduccion del operador resolvente basado en la féormula de Feshbach-Livsic,
la regla de oro de Fermi y un analisis cuidadoso de la transformada de Fourier de funciones
cuasi-Lorentzianas. Estos resultados se pueden aplicar también para estimar explicitamente el

correspondiente tiempo de estadia y los fenomenos de concentracion espectral.

La reducciéon de Feshbach-Livsic se desarrolla en el contexto de operadores diferenciales en la
semirecta, lo que permite obtener estimaciones puntuales cuando la resonancia aparece con la
perturbacion de un valor propio simple e inmerso en el espectro absolutamente continuo. Aunque
varias de estas herramientas pueden adaptarse facilmente a una clase bastante amplia de pertur-
baciones, en [7] se limita la discusion al caso de rango uno y se relacionan estos resultados con

resultados clésicos en este campo [10,18].

En la Seccién 2 de dicho trabajo se establecen condiciones que aseguren que la transformada de
Fourier de una funcién tipo Lorentz exhiba una caida de tiempo exponencial aproximada. La
demostracion de este hecho se basa en técnicas de analisis clasico, que siguen principalmente las
ideas de [8]. Este resultado es de interés en si mismo y establece que si una funcion real esta cerca

de
1 a

71' ()\ - )\())2 + b2
entonces su Transformada de Fourier tiene un comportamiento casi exponencial.

Se consideran en particular, perturbaciones de rango uno de la forma
H, = Ho + &[{)(¥],

donde Hj tiene un valor propio simple incrustado en algin espectro absolutamente continuo.
Mostramos cémo la inestabilidad del valor propio inmerso y las propiedades espectrales de los
operadores H,, estan relacionadas con los valores limite de la resolvente reducida de Hj y la regla

de oro de Fermi.
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Lo anterior permite formalizar la existencia de una resonancia en términos de decaimiento casi
exponencial, bajo hipotesis adecuadas sobre la resolvente reducida del operador Hy. La prueba
combina el proceso de reduccién de Feshbach-Livsic y la formula de Krein con el teorema que

estima la Transformada de Fourier de una funcién cuasi-Lorentziana.

Como corolario, se deduce la concentracion espectral de Kato y el comportamiento asintético
para el tiempo de estadia del estado propio correspondiente, en funcién del parametro x, bajo
la evolucion gobernada por H, y para valores pequenos de k. Finalmente, las propiedades de los
valores limites de la resolvente reducida de Hy en el eje real, se deducen de las propiedades de la
medida espectral de Hy, cuando ésta tiene multiplicidad finita. Esta reformulacion se resume en la
estimacién del comportamiento casi exponencial. Todos estos resultados se ilustran mediante un
modelo de Sturm-Liouville. En contraste con [8], el punto de vista adoptado no requiere ninguna

técnica de conmutador positivo.

3. Estimaciones para el tiempo de vida

En el articulo [1] se aborda el estudio de perturbaciones de rango uno aplicadas a operadores
autoadjuntos. Se estima como estas perturbaciones afectan el tiempo de permanencia de un estado
cuéantico, especialmente cuando el operador perturbado tiene un valor propio simple incrustado en

su espectro absolutamente continuo.

En ese trabajo se analiza como una perturbaciéon de rango uno puede alterar significativamente
el espectro de un operador autoadjunto, lo que incluye el cambio en la naturaleza de los valores
propios incrustados en el espectro continuo. Se utiliza principalmente el Modelo de Friedrichs, en
el que se perturba un operador absolutamente continuo en L?(R), por un operador de rango uno
|1} (1)]. Para este modelo se estiman las propiedades del tiempo de permanencia bajo perturbaciones

pequenas.

Primero se revisa un resultado que caracteriza las pertubaciones de rango uno para las cuales el
operador,

Ho = M + clp) (4|

tiene exactamente un valor propio (simple) inmerso en el espectro continuo, con vector propio

correspondiente . Aqui, M es un operador absolutamente continuo y ¢ una constante adecuada.

Luego se perturba este operador nuevamente por un operador de rango uno y se proporciona una
estimacién explicita del tiempo de permanencia utilizando la teoria de perturbaciones y técnicas

de deformacion analitica.
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Asi, consideramos el operador
He = Ho + €l) (4]
que para € pequeno no tiene valores propios.

Se demuestra que en este caso el tiempo de permanencia en un vector ¢ para pequenias pertur-
baciones, es finito y que, bajo ciertas condiciones, es proporcional a ¢~2, donde € representa la

magnitud de la perturbacion.

En el caso en que M sea el operador de multiplicacion por x en L?(R) y 9 sea analitica en un

sentido adecuado, podemos usar la técnica de traslacion analitica para demostrar que el tiempo de

T(¢)21F+0<1).

La cantidad % coincide con el término correspondiente de la regla de oro de Fermi,

vida,

2¢ 2 Im{p, Re(Ep)p)

donde FEj es el valor propio y R, la resolvente reducida del operador Hy.

Existen numerosos trabajos (ver por ejemplo las referencias mencionadas en [1]) que describen
resonancias mediante el analisis del comportamiento de la amplitud de supervivencia, es decir, la
iHt

funcion R(t) = (@, e “**¢) que, en muchos casos, incluye leyes explicitas de decaimiento exponen-

cial para esta cantidad.

4. Perturbaciones de rango finito

Los resultados contenidos en las dos secciones anteriores pueden ser extendidos al caso de pertur-
baciones de rango finito. Esta generalizacion no es inmediata, de hecho ya en el uso de la formula
de Krein para expresar la resolvente perturbada en términos de la resolvente libre, aparece un
término matricial, que obliga al uso de descomposiciones matriciales, lo que para rango uno se

reduce a una funcion real.

Este tipo de resultados ha sido desarrollado ampliamente en el articulo [4]. Allf, se estudia el

comportamiento del espectro del operador perturbado

N
Hg = Hy + Z@:WQWH,

i=1

donde {¢1,...,¥n} es un conjunto de vectores ortonormales en H'y B = (51,...,08n), Bi € R,
parai=1,...,N.
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Aqui, Hy es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert .

Como en el caso de rango uno, para demostrar que una parte del operador es absolutamente
continua es necesario imponer una especie de regla de oro, que se traduce en la positividad de una

cantidad que involucra a la resolvente reducida.

El estudio se centra en dos aspectos principales: la identificaciéon de subespacios en los que el
operador perturbado Hg tiene un espectro absolutamente continuo, y su comportamiento resonante

cuando el operador libre Hy tiene un valor propio inmerso en el espectro absolutamente continuo.

Para ambos resultados se requiere ademés una serie de relaciones entre la resolvente del operador

Hpg y los subespacios,

Mg =span{Rg(z)y; : j=1,...,N, z¢R}.

Aqui, Rg = (Hpg— 2)~1 es la resolvente del operador H, 8, definida para z un ntmero complejo fuera

de su espectro.

En el caso de una perturbacion de rango uno, M es simplemente el subespacio ciclico asociado al

operador Hg y al vector 9.

Los resultados respectivos aparecen en [7] para el caso de rango uno y en [5] para el caso de rango

finito y se basan en un estudio espectral detallado que se encuentra en [10].

La estrategia empleada depende también de una versiéon extendida de la férmula de Krein. Para

formular este principio, notamos que la perturbaciéon de rango finito puede ser factorizada,
N
Ve =137 = Zﬁi|¢i><¢z‘|
i=1

donde 75 : H — C¥ est4 definido por

VB, b)
VB2 (2, ¢)

T8O =

VBN (YN, &)

donde (-,-) denota el producto interior en el espacio de Hilbert.

La formula de Krein ahora establece: sean Ro(z) y Rg las resolventes de los operadores Hy and

Hpg respectivamente. Entonces, para 3z > 0,

Rg(z) = Ro(2) — Ro(2) 75(1 + 78 Ro(2)75) ™' Ro(2)
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Notamos que (1 + 73Ro(2)73) es una matriz compleja invertible, a diferencia del caso de rango

uno, en que esta cantidad es un escalar.

En relacién con el comportamiento resonante, en este articulo se establece que, en caso que el
operador no perturbado Hy tenga un autovalor inmerso en el espectro absolutamente continuo, el
operador perturbado Hg exhibe un comportamiento resonante. Especificamente, la cantidad

—iHgt

{0, ™8 p0) |

se comporta casi exponencialmente. Las herramientas utilizadas en la demostracién de estos resul-
tados son nuevamente una regla de oro y formulas adecuadas de Krein y Feshbach-Livsic. Ademés,

se estima el correspondiente tiempo de permanencia.

5. Perturbaciones singulares

Las interacciones tipo delta en Mecanica Cuéntica presentan una serie de dificultades técnicas y
conceptuales debido a la naturaleza singular de la delta de Dirac §. La principal dificultad es que el
Hamiltoniano con una interaccién delta no es un operador autoadjunto en el sentido convencional,

lo que complica el tratamiento riguroso del sistema.

Para un operador autoadjunto H, que actta en el espacio de Hilbert L?(R"), estamos hablando
de

que opera como

Hptp = Hotp + B0

Este tipo de interaccién puede ser tratado mediante regularizacion, y es util para modelar inte-
racciones locales. De hecho, la interacciéon esté localizada en el origen, de modo que no influye para

elementos del espacio de Hilbert que se anulen en una vecindad de cero.

Ademés, se establece que esta interaccion puede ser considerada una perturbacion de rango uno,
lo que permite un tratamiento simplificado en muchos casos de interés. Este hecho se explota
en [4], donde, aparte de discutir las estrategias para caracterizar el Hamiltoniano como operador

autoadjunto, se demuestra una correspondiente férmula de Krein.

En dicho trabajo se extienden estas ideas a perturbaciones singulares més generales, incluyendo

por ejemplo potenciales localizados en una superficie en el espacio n-dimensional.
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Se explicitan los dominios donde el operador singular Hg es autoadjunto. Ademads, se establecen
formulas para las correpondientes funciones de Green, para el caso Hy = —A+V (z) como operador

actuando en L?(R").

En particular, se demuestra en este caso el conocido teorema de Weyl, sobre la invariancia del es-
pectro esencial bajo perturbaciones compactas autoadjuntas. Para estas perturbaciones singulares

damos un resultado sobre la existencia de un espectro puntual puro (valores propios) de Hg.

La idea principal es aplicar una tipo de formula de Krein en este marco singular, junto con la

correspondiente relacion entre las funciones de Green asociadas a los operadores Hy y Hg.

Como ejemplo explicito, se considera una clase especial de perturbaciones singulares del operador
autoadjunto Hy = —A+ V(z) en el espacio de Hilbert L*(R"), donde V (z) es una funcién acotada

de valor real.

Especificamente, consideraremos el operador perturbado Hg de Hy dado por el operador singular
|0s)(ds]| del tipo
Hg = Hy + 65)(ds],

donde S es la frontera de un dominio de Lipschitz acotado €2 en R™, 5 es un parametro real y

55(80):/S<Pd0

donde do es el elemento de area de la superficie S.

Hay varios trabajos de perturbaciones singulares en una dimension, es decir, perturbaciones del tipo
Funcién delta en un punto. En ellos se caracteriza el dominio de estos operadores en términos de
una condiciéon de frontera. Seguimos este enfoque y somos capaces de relacionarlo con un operador

acotado en un espacio de Sobolev adecuado.

Por ltimo, en dicho articulo se estudia la posible estabilidad de autovalores del operador libre

Hy = —A + V(z), sujeto a una perturbacion singular.

Ya que en estos espacios el operador se comporta como un verdadero operador de rango uno, es
posible establecer una férmula de Krein en este contexto, la que se usa para demostrar una version

del teorema de Weyl.
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6. Herramientas técnicas

Hemos incluido esta seccién a sugerencia de uno de los evaluadores de este articulo, sugerencia que
por cierto agradecemos. El propésito es explicar con més detalle algunas herramientas ttiles en

teoria espectral y que son ampliamente conocidas en el drea de teoria de perturbaciones.

6.1. La formula de Feshbach-Livsic

Dado un operador autoadjunto H en un espacio de Hilbert /. La idea es estudiar la resolvente del

operador H reducido a un subespacio M.

Sea P la proyeccion ortonormal asociada al subespacio M y sea P+ = I — P, donde I es el operador

identidad en #H. Consideremos el operador (el operador de Feshbach),
F(z) = PHP — PHP-(H* — 2)"'P*HP,
donde H* es el operador H reducido al complemento ortogonal de M. Entonces,
PH—-z)7'P=(F(z) —2)""

Esta formula permite estudiar la resolvente de un operador autoadjunto general, reducido a un
subespacio dado M y muestra como éste depende de la accién de vectores en el complemento

ortogonal de M, ver [12].

6.2. La formula de Krein

Esta es una formula explicita para la diferencia de las resolventes de dos operadores autoadjuntos
H y Hy. Establece,
R(z) — Ro(z) = —Ro(2)Lv (2)Ro(2),

donde z es un namero complejo no real y Ly (z) es un operador que depende de la perturbacion

V = H — Hy. Por ejemplo, cuando V = A*B, la féormula expresa,
Ly(z) = A*(I — BRy(2)A")™'B

Hay muchos ejemplos para los cuales es posible factorizar la perturbaciéon V' de modo de obtener una
expresion muy simple para el operador Ly (z). Por ejemplo, en el caso de rango uno, V = k{p, )¢,

resulta,
K

L+ k{p, Ro(2)p)

LV(Z) = <30’ >
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Esta formula puede es muy ttil en Teoria Espectral puesto que en ella es facil identificar posibles

ceros y polos (como funcion de z) de la resolvente.

Para el caso de perturbaciones de rango finito, es posible obtener una expresiéon matricial para la

formula de Krein que se muestra en la Seccion 4.

El caso singular, vale decir, perturbaciones que incluyan funciones de tipo delta, también puede

ser tratado con esta técnica.

6.3. La regla dorada de Fermi

Esta regla es un resultado fundamental en Mecanica Cuéantica pero que, en realidad, no usamos en
los trabajos aqui mencionados. Solamente, hacemos notar que el parametro I' que rige el compor-

tamiento casi exponencial de la probabilidad

P(t) = [(p,e )

aparece también en la regla dorada.

La regla de Fermi entrega la probabilidad de transicién entre dos estados adecuados y, en nuestro
caso, P(t) es precisamente la probabilidad de transicion entre el estado en tiempo ¢, es decir e ~#H ¢

v el estado inicial .

Para el caso en que

H:H0+€‘/,

la regla indica que para € pequeio, la probabilidad de transicién debe ser proporcional a €2.

En la Seccién 3, presentamos estimaciones para el tiempo de vida

En el caso resonante, se espera que la probabilidad P(t) tenga, para tiempo ¢ grande, un compor-

tamiento aproximado de la forma e~'*, de modo que el tiempo de vida 7 se debe comportar como
1
or"
De hecho, en el caso de rango uno, el término que mas influye en el tamano de 7 tiene la forma

ce~2, con c positivo. Esto es consistente con lo que indica la regla dorada.
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6.4. La estimacion de Mourre

La estimacion de Mourre (o conmutadores positivos) es una herramienta fundamental en Teoria
Espectral, particularmente para descartar la existencia de valores propios y de espectro singular

continuo.

Decimos que un operador autoadjunto H satisface una estimacion de Mourre en un intervalo real

J si existe un operador autoadjunto A tal que.
Eji[H,AlE; > cE;+ KE;.
Aqui, ¢ es una constante positiva y K es un operador compacto. Ademés,
[H,Al]=HA—- AH

es el conmutador entre los operadores H y A.

Bajo hipotesis adecuadas que aseguren entre otras cosas, que el conmutador ¢[H, A] es un operador
autoadjunto, la existencia de la estimacion de Mourre, ver [16], tiene consecuencias muy relevantes,
tales como la ausencia de espectro singular continuo en J, la estabilidad del espectro absolutamente
continuo, un control de posibles valores propios y la existencia del limite de la resolvente R(z),

cuando z se acerca al eje real.

7. Algunos problemas abiertos

1. Estudio de perturbaciones fuera del espectro absolutamente continuo: aunque el trabajo se
centra en operadores con valores propios inmersos en el espectro absolutamente continuo, es
posible considerar perturbaciones de operadores con valores propios aislados. Es el caso por
ejemplo, de las “shape resonances”, ver por ejemplo [2] y [15]. En estos trabajos un operador
H, con un potencial de soporte compacto se considera una perturbaciéon del operador Hy que
tiene una barrera de potencial infinita. La perturbacion es grande pero puede ser pequena en
la regién donde los vectores propios de Hy son exponencialmente pequenos. En estos casos,

se podria obtener decaimiento casi exponencial ademés de la concentracion espectral.

2. Aplicaciones a sistemas mas generales de Sturm-Liouville: la teorfa podria extenderse a siste-
mas mas generales que no sean estrictamente de Sturm-Liouville, como operadores no lineales

o sistemas que incluyan interacciones de largo alcance.
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3. La concentracion espectral en presencia de una resonancia, podria ser explorada con més

detalle. Por ejemplo, para el caso de una perturbaciéon de rango uno,
Hm = HO + "f|1/1><¢| )

donde Hj es un operador autoadjunto con un valor propio A, con Hyp = Ap. Como mostramos
en la Seccién 2, puede ocurrir que para k pequeno, H, sea absolutamente continuo (o tenga

espectro absolutamente continuo en una vecindad de ). Ciertamente, debemos tener que
lim Ep =
ey JP 2

donde E’ es la proyeccion espectral asociada al operador H,;, en un intervalo J que contenga
a A. Seria interesante estudiar el orden de la concentracion del espectro en torno a A, o sea
encontrar 'k, que tienda a 0 cuando « tienda a 0, optimal, tal que que si J, es el intervalo

centrado en \ y de radio I'k, entonces todavia se tenga,
lim B p =
K% J.P 2

La concentracién espectral es un fenémeno mucho mas general introducido en [14]. Men-
cionamos también [9] para una relacion con resonancias. También se podria estudiar esta

propiedad para perturbaciones de rango finito y perturbaciones singulares.

4. Regla de oro de Fermi en sistemas: la regla de oro de Fermi es una herramienta central en
este trabajo. Seria interesante investigar su aplicabilidad y ajustes por ejemplo cuando se

consideran perturbaciones dependientes del tiempo, incluso para rango finito o singular.

5. Analisis del comportamiento de la funcién de supervivencia en sistemas dindmicos: el com-
portamiento de la amplitud de supervivencia R(t) = (p,e”tp) se plantea aqui para la
ecuacion de Schrodinger. Un area de investigacion futura podria ser el estudio detallado de

su comportamiento por ejemplo para la ecuacion de Dirac o para el movimiento de ondas.

6. Estudio de la estabilidad espectral y el tiempo de vida en presencia de perturbaciones singu-
lares: la estabilidad de los autovalores bajo perturbaciones singulares es un tema clave en el
articulo. Un area interesante para futuras investigaciones seria el analisis del tiempo de vida
o el tiempo de decaimiento de los estados cuénticos asociados a los autovalores, especialmen-
te en presencia de perturbaciones singulares. Ademas de la formulacion de un teorema de

estabilidad espectral méas general para sistemas con perturbaciones singulares.

7. Extension de la teoria a perturbaciones dependientes del tiempo: en el articulo, las per-
turbaciones son estaticas, pero se podria investigar el comportamiento de perturbaciones

dependientes del tiempo, de tipo delta. Estudiar como evoluciona el espectro en presencia
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de perturbaciones dindmicas podria proporcionar nuevas perspectivas, particularmente en

sistemas cuanticos fuera de equilibrio.

Extension de los resultados al caso de perturbaciones no autoadjuntas: aunque el enfoque se
limita a operadores autoadjuntos, seria interesante explorar cémo los resultados se generalizan
a operadores no autoadjuntos que podrian surgir en ciertos modelos cuanticos. En particular,
estudiar la estabilidad y la caracterizacién dindmica de las resonancias para estos operadores

podria ser un area de gran interés.

Estudio de la estabilidad espectral, resonancia y concentracion espectral para operadores de

Schrodinger discretos. Mencionamos [3] para resultados en esta area.
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