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ABSTRACT
In this paper we present an introductory exposition of
mathematical models for epidemic spread, from classical models
based on deterministic differential ions to more recent stochastic evo-
lution models.

RESUMEN.

En este trabajo presentamos, a nivel introductorio, algunos modelos
matematicos disenados para describir la evolucién de epidemias, desde mo-
delos clasicos basados en ecuaciones diferenciales hasta modelos estocdsticos
de desarrollo reciente.

1 Introduccién

Probablemente la mejor manera de comenzar un trabajo dirigido a presentar
la modelizacién matemdtica de fenémenos epidémicos sea citar a George Bu-
chanan, en su discurso “Aids to epidemical knowledge ”, en la apertura de la
sesién 1881-82 de la Epidemiological Society of London:

“...we want, too, help from mathematics, from chemistry and
physics, from meteorology, botany and zoology....... In propose in
meeting you at the commencement of our new session to speak of
one or two ways in which we as epidemiologists are called upon to
make application of this wider knowledge...The first idea that must
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occur to anyone who hears me is the place which among all such
subjects we shall gratefully assign to mathematical science ” (ver
Buchanan (1881), Dietz (1995)).

La aplicacién de modelos matematicos al estudio de la dindmica de enfer-
medades transmisibles tiene una larga historia y se remonta al menos a Daniel
Bernoulli” (ver Bernoulli (1760)). La evaluacion de la eficiencia de las estrate-
gias de vacunacién como posible agente de control de la expansién epidémica,
por ejemplo, ha sido un muy fuerte estimulo para el desarrollo de tales mo-
delos: un buen modelo matemaético que sea capaz de predecir con razonable
precisién la respuesta de la poblacién afectada a una campana de vacunacién,
nos brinda una herramienta muy valiosa para decidir si vacunar es la respuesta
mas indicada frente a la propagacién de la epidemia o si otras posibles medidas
de control son mds apropiadas. Pero una explicacién particularmente clara de
los objetivos de la Modelizacién Mateméatica en Epidemiologia (MME, de aquf
en adelante) ha sido dada por Denis Mollison :

“the aim of epidemic modeling is to understand and if possible
control the spread of disease . To do this, it tries to relate disea-
se dynamics at the population level to basic properties of the host
and pathogen populations and of the infection process.”(ver Molli-
son(1995))

Debe destacarse entonces el doble propésito de la MME: proveer técnicas
cuantitativas, analiticas, que colaboren a predecir y controlar la evolucién de
la enfermedad y, por otra parte, ayudar a entender mejor el mecanismo basico
de transmisién, a comprender “cémo funciona la epidemia ”, desde los proce-
sos bioquimicos mas basicos que dan lugar a la infeccién, a la dindmica global
de la poblacién en la que estamos estudiando el desarrollo epidémico (la que
llamaremos de aqui en adelante “poblacién objetivo”, del inglés “target popu-
lation™).

Afortunadamente, mas de dos siglos después de trabajos pioneros como el
de Daniel Bernoulli, disponemos de muchas excelentes referencias para aproxi-
marnos a este fascinante campo de aplicacion de la Matematica. Libros cuya
clasificacién por disciplina de especializacién va desde la Biologia Molecular
hasta la mas pura Matematica, presentan a diversos niveles y desde distintas
6pticas, modelos matemadticos para ayudar a describir y entender epidemias.
Los ingredientes matematicos que hacen aparicién en tan variado ment son
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suficientes para satisfacer al més goloso de los matematicos: estabilidad de
sistemas dindmicos, algoritmos numéricos, modelos probabilisticos basados
en procesos puntuales o en ecuaciones diferenciales estocasticas, andlisis es-
tadistico de series temporales y de datos espaciales, ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales y muchas otras técnicas analiticas que pueden ser em-
pleadas para describir la evolucién temporal, la formacién de determinados
patrones en la distribucién espacial de la epidemia u otros atractivos y pro-
fundos problemas que es necesario comprender y resolver.

Demos algunos niimeros bésicos para saber lo extendida esta la “epide-
mia”de interesarse por la modelizacién matemadtica en epidemiologia.

Veamos los niimeros que arroja una bisqueda en MathSciNet, la base de da-
tos de la American Mathematical Society para la biisqueda de libros o articulos
de investigacién matematica. Alli pueden encontrarse numerosas referencias a
literatura en MME, bajo diversas entradas, como por ejemplo

e 704 trabajos bajo la entrada “epidemic ”

343 trabajos bajo la entrada “diseases "

74 trabajos bajo la entrada “epidemiology”

86 trabajos bajo la entrada “HIV ”(el SIDA es actualmente la epidemia
de mayor volumen de trabajo a nivel de modelizacién)

54 trabajos por la entrada “epidemiological ”

538 trabajos con c6digo MSC de clasificacién primaria o secundaria
92D30 ( el criterio MSC permite clasificar los temas sobre los que tra-

ta un trabajo y 92D30 es el c6digo correspondiente a “Epidemiologia
Matematica ")

Estos niimeros son harto elocuentes y dicen a las claras que es absoluta-
mente imposible pretender ser exhaustivo al presentar tan inmenso campo,
por lo que optamos por presentar solamente un muy pequeio sector del mis-
mo. Por otra parte, dada la naturaleza introductoria de esta exposicién, no
hemos supuesto en el lector un conocimiento matematico previo superior al
que pueden aportar cursos introductorios de Célculo, Ecuaciones Diferenciales
o Teoria de Probabilidades. Lo que exponemos aqui, es, fundamentalmente,
algunos de los modelos més cldsicos y difundidos y por otro lado, de manera
muy breve, algunos de los modelos méds recientes en los que los autores de este
texto y otros colaboradores trabajan. Agregamos a estos dos focos de nuestra
presentacion lo que quizds sea el mejor aporte que podemos brindar a quien
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desee sumergirse en el atrapante mundo de la MME: una detallada seleccién
bibliogréfica, que cubre una amplia gama de enfoques y etapas histéricas de
esta drea del conocimiento.

2 Un primer- y clasico - modelo

2.1 Presentacién del modelo.

Para una descripcién cuantitativa de la evolucién de una epidemia, comence-
mos por un modelo extremadamente simple. Supongamos que la poblacién
objetivo puede dividirse en tres clases : aquellos individuos sanos, pero que
pueden contagiarse (los susceptibles), aquellos individuos ya enfermos (los
infectados), y aquellos individuos que por diversas razones no pueden ser
contagiados aunque fueran expuestos a la infeccién (los inmunes). Las le-
tras X, Y, Z (acompanadas de diversos indices adicionales segiin la situacién
especifica), serdn empleadas para representar la cantidad de individuos sus-
ceptibles, infectados e inmunes en la poblacién, respectivamente.

De este modo, llamaremos X (a,t) al nimero de susceptibles de edad a en
el tiempo ¢t . Andlogamente se definen Y (a,t) y Z (a,t). La cantidad total de
individuos de edad a en el instante ¢, es N (a,t) = X (a,t) + Y (a,t) + Z (a,t).
Un conjunto bésico de ecuaciones en derivadas parciales (EDP, de aquf en
adelante), que pueden describir la dindmica es :

Y pO+r@X @Y
%+%—§ = A(t) X (a,t) — (@ (a) + p(a) + v (a)Y (a,t)
Z =@V (@) - s Z (o)

Donde p (a) es la tasa de mortalidad “natural ”, especifica o propia de la
edad a, per cépita (“natural ”en el sentido de que no es debida a la enfermedad
en cuestién), v (a) es la tasa de recuperacién per cépita ; a(a) es la tasa de
mortalidad inducida por la enfermedad y A (t) es la “fuerza “de la infeccién
en el tiempo ¢, esto es, la tasa de adquisicién per cdpita de la infeccién.

Una interpretacion intuitiva de estas EDP es la siguiente :
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El nimero de susceptibles en un instante ¢ dado, puede ser distinto
en los distintos grupos etdreos, por lo que se toma en cuenta la tasa
de variacién respecto a la edad (%%) Por otra parte el nimero de
susceptibles de una edad dada puede cambiar en el tiempo segin una
tasa(%X). El total de estas variaciones se debe a dos causas distintas:
por muertes “naturales ”(en el sentido antes explicitado), que afectan
a una proporcién g de los susceptibles, o, por otra parte, por infeccién
( lo que afecta a una proporcién A de los susceptibles). Obsérvese en
particular que la variacién total de los susceptibles es negativa.

Los individuos infectados, por su parte, tienen como “ganancia el aporte
de aquellos susceptibles que fueron infectados (AX), y como “pérdida”
aquellos que mueren (ya sea de muerte “natural ”, con tasa p, o por la
infeccién, con tasa «), o aquellos que pasan a la clase de los inmunes,
que lo hacen con una tasa v.

Por su parte, los inmunes pueden morir de muerte “natural ”, con tasa
1 o ser engrosados por aquellos infectados que se recuperaron, con tasa
v . Notemos que esto implica una hipétesis importante: El individuo
que se recupera de la enfermedad permanece luego inmune .

Para completar la descripcién del sistema, se necesitan condiciones de bor-
de. Usualmente dichas condiciones se dan especificando X (0,¢),Y (0,t) y
Z(0,t)Vt, y X (a,0),Y (a,0) y Z(a,0)Va.

Por lo general se asume que todos los individuos nacen susceptibles, esto
es, Y (0,t) = Z(0,t) =0 Vt, y X(0,t) = B(t) = tasa de nacimiento de la
poblacién en el tiempo t. La segunda condicién usualmente asumida es que
en t = 0, se conocen las distribuciones etdreas de las distintas clases, es decir,
X (a,0),Y (a,0) y Z (a,0) Va.

Veamos ahora algunas variaciones sobre este modelo basico que dan cuenta
de algunas de las muchas complicaciones que pueden introducirse:
1. (a) Periodos de latencia.
Es muy comin afadir un grupo correspondiente a aquellos indi-
viduos que si bien estdn infectados, todavia no son “infecciosos”,

esto es, todavia no pueden contagiar a ningun susceptible. Si lla-
mamos H (a,t) al niimero de latentes, la ecuacién
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Y Y4
BB A (o)~ (ae) +pa) @) (ot
ot = Oa
es reemplazada por el par de ecuaciones :
ﬁ%— B—Ii = AX — (o + p(a)) H (a,t)
a‘%’f &

hse = =0H — (a+ p+v)Y (a,t),
donde o es la tasa de traspaso de los individuos de la clase de
los latentes hacia la de los infectados y la duracién promedio del
periodo de latencia es 1 (Las ecuaciones restantes no cambian).

(b) Mortalidad natural.

Buena parte de la literatura tradicional en epidemiologia
matemadtica, toma la tasa de mortalidad “natural ”, p(a), como
una constante y, independiente de la edad. Esto es, se asume que
cada individuo recién nacido tiene una probabilidad de sobrevivir
hasta la edad a que decae exponencialmente con dicha a, y que no
depende de la edad que el individuo tiene en ese momento, sélo de
la edad a la cual quiere llegar. Esta hipdtesis de supervivencia
tipo II(en la jerga de los ecologistas), puede ser aplicable a grandes
rasgos en algunas poblaciones animales (y ya no tanto en animales
gregarios que cuidan a los viejos y a las czias, como los elefantes
y los simios, por ejemplo); pero es claramente inadecuada para
el caso de poblaciones humanas, especialmente ba.ra aquellas més
“desarrolladas ”

Una aproximacién bien distinta la da el, por ejemplo, supo-
ner que todos sobreviven hasta una cierta edad L, y luego mueren
(supervivencia tipo I). Asi pues, para €l tipo I, u(a) = 0 si
a<L,yp(a)=o0sia>L.

Para el tipo II, j(a) = p(constante)= %

(c) Transmisién.

La “fuerza "de la infeccién A, es la tasa de adquisicién per cépita
de la infeccidn, esto es, A(t) At representa la probabilidad de que
un individuo susceptible dado pueda adquirir la infeccién en el in-
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tervalo (pequefio) At. A veces A puede deducirse a partir de datos
epidemiolégicos, y si no, pueden buscarse relaciones entre A y el
nimero de infectados. Lo més usual es suponer A proporcional al
numero total de infectados, o sea, A = 3 f;‘*y(a,z)da , donde
es el pardmetro de transmision, en el cual se combinan una mul-
titud de factores ambientales, epidemiolégicos, sociales, etc., que
afectan la tasa de transmisién. 3 es una constante que caracteriza
a la infeccién, y no cambiard porque haya programas de vacuna-
cién, etc. (aunque si puede ser alterado por cambios en los habitos
de higiene, etc.). Los programas de vacunacién, por ejemplo, al
cambiar Y, cambiardn A, pero no a . Asi pues, aunque A es mas
facil de medir directamente, no es intrinseco de la enfermedad co-
mo lo es . La ecuacién A = ﬂfom Y (a,t)da presupone que A no
cambia con la edad, lo cual no siempre es creible (en muchos ca-
sos, A es mayor entre los nifos y los viejos que entre el resto de
las edades). Un abordaje mds fino de este punto estaria dado por
AMa,t) = [5° B(a,a')Y (a',t)da’ , donde B(a,a’) es la probabilidad
de que un infectado de edad a’ contagie a un susceptible de edad a.

2.2 Estética, dindmica temporal y evolucién espacial.

En un modelo como el antes expuesto puede estudiarse la estdtica y la
dindmica temporal de la epidemia, pero no su evolucién espacial.

Esto es, podemos conocer por ejemplo, para cada instante fijo, cémo es la
distribucién etdrea de las distintas clases de la poblacién. Este punto serd
analizado en detalle en la préxima seccién.

Podriamos también averiguar qué ocurre con las distintas clases en la medi-
da que el tiempo transcurre, averiguando en particular si a largo plazo alguna
clase desaparece o si coexisten siempre todas. Esto corresponde a estudiar la
dindmica temporal de la epidemia, trabajo que para este modelo no es muy
complejo, pero que no presentaremos aqui en detalle por brevedad. El lector
interesado puede encontrar en detalle tal tipo de analisis, por ejemplo, en los
libros de Anderson and May (1982, 1991), Capasso (1993) o Isham and Medley
(1996).

Finalmente un andlisis mds fino de la informacién requerird considerar
también la ubicacién geogrifica de los distintos individuos de la poblacién
objetivo e intentar analizar en qué direcciones la epidemia se propaga, qué lu-
gares son los mds seguros para intentar aislarse de la evolucién epidémica, etc.
Los aspectos espaciales, geogrificos, no estdn en absoluto contemplados en el
modelo anterior. Sin embargo, variaciones de este modelo permiten abordar
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el punto sin excesivas complicaciones técnicas. En la dltima seccién de este
trabajo veremos modelos mucho mas generales y especialmente adaptados a
la descripcién espacial de la evolucién epidémica.

Pasaremos ahora a analizar en mayor detalle la estética del modelo bésico
antes visto.

3 Estatica del modelo basico.

La idea aqui es comenzar a analizar qué sucede cuando fijamos ¢, y obser-
vamos c6mo se comportan las tres clases en funcién de la edad a. Fijado ¢,
entonces X,Y, Z solamente dependeran de a, y para simplificar escribiremos
X(a),Y (a), Z(a).

Suelen realizarse ademds habitualmente otras dos suposiciones (las cuales
rara vez son explicitadas) :

e La primera es que los nacimientos y las muertes estan exactamente ba-
lanceados, de modo que la poblacién total permanece constante en un
cierto valor V.

o La segunda, es que despreciamos la mortalidad asociada a la infeccién,
esto es, asumiremos que e (a) = 0 Va.

Asi pues, la primera suposicién, suponiendo una tasa de natalidad B, nos
lleva a

B~ [ 1(a) N,

esto es, para cada edad a, p(a) N(a) nos da la tasa de mortalidad “natural”,
y si “sumamos” (integramos) sobre todas las edades, nos dard la tasa total de
mortalidad, que es igual a la de natalidad, por la suposicién de balance entre
nacimientos y muertes. Puede mostrarse que, tanto para y del tipo I como del
tipo II, tenemos que B = %, siendo L la esperanza o expectativa de vida.
Teniendo todo esto en cuenta, el modelo original de nuestras tres EDP,

queda :
dX
2 =~ (A + () X(a)
% =AX — (v + p(a)) Y (a)
& =¥ ~ u@)2(a)

.



Si las tres i tendremos

W - —p@)NG)

Las condiciones de borde son
X(0) = N(0),Y(0) = Z(0) = 0,

donde N(0) = B es la tasa neta de nacimientos, esto es, el niimero de indivi-
duos de edad 0.
Como es sabido, si llamamos

exp(- [ utwyin) = 1(a),

tendremos que
N(a) = N(0)l(a)
¥ que
N(a)
l(a) = ——=.
(a) 0]
Esto 1ltimo permite asignar un significado a [(a) : [(a) representa la pro-
babilidad de sobrevivir hasta la edad a, y recibe el nombre de funcién de
supervivencia.
Por otra parte, de la ecuacién % = — (A + p(a)) X(a) con un poco de
cdlculo se deduce que

X(a) = X(0) exp(~ /0 " 4 (u) du) exp(~Aa),

y como X(0) = N(0) , tenemos que

X(a) = N(0)exp(— /oap(u)du) exp(—Aa) = N(0)I(a) exp(—Aa)

= N(a) exp(—Aa).

IXVE:; = exp(—Aa) = z(a) , es la proporcién de
la poblacién de edad a que es susceptible.

Obsérvese que el cociente

Partiendo ahora de la ecuacién % = AX — (v + p(a)) Y(a) , con un poco
més de cdlculo, llegamos a que

o [
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He)= AN (0)/(a) (expi:u;z) = exp(—)\a)).

De modo similar, de la ecuacién 4 = vY — y(a)Z(a), obtenemos

2(a) = N(O)i(a) [1 — (Nexp(—va) — yexp(-/\a))] !

A—v
De esta forma, hemos visto que, una vez postulado un modelo de evolucién
epidémica (en términos de un sistema de EDP, en nuestro caso), podemos, me-
diante la resolucién de varias ecuaciones diferenciales ordinarias, obtener una
descripién bastante precisa de la distribucién etdrea de las distintas clases.
Esto incluso se produce en contextos mds generales, donde se recurre a mode-
los més sofisticados, aunque puedan ser bastante més trabajosos los célculos a
realizar. El punto crucial desde el punto de vista de las aplicaciones es si éstas
distribuciones etareas previstas por el modelo se condicen razonablemente con
las observadas empiricamente en la poblacién. El andlisis de informacién epi-
demioldgica empirica a los efectos de validar o refutar un determinado modelo
es un tema tipico de la Estadistica Epidemiolégica, campo tan desafiante e
interesante como el del modelado mismo y sobre el que no abundaremos aqui,

remitiendo al lector a, por ejemplo, Becker (1989).

3.1 La tasa bésica reproductiva (Rj).

Pensemos ahora un caso particularmente interesante de epidemias, las
parasitosis, enfermedades que se contagian por la via de un parasito que se
instala en un cierto huésped (pasando eventualmente por huéspedes interme-
diarios, como ocurre en la Hidatidosis, que en sus diversas etapas de evolucién
afecta a ovejas, perros y humanos). En una parasitosis, la tasa bésica re-
productiva, Ry, es, en términos informales e intuitivos el nimero promedio
de descendientes “exitosos ”(capaces de sobrevivir en su huésped y continuar
propagando la parasitosis) que el pardsito es intrinsecamente capaz de pro-
ducir. Claramente, para que la especie del pardsito no se extinga, debe ser
Ry > 1, de manera de ser capaz de establecerse él mismo y luego invadir, una

poblacién de huéspedes.

Mas precisamente, para un micropardsito, Ry se define como el nimero
promedio de infecciones secundarias que se producen cuando un individuo in-
fectado es introducido en una poblacién de huéspedes susceptibles. Cuando
un microparasito tal es introducido en una poblacién de susceptibles, la pro-
porcién de susceptibles en la poblacién decrece. Eventualmente se alcanza un
estado de equilibrio, en donde la tasa a la cual los susceptibles son infectados,

.
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resulta balanceada por la tasa a la cual aparecen nuevos susceptibles sanos
(usualmente por nacimientos, inmigracién o también, en algunos casos, por
pérdida de inmunidad). En dicho estado de equilibrio, cada infeccién, prome-
dialmente producird una sola infeccién secundaria. Esto es, en el estado de
equilibrio, la tasa reproductiva efectiva, R ( igual a la tasa basica, Ry, mul-
tiplicada por el factor z*, donde @* es la fraccién susceptible de la poblacién
total) debe ser igual a uno. Asf pues, (para microparasitos) la condicién de
equilibrio R = 1, vincula a Ry con z*, la fraccién de la poblacién total que es
susceptible en dicho estado de equilibrio por la expresién

Roph=1:

Esta ecuacién es muy importante por sus aplicaciones : Ry es una can-
tidad dificil de medir directamente, mientras que z* en cambio, puede me-
dirse experimentalmente a partir de datos provenientes de andlisis de sangre,
ete., permitiendo estimar pues Ry. Por desgracia, la ecuacién Rpz* = 1,
presupone la hipétesis llamada de mixing homogéneo débil, en la cual se
asume que la tasa a la cual aparecen nuevos casos, es directamente propor-
cional al nimero total de susceptibles en el instante ¢, o sea, proporcional a
Xiot(t) = f:" X(a,t)da . En contraste, la hipétesis de mixing homogéneo
fuerte, requiere que la tasa de infeccién dependa tanto del nimero total de
susceptibles, como del nimero total de infectados, esto es, proporcional a
BXiotYior, siendo Yy = fowY(a,t)da. Naturalmente, también son posibles
otras hipétesis mds complejas sobre cémo se produce el proceso de contacto
en la poblacién y por lo tanto, sobre qué tipo de expresién analitica relaciona
a la tasa de infeccién con las caracteristicas poblacionales basicas.

A los efectos de ejemplificar, asumamos aqui el marco de mixing homogéneo
débil y veamos qué tipo de estimaciones de Ry podemos obtener. Nuevamente,
consideraremos la situacién para un tiempo fijo ¢ y por lo tanto omitiremos el
argumento ¢ en todas las formulas siguientes.

Recordemos que z* = (%fﬂf) donde Ny = fum N(a)da.
ot ) eq

Es interesante deducir la relacién analitica entre Rq (que caracteriza a la
infeccién de un modo fundamental, pero que usualmente no puede ser medido
directamente), y A (que es una cantidad derivada, dependiente del niimero de
infectados, pero que puede medirse directamente), segiin sean las suposiciones
que hagamos sobre la tasa de mortalidad “natural *, u (a).

Para supervivencia de tipo I, como [(a) = exp(— f:p (s))ds, tenemos que

_ m—




—j

48 Gonzalo Perera, Juan Piccini

l(a) = 1sia < L,yl(a) =0sia> L entonces, de N(a) = N(0)I(a),
tenemos que N(a) = N(0) hasta a = L y N(a) = 0 de L en adelante, en-
tonces Nt = N(0).L. Sustxtuyendo X(a) = N(0)l(a)exp(—Aa) en Xy =
fo a)da, tendremos Xyop = L=exp(=AD , entonces, para supervivencia

del tlpo I
Niot AL

Xiot | 1= exp(=AD)’

Usualmente AL >> 1 (al menos en ausencia de inmunizacién), con lo cual

Ryi=

Ro = AL
es una buena aproximacién.
Para supervivencia del tipo II, l(a) = exp(— fo , con p constante,
W= L' queda [(a) = exp(—1), con 10 cual N(a) = 0) exp( #) ¥ entonces

Niot = [ N(0) exp(—2)da = —}‘—2, X (a) = N(0) exp(—£)exp(—Aa) y por lo

tanto Xy = [;° N(0) exp(—(X + p)a)da = %9} En este caso entonces,

m:(%) S A, (A IR
Xtot i W

Asi, la estimacién de Ry basada en la hipétesis de supervivencia de tipo II, es
tipicamente mayor en una unidad que la estimacién basada en la hipétesis de
supervivencia de tipo I.

3.2 Edad promedio al infectarse.

Supongamos que, mediante estudios sanguineos u otro tipo de estudios clinicos,
podemos estimar empiricamente el nimero de susceptibles de edad a, X(a).
De esos susceptibles, la cantidad que adquirira la infeccién entre la edad a y
a + da (esto es, “a la edad a ), es AX(a)da. La edad promedio a la cual se
adquiere la infeccién (o sea el promedio de la edad a la cual se pasa de la clase
X alaclase Y ), serd pues

e fow a/\X(a)da'
Jo° AX (a)da
Si asumimos la hipétesis de supervivencia de tipo I, tenemos

_ 1 (1= (1+AL)exp(=AL)
""( [=exp(=AL) )

. X



y si AL >> 1, podremos aproximar
1
A,
A
Si asumimos la hipétesis de supervivencia tipo I, se obtiene que
gl
Ap’

En la medida que g sea pequeno frente a A\, A = i sigue siendo una buena
aproximacion.

Ahora bien, muchas veces lo que la informacién disponible brinda, son las
proporciones de susceptibles para cada edad, z(a). Promediando la incidencia

de la infeccién sobre las fracci de ptibles para cada edad, podemos
definir Y
e foma,\z(a)da-
Iy Az(a)da

Para supervivencia tipo I, A y A coinciden, puesto que todos los individuos
sobreviven hasta la edad L. Para supervivencia del tipo II, como z(a) =

%}% = exp(—Aa), sustituyendo en la ecuacién A = %, tendremos
2 L.
Ve
A
(nétese que lo que se acaba de obtener es una igualdad y no una aproximacién)

y tendremos entonces que si 4 es pequeno frente a A aunque A y A no coincidan
exactamente, son valores muy préximos entre si.

Ahora bien, jqué sucede cuando A es en realidad A(a), depende de la
edad ? (lo cual es lo mds frecuente). Podemos seguir integrando la ecuacién
% = — (A + p(a)) X(a), con lo cual la ecuacién z(a) = ;\;—8 = exp(—Aa)

cambiara por z(a) = exp (- fO" A(s)ds). Si sustituimos esto en el numerador
i J= arz(a)da
de A= J’:m‘. quedard.
fn a\(a) exp (= [; A(s)ds) da
5" Ma)z(a)da 3

e integrando por partes el numerador (a = v, A(a)exp (- [j A(s)ds) = '),
éste queda igual a

—}_iy;;;ﬁm*'/owexp('/ou)‘(’)d’) =/nmexp(—/oaz\(a)ds)
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(que el limite que aqui interviene sea cero, puede justificarse intuitivamente
pensando que X crece con la edad, con lo cual la integral serd divergente, y el
denominador crecerd mas répido que el numerador.)

De lo anterior, tendremos

I Xa)z(a)da — (A)

donde ()) es el valor medio de A(a) , promediado en funcién de z(a).

e [5° =(a)da 1

3.3 Parametro de transmisién ().

Més formalmente, la fuerza de la infeccién, X , esté relacionada con el pardmetro
subyacente 3 , el cual “captura ”la etiologia o comportamiento del proceso de
infeccién. Dicha relacién viene dada, en el caso mds simple (esto es para el
caso en que se supone A linealmente proporcional al niimero total de indivi-
duos infectados), por la ecuacién X\ = ﬁfowY(a, t)da , la cual ( para t fijo,
nuevamente), queda

A=p /0  Wia) o ik

A partir de la expresién explicita para Y (a),
Y(a) = AN (0)l(a) (exp(—va) — exp(</\a))’
A—v
podremos calcular el nimero total de infectados, Yiot, una vez que se especi-
fique la funcién de supervivencia [(a).
Para supervivencia del tipo II, /(a) = exp(—pa), y la integracién de
Y(a) = M"—)kﬂpﬁ%’)ﬂ(_—hn sobre todas las edades, nos da
e #AN ot
N CEAN )
(hemos utilizado aqui la ecuacién Ny = lﬁ@, para sustituir N(0) por uNgot)-

Como A = 8Yi,: tendremos que

B-Niot
=pl——-1].
(v + ")
Si comparamos con la ecuacién Ry = 1+ I’—} (para supervivencia tipo II),
tendremos una relacién explicita entre Ho y f:
BNt

o= )
Y= w+w
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como de esto surge que A = p (Rg — 1), podemos concluir que como para que
la infeccién se mantenga presente en la poblacién debe ser A > 0, la condicién
para que la infeccién persista deberia ser

Ry > 1.

Para supervivencia del tipo I, la integracién de ¥'(a) nos da

Vit = (N.,.) [1_ V_M]

vl v—=A

Notemos que, si pensdramos en epidemias a escala humana (identificando, co-
mo una aproximacion muy grosera, L con la expectativa de vida al nacer),
mientras L es del orden de varias décadas, }, (duracién de la infeccién), usual-
mente esta en el orden de algunos dias, o semanas, por lo que el término
exp (—vL) es muy pequeno y puede despreciarse ( excepto para aquellas infec-
ciones de periodo muy largo). Como aproximacién adicional, podemos despre-
ciar A en comparacién con v (pues i es tipicamente de unos pocos anos, como
mucho). Si sustituimos la ecuacién A = BYj, en expresion recién obtenida
para Yy, podremos expresar A en términos de 3 , obteniendo:
AL BNeot

&

l—exp(=AL) v

Comparando con la ecuacién Ry = ﬁ:m = %’ﬁ para supervivencia del
tipo I, tendremos
S

Ro ™

4 Algunos modelos estocasticos mas recientes.

En esta seccién intentaremos introducir al lector muy brevemente en lo que es
el trabajo actual de investigacién del grupo del cual los autores forman parte,
trabajos condensados en la obra colectiva compilada por Perera (2001). Estos
modelos son modelos estocdsticos, es decir modelos en los que se introducen
técnicas probabilisticas y estadisticas. Una excelente, breve y clésica referen-
cia sobre tales tipos de modelos es el libro de Bartlett (1970) .

Veamos aqui muy sucintamente y de manera simplificada cémo son los
modelos que estudiamos.

Si A es una regién del espacio o regién geogrdfica £ donde transcurre la
epidemia, llamaremos y(A) a la incidencia de la epidemia en la regién A en
el instante ¢, esto es, la proporcién de habitantes de A que estén infectados
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en ese instante. Supondremos que p¢(A) es una variable aleatoria y modelare-
mos probabilisticamente su dindmica. Los modelos més clésicos de evolucién
espacio-temporal describen epidemias que avanzan gradualmente, suavemente,
al irse contagiando poco a poco los vecinos de los individuos infectados. Esta
no es en absoluto la situacién de algunas epidemias actuales como el SIDA, en
que un turista que se infecta durante sus vacaciones puede luego transmitir la
infeccién a su lugar de origen, por més lejano que éste sea. En los trabajos
de nuestro grupo consideramos modelos donde tales contagios remotos se pro-
ducen de manera aleatoria dando a lugar a modelos bastante complejos. La
ecuacion de base de nuestros modelos es

prea(4) = /D I0,(A; 2)e(da)

donde II; es un nicleo de transicién de probabilidades (aleatorio, a diferencia
de los modelos llamados markovianos) y cuya interpretacién es que IT(4; z)
representa la probabilidad de que un individuo infectado ubicado en el instan-
te ¢ en el punto z contagie la epidemia a algiin individuo de la regién A en el
instante ¢ + 1.

Los tecnicismos seguramente no serdn de interés del lector, por lo que nos
concentraremos en exponer algunos problemas que sabemos resolver en este
contexto actualmente, bajo distintas hipdtesis técnicas que el lector hallard
detalladas en el trabajo colectivo referido:

e Ajustar, a partir de informacién empirica, el nicleo IT que describe la
evolucién epidémica.

o Estimar el foco de la epidemia (donde se originé la misma)

o Determinar dreas de seguridad, es decir lugares donde es muy poco pro-
bable que la epidemia se presente en el futuro cercano.

Como siempre ocurre en la Ciencia, son muchisimos mas los problemas que
atn no sabemos resolver. Ojald este texto haya servido como invitacién para
compartir con el lector la aventura de descubrir su solucién.

.
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