Cubo Matemdtica Educacional
Vol. 4, N21, MAYO 2002

BIOECONOMIA MATEMATICA,
EXPLOTACION Y PRESERVACION

F. Cérdova
Depto. Matemdticas, Fac. de Cs. Naturales,
Matemdtica y Medio Ambient
Universidad Tecnoldgica, Santiago-Chile
M. Pinto
Depto. Matemdticas, Facultad de Ciencias,
Universidad de Chile, Santiago-Chile

Abstract

En este trabajo se presentan algunos modelos bésicos de dindmica de
poblaciones y otros de manejo de recursos renovables. Ademds del modelo
logistico con cosecha se expone un modelo de captura impulsivo,es decir, cap-
tura discreta y crecimiento poblacional continuo. Para este modelo se optimiza
la captura estable por unidad de tiempo.

1 Introduccién

El uso de los conceptos y relaciones mateméticas para por medio de la deduccién
légica describir, comprender y predecir algtn fenémeno de la realidad, es lo que
se conoce por modelacién matemética. Un proceso que a partir del mundo real y
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mediante la abstraccién toma algunas de las variables involucradas que se sospechan
més determinantes, construye un modelo teérico que las relaciona (por ejemplo,
via ecuaciones diferenciales que regulan la evolucién de las variables) y por medio
de la argumentacién légica (como, explicitar soluciones de la ecuacién o estudiar
sus propiedades) obtiene propiedades que se interpretan como conclusiones de la
realidad.

El objetivo de este trabajo es introducir conceptos del drea de la Bioeconomia
Matematica y exponer con detalle algunos resultados. Secundariamente se persigue
dar cuenta del potencial modelador de algunos tipos de ecuaciones diferenciales
en un campo novedoso. ;Qué es la Bioeconomia Matematica ?, digamos que es la
ciencia que estudia la economia del uso de los recursos renovables usando modelacién
matemdtica y simulacién de sus procesos. Destacados autores han dado cuerpo a
esta drea, como Clark, Goh, Conrad, Hannesson y Walters, entre otros. Ver (2,3,4
y 7).

Un recurso autoregenerativo se entenderd como una poblacién de animales o plan-
tas con capacidad de reproducirse'y desarrollarse. Biolégicamente interesa conocer
los elementos y dindmica que caracterizan el ciclo de vida del recurso en estudio.
Las secciones dos y tres exponen un par de modelos cldsicos de crecimiento pobla-
cional. El problema econémico radica en optimizar los ingresos de las empresas que
explotan el recurso sin descuidar la preservacién del mismo, es decir, asegurar la
sustentabilidad del negocio. En la cuarta y ultima seccién se estudia este prob-
lema para ciertos casos de interés. Las matemdticas aparecen como herramienta de
especificacién y andlisis de las relaciones existentes entre las variables involucradas.

2 Modelo de Malthus

Malthus, uno de los destacados economistas de principio del siglo XIX, dijo: “Cuando
la poblacién crece libremente en razén geométrica. La subsistencia crece solo en una
razén aritmética. Un ligero tratamiento numérico mostrara la inmensidad del primer
poder en comparacién con el segundo”. Esta afirmacién un tanto apocaliptica se
basa en el supuesto que la humanidad presenta una razén de crecimiento constante
mayor que uno. Hagamos algunos célculos, sea z(t) la funcién que dice el tamainio
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de una poblacién a partir de un tiempo ¢y. Nos podemos preguntar por cémo estd
determinada la variacién de esta poblacién en el tiempo. Pardmetros importantes
son: N y M, los nimeros de nacimientos y muertes per cdpita por unidad de tiempo
respectivamente. Notemos que N se llaman la tasa de natalidad y M la de mor-
talidad y son tal que N > 0y 1 > M > 0. Veamos cémo varia la poblacién en
un periodo de tiempo [t,t + At], tenemos que el incremento de poblacién en tal
intervalo, z(t + At) — z(t), es igual al niimero de nacimientos menos las muertes
ocurridas en dicho tiempo mds el balance migratorio. Suponiendo una poblacién
cerrada, es decir, migracién igual cero, y observando que Nz(t)At y Mz(t)At son
los nacimientos y muertes en el periodo, obtenemos la ecuacién

Bt + At) — z(t) = (N — M)z(t)At

0 equivalentemente
z(t + At) — z(2)

= (= M)a(),
que al hacer At — 0, se expresa por
&(t) = (N ~ M)a(t), 21)

es decir, la velocidad de cambio en la biomasa es proporcional a la poblacién presente.

Solucién de esta ecuacién es
a(t) = o{to) exp (N — M)(t — to).

La ecuaci6n (2.1) se conoce como Modelo de Malthus de crecimiento poblacional, la
razén geométrica por unidad de tiempo a la que él se refiere es ¥ =M. La diferencia
N — M se llama tasa de crecimiento de la poblacién. Cuando hacemos tender el
tiempo a infinito, si N > M, entonces z(t) > coysi N < M, z(t) - 0. SiN =M,
z(t) = z(to), para todo t > to.
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3 Modelo Logistico

El modelo anterior considera que la tasa de crecimiento, R = N — M, de una
poblacién cerrada es constante, es decir, no se considera que en general las pobla-
ciones alteran sus hébitos reproductivos en presencia de sobrepoblacién. Verhults,
1834, propone una tasa R que varia linealmente con el tamano de la poblacién, esto
es, R(z) = Ry(1—z/K). Ry se llama tasa de crecimiento intrinseca y K la capacidad
de sustentacién del ambiente. En este caso R(z) decrece proporcional al incremento
de z y si z > K esta tasa es negativa. Recordemos que & = R(z)z, por lo tanto,

#(t) = Ro (1 - I-I({‘—)) (t). (3.1)

Esta ecuacién de variables separadas, unida a la condicién inicial z(ty) = z, tiene
por solucién a
) 2o :
(K = o) exp(=Ro(t — to)) + 2o
Un gréfico de la solucién para distintos valores de z, es el de la figura 1. Notemos
que z(t) tiende a la solucién constante K cuando ¢t — oo para todo zp > 0.

Figura 1

Recordemos algunas definiciones. Para una ecuacién auténoma, ' = f(z), un
punto Z tal que f(Z) = 0 se llama un punto de equilibrio (soluciones constantes). En
el Modelo de Malthus, si N # M, el tnico punto de equilibrio es Z = 0, si N = M,
todos los puntos son de equilibrio. Para el de Verhults, (3.1), se obtienen los puntos
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Z; = 0y &, = K. Las soluciones no constantes se “alejan” de Z; y se “aproximan” a
Z,. Formalicemos estas apreciaciones. Un punto de equilibrio Z es: Estable, si dada
una distancia € entorno a , existe una distancia d y tiempo ¢ > to, tal que si 7o estd
a menos de § de Z, entonces la solucién z(t), inicialmente en z,, permanece a una
distancia menor que ¢ de # para todos los tiempos mayores a f. Asintéticamente!
estable, si es estable y para cada z(t) como el anterior, se tiene z(t) — & cuando
t — oo. Inestable, si no es estable.

Existe un modo cémodo de reconocer si un punto de equilibrio es estable o no,
suponiendo f derivable con derivada continua, entonces  es asintGticamente estable
si f/(Z) < 0 e inestable si f'(Z) > 0, en caso de derivada nula en Z el criterio no
otorga informacién. Observemos que es un ejercicio ficil demostrar que ; = 0 y

I, = K son inestable y asintGticamente estable respectivamente.

4 Modelo Logistico con Cosecha

Al suponer que una poblacién re;')resenta un recurso natural el cual varia su tamano
segiin el modelo anterior, pero que estd sometida a una extraccién de una cantidad
h por unidad de tiempo, entonces en lugar de (3.1) se obtiene la ley diferencial de

crecimiento
5 z(t
3(t) = Ro(1 — %)z(t) —h. (4.1)
Si f(z) es el lado derecho de (4.1), entonces los puntos de equilibrio son los Z tal
que

~%iz+}?oi—h=0.
Este polinomio cuadrético en 7, tiene discriminante, A = Ro(Ro—32), de cuyo signo

dependen sus raices.
Si A > 0, es decir, h < RyK /4, existen dos puntos de equilibrio que denotamos

i RN K KVA
R o LS TSR
SISO PRSSOT

notemos que z, < z*.
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Estudiemos la derivada de f en z, y z*. Tenemos que f'(z) = Ry(1 — 2z/K),
asf f'(z*) = —V/A < 0, por lo tanto, z* es asintGticamente estable. Similarmente
se tiene f/(z.) = VA > 0, de donde, z, es un punto de equilibrio inestable. Ver

diagrama de soluciones en la figura 2.

Fig. 2

Si A < 0, o equivalentemente, h, la captura por unidad de tiempo es mayor que
RK /4, no existen puntos de equilibrio y como ' = f(z) < 0, para todo z > 0,
es decir, z(t) decreciente, se concluye que z(¢) tiende a cero cuando ¢ va a infinito,
desde cualquier condicién inicial. B

Deducimos que una cosecha h > RK/4 lleva a la extincién del recurso y para

sostener un A < RK/4 en el tiempo debemos tener una poblacién inicial como

minimo igual a z,.

5 Modelo Impulsivo de Extracciéon

El desarrollo tecnolégico como también las fuertes demandas, que se traducen en
buenos precios, estimulan a la industria obtener en términos relativos, grandes can-
tidades de recurso en breves espacios de tiempo. Extracciones prolongadas en estas
condiciones pueden llevar al tamano del recurso a niveles criticos de dificil recu-
peraci6n, poniendo en peligro la continuidad de la poblacién biolégica y la actividad
econémica misma. Frente a estas situaciones los gobiernos intentan ejercer control,

T
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por ejemplo, mediante la imposicién de cuotas méximas de captura y perfodos de
veda.

En esta iltima parte estudiamos el efecto sobre el tamano de la poblacién
(bfomasa), de regulaciones extractivas basadas en el racionamiento y la prohibicién
de cosecha cuasipermanente. Nos concentramos en sistemas en que la cantidad del
recurso disponible varia continuamente, segiin su biologia y su medio, mientras no
exista autorizacién de captura en cuyo caso los montos permitidos son rdpidamente
logrables y constituyen un verdadero salto en la continuidad del crecimiento.

Los procedimientos matemdaticos més usados para establecer leyes de evolucién
de poblaciones han sido las Ecuaciones en Diferencias y las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (E.D.O.) como ya hemos ejemplificado en las secciones anteriores. Las
primeras determinan a causa de la discretizacién del tiempo funciones de biomasa
tipo escalera, en contraste con las trayectorias continuas surgidas de una E.D.O.
Los procesos de crecimiento de los recursos que estudiamos presentan evoluciones
paulatinas y continuas, pero abruptamente en ciertos instantes de tiempo tienen
drésticos cambios de estado, es decir, son funciones continuas por pedazos. Son
asf soluciones de Ecuaciones Diferenciales Impulsivas(E.D.I.), ver (1). Intentamos
mostrar que las E.D.I. tienen gran potencial como herramienta modeladora de re-
cursos renovables afectos a tiempos puntuales de extracién. -

Si consideramos por (2 el conjunto de tamaiios posibles de un recurso y por z(t) la
funcién que nos dice tal cantidad en un tiempo ¢, entonces {z(t) € Q : t > to, z(to) =
Zp} representard una trayectoria de crecimiento posible a partir de un tiempo inicial
tp y una biomasa inicial zo . Esta trayectoria evolutiva estd gobernada por una ley

de crecimiento propia a la naturaleza del recurso, de la forma
3(t) = f(t,2), (to) = 20, (5.1)

mientras no alcance alguno de los sucesivos tiempos de extraccién tx,k = 1,2, ... en
los que por efecto de una funcién de captura Ij esta se reduce instantdneamente al

valor
o) = Ix(z(te)), (5.2)

para seguir evolucionando segtin (5.1) hasta un nuevo tiempo de cosecha tj.,.
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Es decir, la biomasa del recurso estd determinada por la E.D.I.
(t)
z(tt)

Los tiempos de captura {t }x>1 estar predeterminados o depender de la biomasa
existente, es decir, se cosecha si y sélo si t = tx(z(t)), k = 1,2, .... En cualquiera de
los casos la sucesién {(tx, Ix)}k>1 representa una politica reguladora de la captura

Il

ta(0), t#4 53)
I(z(t), t=t.

en el tiempo.

Conocido es que la mayoria de las especies, no sometidas a extraccién, presentan
tasas de crecimiento que hacen tender los tamanos de las poblaciones a valores con-
stantes (recuerde el modelo logistico), definidas por la literatura como, capacidades
de sustentacién del ambiente. Cuando una poblacién es un recurso econémico la
cosecha evidentemente afecta la tasa de mortalidad, sabido es que varios modelos
predicen que si esta no es excesiva, entonces el tamano se ajusta a un nuevo estado
de equilibrio. En caso de cosecha moderada en tiempos puntuales cada ciertos in-
tervalos, es de esperar mas bien equilibrio en el sentido de la existencia de ciclos
a los que los biomasa de la poblacién converge. En esta seccién establecemos y
estudiamos un modelo de crecimiento del tipo logistico con cosecha proporcional al

recurso presente en tiempos predefinidos y periédicos.

Supongamos tiempos de extraccién tx = ks, k = 1,2,..., i.e., cada intervalo de
veda de longitud s > 0. Si z(t) representa la bfomasa en el instante ¢ € [0,00),

entonces mientras no hay cosecha asumiremos la ley de evolucién
. T
z:R(l—E)z,t;ﬁtk,k=1,2,m (5.4)

En (5.4), R es una constante positiva llamada tasa de crecimiento percépita lineal
y K > 0 es la ya mencionada capacidad de sustentacién del ambiente. Si ¢ = #,

algin k = 1,2, ..., entonces

z(t) = 3(t") = Qu(t), 0 Q< 1, (5.5)

(T
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es decir, la proporcién de cosecha respecto a la poblacién presente es (). Estamos
frente al problema de valor inicial

& = R(l-2)z, t#t
z(tt) = (1-Q)z, t=t (5.6)
z(0+) = 0.

La primera cuestién a resolver es cudl es la solucién a este problema y cémo
es el comportamiento de ella en el tiempo. Si no hay remosién del recurso, i.e.,
@ = 0, (5.6) se reduce a (3.1), luego cada solucién se aproxima a K, cuando ¢ tiende
a infinito, con independencia del tamano inicial z, de este. Notemos que cuando
7 es pequeno las soluciones presentan un crecimiento exponencial dominado por
@ = Rz por un cierto perfodo de tiempo, hasta que el factor 1 — £ comienza a
afectar determinando un comportamiento sigmoideo a las trayectorias, ver figura 1.
Si @ = 1 se cosecha toda la poblacién en ¢, y obviamente z(t) = 0 para todo t > t;.
En lo que sigue 0 < Q <1y x> 0.

Lema 1 La solucidn z(t) a (5.6) es

K:EoMken(t_t")
K + zo(e® — 1)(M* — 1) /(M — 1) + 5o M* (eRC—t0) — 1)

sity <t < tksr para algink =0,1,2,...(tr=0), yM =e®(1-Q) #1. SiM =1,
entonces en la solucidn (M* —1)/(M — 1) se asume igual a k, k =0,1,....

Demostracién: Supongamos M # 1, si t € [0,00) es tal que t # ¢, para todo
k=1,2,... entonces existe j > 0 con t; < t < t;,, luego &(t) es igual a

ReR(t=%) A(B + o M7 (eRt-4) — 1)) — eR(t-4) ARz, MIeRt-t)
(B + 5o M3 (eFt-5) — 1))

en que A = KgoM? y B = K + (e —1)(M? — 1) /(M —1). Factorizando tenemos

it = RAeR(t-t) x B — ggM?
" B+ ooMi(eRt-t) —1) © B+ goMi(eRE) — 1)’

_
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en esta expresion el primer factor es Rz(t) y el otro es 1 — %
Ahora si t = t; para algin k = 1,2, ..., entonces
KxoM*F
=uli =
=) = g 70 = Freem —DOr =D/ = 1)

que es igual a (1 — @)z (¢). En efecto,

b Me= K gy MF-1els
(1-Qlalt) = Me™™alte) = pro e m Ty DM =) ¥ 2ol TEB )

i KxoMF
~ K +zo(ef — 1)[(MF-1 = 1)/(M — 1) + M¥-1]°
como (M*=! —1)/(M — 1) + M*! = (M* — 1)/(M — 1) se consigue la igualdad.

La demostracién para M = 1 es totalmente similar.

Destaquemos que la solucién z(t) del lema tiene dominio (0,00) y es de valores
positivos. Ademds M = e®(1 - @) > 0, si M < 1, tenemos M* — 0 cuando
k — oo, luego z(t) — 0 si t = oo. Esto ocurre si al fijar en M dos pardmetros de
tres, la tasa R o el tiempo entre cosechas s se achican o la extraccién por unidad @
se agranda. Si M = 1, entonces la solucién z(t), tx < ¢ < #g41, algin k = 0,1, ...,

esta mayorada por
Kzge®

K + zo(e®s — 1)k
cota convergente a cero cuando ¢t — 0o, pues k — 00.
Si M > 1, tenemos el siguiente resultado

Lema 2 Sea M > 1, si en el Lema 1, Ty = Ke—;;,— ( un valor positivo ), entonces
z(t), ¢t € (0,00), es una funcidn periddica de periodo s.

Demostracién: Si ¢t € (0,00), entonces existe k = 0,1,... tal que #x < t < tg41.

Notemos que z(t) es igual a

Kz( )Mk R(t—tx)
K + K(2E5) (e — 1)(MF — 1)/(M — 1) + K (2=5) M (eRe-0) — 1)

4
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Al simplificar por K y amplificar por e — 1 se logra

K(M — 1) MFeRt-—t)
(R — 1) + (M — 1)(eF* — 1)(M* — 1)/(M — 1) + (M — 1) M*(eRe-t) — 1)

expresién fécilmente reducible a

K(M — 1)eRt-ts)
™ = 1)+ (M - DEF - 1)

KeR(t-tg)
y finalmente a KJzo+ (=1

(t+8) —trpr =1t —t

5 desde donde es muy claro que z(t + s) = z(t), pues

Designamos por z,(t), t > 0, a la solucién periédica dada por el lema 2, es decir,

K
) = (Rfzg = Demem 1" o)
sity <t <tgy, k=0,1,..., donde
¥ 1-Q)eP -1
o) = K%. (5.8)

Teorema 1 Sea M > 1, siz(t) es la solucidn de (5.6) para algin o > 0 cualquiera,
entonces |z(t) — z,(t)| = 0 cuando t — oo.

Demostracién: Notemos que la expresién que llamamos B en la demostracién del
Lema 1 se puede expresar por K +zo(K/z3)(M* —1), luego para ty < t < tyi1, k=
0,1, ..., [z(t) — zp(t)| es igual a

zoM* 1

KeR(t-tx) =
B + zoMFk(eRt-t) — 1)  K/z§ + (eRt-t) —1)|’

que es menor que

Ke
B(K/zj)

|zo M* (K /2§ + (e"=t) —1)) — K — 20 (K /z5) (M* — 1) —mo M¥ (eRt-8) _1)|.
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La expresién en valor absoluto se reduce a (K/zj)|zo — z§|, y entonces
e™|zy — zj|
z(t) — 2, ()| € ——
1o0) = 390 < ol
que tiende a cero cuando ¢ — oo, pues M* — co.

Veamos un diagrama que muestra la convergencia de las soluciones a la solucién

periddica, figura 3.

Figura 3

6 Analisis Econémico

J.M. Conrad, ver (3), dice “Una funcién de produccién define el méximo nivel de
salidas (outputs) obtenibles desde un lote de entradas (inputs). Esta es la manera
economicista de caracterizar la tecnologia por la cual inputs producen outputs”.
En la cosecha de un recurso en especifico se puede considerar que los outputs son
medibles como el volumen de captura o cosecha, y(t). Los inputs que el hombre
utiliza en el proceso de cosecha lo asumiremos posibles de cuantificar en una nica
variable llamada “esfuerzo” y que denotamos E(t). Si la captura por unidad de

esfuerzo es proporcional al tamafio del recurso en dicho instante, entonces

% = qz(t), (6.1)

¢ se llama, coeficiente de capturabilidad.
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Para una trayectoria cualquiera z(t) de la biomasa, es decir, z dada por el Lema
1, la k-ésima captura y(tx), k = 1,2, ... est4 dada por

Y(te) = o(te) — z(t}) = Qu(ty)-

Bajo el supuesto (6.1), esto es @ = gE(t), vemos que nuestro modelo considera
un esfuerzo constante E(t) = E. Del Teorema 1 se concluye que y(t;) tiende a
estabilizarse en el valor Q,(tx) igual a

gEK
(K/z§—1)e R +1°

Este cuociente se puede modificar para tener

qE
1—qFE

yi=yt) = x5, para todo, k=1,2,....

Destaquemos que zj = z3(E, s), pues ¢, R y K son constantes endégenas al
sistema, en cambio E y s es factible considerarlas como pardmetros de control que
determinan un régimen de captura.

Supongamos, sin pérdida de generalidad para nuestros fines, ¢ = 1. Tenemos que
en un intervalo de longitud s de tiempo la captura estable es y, el problema que nos
planteamos ahora es hallar la combinacién de esfuerzo ( E unidades ) y frecuencia
de cosecha ( cada s unidades de tiempo ) que maximiza una captura estable por
unidad de tiempo, esto es optimizar la funcién

H(E,s) = y(i’s), (6.2)

en la regién, s > 0,0< E <1y M =ef*(1 - E) > 1, ver figura 4.

Notemos que
EK By < ]
S (1‘ ﬁﬁ)

para (s, E) en la regién indicada.
Fijemos s > 0, ;cuél es el esfuerzo que maximiza H para esta frecuencia s > 0 ?
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La derivada parcial de H con respecto a E,
o _K(,  _(2-5)8
Gl G (1-E2(EP-1))’

se anula cuando (2 — E)E = (1 — E)?(e®™ — 1), lo que nos lleva a la ecuacién
cuadrdtica
B2eR — E(2¢™) + (e — 1) =0,

que se soluciona en el intervalo (0,1 — e~®*) para
E=1-¢™2 (6.3)
Al variar s en (0,00), en la regién indicada se genera una curva que para cada

s > 0 indica el esfuerzo necesario para lograr una captura por unidad de tiempo

estable éptima. Ver figura 4.

Figura 4

Enefect.o,dados>0,si0<E<E‘,entonces%>0;siE<E<l~e‘”’,

entonces 2L < 0. Bn otras palabras H tiene un méximo en £. El valor de dicho
6ptimo es
-~ KRle* -1
HIEG =0 o

con z = —
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Nos preguntamos por la existencia global de un éptimo, para ello estudiamos la
derivada de H(E) como funcién de s > 0. Tenemos que

. KR1+2ze* —e* | R
H(z) = sy Hs)=~3-

El signo de H(s) = H(z)3(s) para s > 0, depende del signo de p(z) = 1+ 2ze* — e
cuando z < 0. Notemos que p(z) = 2e*q(z) con g(z) = (1 + 2) — €*, pero e* > 1+ z
para z < 0 con igualdad si z = 0, por lo tanto, ¢(z) < 0 para z < 0, as{ p es
estrictamente decreciente en (—o0, 0), como p(0) = 0, se tiene p(z) > 0 en (—o0,0).
Concluimos que H(s) es estrictamente decreciente en (0, 0c).

Rendimientos estables por unidad de tiempo mas éptimos se logran aumentando
la frecuencia 1/s de las capturas, pero ajustando (disminuyendo) el esfuerzo al valor
B =1—e /2 en cada una de ellas.
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