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Resumen

Se considera un algoritmo usado por los Babilonios para resolver un prob-
lema geométrico con la ayuda de la teoria de sistemas dindmicos discretos.
El problema consiste en encontrar un cuadrado con érea igual al drea de un
rectdngulo dado. Se brindan algunas ideas bésicas de la teoria de sistemas
dindmicos discretos y con su ayuda se generalizan tanto el algoritmo como el

problema geométrico.

1 Introduccién

Los Babilonios vivieron en Mesopotamia hacia finales del siglo IV A.C. Desarrollaron
una forma abstracta de escritura basada en simbolos cuneiformes, los cuales fueron
escritos en tablas de arcilla mojadas cocidas al sol. Aproximadamente unas trescien-
tas tablas se relacionan con la matemadtica y unas doscientas de estas representan
tablas de multiplicar, de reciprocos, de cuadrados, cubos, raices cuadradas, raices
clibicas, etc. Muchas de sus tablas matemaéticas son resultado de combinaciones de
pesos y medidas, las cuales eran necesarias para su vida diaria. Los Babilonios fueron
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pioneros en el sistema de medici6én del tiempo; introdujeron el sistema sexagesimal,
el cual sigue vigente en la actualidad. El sistema de numeracién babilénico tuvo
una gran desventaja debido a la carencia del niimero cero. Los Babilonios usaban
la formula ab = M para multiplicar. La divisién fue un arduo proceso para
ellos pues no tenfan un algoritmo completo, en su lugar se basaron en el hecho de
que % = ab~!, por lo que les fue necesario tener una tabla de reciprocos y dado que
su notacién numérica es en base 60, la tabla consta de los reciprocos del 2 hasta

el 58. Esta tabla tiene algunos espacios vacios, por ejemplo no hay reciproco de 7,
1
7
se obtiene la sucesion 8,34,17,8,34,17,... Es decir es una repeticién infinita de

11, 13, 14, 17, etc. La razén es que si se quiere calcular z en la base sexagesimal
tres niimeros, la cual origina lo que se llama una érbita periédica de periodo tres
de cierto sistema dindmico. A continuacién se plantea un problema que de manera
natural permite introducir conceptos bésicos de la teoria de sistemas dindmicos.

2 Problema

Los Babilonios usaban un método interesante de extraccién de raices cuadradas. Su
método lo podemos estudiar geométricamente al analizar el problema de encontrar
un cuadrado con drea igual al 4rea de un rectdngulo dado. Este problema puede
ser resuelto mediante un proceso que contiene una sucesién de rectdngulos con drea
igual al 4rea del rectangulo inicial. El proceso consiste en:

A partir del rectdngulo inicial se construye un nuevo rectangulo con las siguientes
caracteristicas

1) La longitud de su base es el promedio de las longitudes del rectdngulo inicial.
2) Su altura es el cociente del drea del rectdngulo inicial y la longitud de la base.

Si este rectangulo no es un cuadrado, se procede a construir otro rectangulo siguiendo
los pasos 1 y 2 tomando como rectdngulo inicial, el previamente obtenido.

El proceso anterior da origen a las siguientes preguntas:

a) ;Las sucesion de rectdngulos convergerd a un cuadrado?

b) En caso de convergencia, ;la longitud del cuadrado serd igual a la raiz cuadrada

. oW

del drea del rectdngulo inicial?
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¢) ;Para que rectédngulos es cierto esto?

El proceso anteriormente descrito, puede ser puesto en términos matemdticos
como sigue:

Sean z, y Y, las dimensiones del rectdngulo inicial y sea A = .y, su 4rea. En
cada paso, €l rectdngulo obtenido tiene como dimensiones:

Tn + Yn

i, = "Ty (2.1)
A
Ynt1 = 2:2
it Tnt1 ( )
Sustituyendo la ecuacién (2.2) en (2.1) se obtiene que

1 A

Tngl = =Tp + (2.3)

P e,
lo cual genera un sistema dindmico discreto. La teoria de sistemas dindmicos es
muy extensa, a continuacién se brinda una breve introduccién de esta teoria que
facilita la solucién del problema asi como la respuesta a las preguntas de interés
mencionadas anteriormente.

3 Sistemas Dinamicos Discretos

La evolucién temporal de un sistema estd descrita por las iteraciones de una sola
funcién f, donde f: X — X definida en cierto conjunto X que recibe €l nombre de
espacio fase. Un sistema dindmico discreto es definido por el par (X, f).

Si el sistema se encuentra en estado inicial z,, su evolucién temporal corresponde
a la sucesién {z,,z1,%y, ...} también llamada érbita de z, la cual se obtiene recur-
sivamente:

i =@ R =012,

es decir 1 = f(x,), 2 = f(z1) = f(f(z0)), ete.

Para un sistema dindmico dado por zx41 = f(zx) con f: X — X se dice que
1 € X es un punto fijo del sistema si f(1)) = ¥. Por lo que la orbita de 1 esta dada
por la sucesién constante {¥}2,.
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Los puntos fijos se clasifican de acuerdo al comportamiento de las érbitas de
puntos iniciales cercanos a ellos, por ejemplo si % es un punto fijo de zx11 = f(zx),
se dice que 9 es un punto fijo atractor si |f'(1)] < 1.

Si 9 es un punto fijo atractor entonces existe una vecindad abierta (un intervalo
abierto) de este punto con la propiedad de que las érbitas de sus elementos convergen

a .

Sea 1 un punto fijo de f y consideremos el conjunto de puntos
cw) = {se x| Jim f*@) = v}
k—oo

donde f*(z) representa f(f*=!(x)). Al intervalo abierto que contenga a C denotado
por C(3)° se le llama la cuenca de atraccién de 1 (en términos més estrictos se
define a la cuenca de atraccién usando conjuntos abiertos pero para nuestros fines
esto no es necesario). La cuenca de atraccién de 1 es el conjunto de condiciones
(estados) iniciales que convergen al punto fijo 1.

Sea 1 un punto fijo de zn+1 = f(2y), con f una funcién cuya derivada es continua
y tal que [f'(¥)| < K < 1. Usando el teorema del valor medio, regla de la cadena y
el hecho de que la derivada de f es continua se obtiene que:

Si e > 0 es suficientemente pequefio y si o estd suficientemente cerca de % (es

decir [z — 9| < d(€)) entonces

|z —B|(K — )" < [f™(z) — | < (K +€)"|z — ¢ (3.4)

4 Resultados

El tdnico punto fijo del sistema
1 A
Tnyl = f(In) = Ezn ar EI—"
con f : (0,00) — (0,00) es z = v/X. Como |f'(v/A)| = 0 entonces dicho punto fijo
es atractor. Por lo que en una vecindad de z = /X se tiene que la sucesién {z,}
converge a v/A. De este hecho se puede concluir que para rectingulos con longitudes
de bases cercanas al punto fijo siempre se obtiene un cuadrado con longitud igual a

la raiz cuadrada del drea del rectdngulo inicial.
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El punto fijo = v/X ademds de ser atractor satisface que |f'(v/X)| = 0. A este
tipo de puntos fijos se les conoce como superatractores, lo cual significa que las
érbitas convergen de manera exponencial, ver (3.4). Si se considera una condicién
inicial cercana (menor que un € > 0 dado) al punto fijo la aproximacién cumple que

(@) = /NI < €z = VA (4.5)

lo cual da una buena cota para el nimero de iteraciones.

Afortunadamente la cuenca de atraccién del sistema dindmico consiste del inter-
valo (0,00) por lo cual no es necesario escoger longitudes de base cercanas al punto
fijo. De hecho cualquier longitud inicial convergerd al cuadrado requerido.

Dado que el proceso de cuadrar un rectangulo requiere relativamente de pocos
pasos, dicho proceso es muy rdpido cuando se requiera una precisién determinada.
Por ejemplo, si se tiene un rectdngulo de dimensiones dos y umo, y se requiere
una precisién en milésimas, en teoria solo se necesitan pocas iteracciones. En la
Figura 1 se muestra el mimero exacto de iteracciones necesarias en la prictica para
condiciones iniciales en el intervalo (0,400) con una precisién de 10~*. Nétese que
este niimero exacto es la cota ideal que difiere de la cota dada por (4.5).

12 4
# do toraciones e ———

10 ———— 4

———————
8 mm— 4
—

6 o am 4
o=

4w J
»

2 4

Condiciones Inlclalos

0 L L L i sy o) L

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 1. Niimero de iteraciones para cuadrar rectingulos
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4.1 Generalizacién

El problema de cuadrar un recténgulo puede ser generalizado si se observa que
el sistema dindmico obtenido surge de aplicar el método de Newton a la funcién
f(z) = 2% — X. Es decir se buscan los ceros de la ecuacién z2 — A = 0. El método de
Newton aplicado a la funcién f(z) es un sistema dindmico dado por

f(zn)

Sod s momEn)

El problema de cuadratura se puede generalizar considerando ahora la funcién
fn(z) = 2V — X de la cual obtenemos el sistema dindmico:

Il A
(] = (1 - N) Tl 1’\‘]

El proceso anterior puede ser descrito geométricamente al querer obtener un
cuadrado de longitud igual a la raiz N-esima de cierto nimero, digamos A. Se toma
un recténgulo inicial de altura arbitraria, z,, entonces la base estard dada por Az ~!.
A partir de este rectdngulo inicial se construye una sucesién de rectdngulos con
la propiedad de que la altura de cada rectdngulo sea el promedio % veces la
suma de la base y altura del rectangulo anterior y la base esta dada por el cociente
de Ay N — 1 veces el volumen del N-lcubo de longitud la altura del rectdngulo
anterior (es decir W_) Este sistema dindmico general conserva las mismas
propiedades que el particular; se tiene un solo punto fijo superatractor cuya cuenca
de atraccién cosiste de todas las posibles condiciones iniciales. Es decir el cuadrado

requerido siempre se puede obtener con un nimero pequeinio de iteracciones.

5 Conclusiones

Los Babilonios tenian procesos précticos involucrando sistemas dindmicos para re-
solver problemas concretos. Se ha mostrado que su proceso de cuadrar un rectdngulo
tiene la propiedad de tener un atractor global, lo que muestra que el proceso siempre
converge. También se ha puesto de manifiesto que al aplicar el método de Newton
se obtuvo una generalizacién del problema planteado. De hecho, el método de New-
ton da origen a numerosos sistemas dindmicos con orden de complejidad bastante

(T
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elevado. Se invita al lector a aplicar este método a funciones reales sin raices y a
observar el comportamiento de sus érbitas.
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