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RESUM E N. El objetivo q ue perseguimos con la segunda parte de este 
trabajo es el de investigar el proceso df' enseña nza - a prend izaje de algu­
nos conceptos "elementales" del Amí.liRis Matemático. En el desarrollo 
drl mismo, hacernos uso dC'I sistema de programación Malple V para 
profundizar en aspectos formales y visuales .. 

Pret.endemos con ello, hacer énfasis en aquellas ideas, conceptos y 
métodos mat.ermí.ticos , donde la visualización j uega un papel fundamen­
tal y cuya ut ilización resulta proví'chosa a la hora de asimilarlos y ma­

nejarlos por parte de los a lumnos. 

ABSTRACT. T hc objcct ive of t hí' sccond part of t.his work is to in­
vestigate on of t.eachiug - lcarning process of elementary conccp ts in 
Mathcmatical Analysis. We will makc use of thc software Maple V for 
analyzing sorne aspects co11ccrni11g visual disp lay and mathcmatical fun­
clations. 

Wc t ry to pu t cmphasis 0 11 t hosc ideas, concepts a nd mathematical 
mcthods whcre thc visnalization is important., a nd their nt il ization is 
advantagcous for our st udcnt.s. 
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INTRODUCCIÓN. 

En la primera partes de este trabajo, comenzamos introduciendo un esquema 
conceptual que se apoya en cuatro puntos de referencia básicos, y el cual 1 pensa­
mos que sería conveniente seguir a la hora de nuestra práctica en el aula, con el 
propósito de ayudar a los alumnos a consolidar y a estructurar las ideas y con­
ceptos de la matemática. Estos cuatro puntos constituyen las distintas fases de 
un proceso que pretendemos llevar a cabo con el desarrollo de un tema concreto 
como es el de 11Sucesiones". 

Además hemos intentado analizar y exponer las ventajas que ofrece un pa­
quete informático de las características de MAPLE, en un ambiente de educación 
matemática. Presentamos a continuación una muestra de desarrollo de algunos 
de los aspectos más interesantes de este tema, uti lizando, en las fases 3ª y 4ª 
de nuestro esquema , esta herramienta informática. Profundizaremos en los con­
ceptos de convergencia y divergencia de sucesiones, y haremos alusión a los de 
sucesión monótona y acotada . 

La utilización de MAPLE por parte de los a lumnos requiere cierto conocimien­
to del mismo por lo que el profesor tendrá que dedicar con antelación, alguna clase 
para ello. 

IV. USO DE UN SOFTWARE EDUCATIVO , ASPECTOS V ISUA­
LES Y DINÁMICOS DE LAS SUCESIONES. 

Concepto d e sucesión . 

La primer a fase o etapa es la de la " palabra": 

En los Inst it utos de Bachillerato , cuando comenzamos a explicar a nuestros 
alumnos el concepto de sucesión, lo solemos hacer de una forma natural diciendo, 
con nues tras palabras, que se trata de asignar o adjudicar a cada número natural 
elementos de un cierto conj unto; este conj unto no necesariamente tiene que ser 
un conjunto numérico (N, Z., Q, IR - Q, IR. , C, ... ), puede ser cualquier conjunto de 
objetos de origen matemático o no {figuras geométricas, funciones de variable 
real, edificios, ciudades, coches, etc. ). 

Por otra parte, el concepto que trata mos de exponer lo solemos expresar 
inicialmente, y sin recurrir a grandes alardes s imbólicos, de la s iguiente forma: 

"U na sucesión es un proceso infinito: a 1, a2, a 3 ... , ª"' .. 
Los puntos suspensivos indican que los elementos a 11 continúan "indefinidamen-
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te"; C'I subindicc 11 sirve para indicar el lugar c¡nC' ocupa cada término en la 
s uces ión, por ta ni.o hay tantos términos como uümeros naturales, es decir 1 infini­
tos. 

Técn ica mente, la definición más extend ida de s ucesión de elementos de un 
ro 11j11 11to gené ri co A (A distinto del conjunto vacío) es la de una aplicación de N 
en A . 

J:N -+ A 

donde A puede ser cua lquier mnj unto del Universo .. 
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En la segunda fase o de " represe nt ac ió n s imbólica" introduciremos la 
simbología adecuada , que puede ser de dist into tipo dependiendo de nuestros 
objetivos y de los med ios de los que dispongamos. Ademús podemos presentar 
al a luurno vari as formas de representar simbólicamente una misma idea dando 
di forcutcs enfoques que le permi tan cstucli<.\r el concepto desde otras perspectivas. 

Así, inicialmente ampliaremos la definición técnica de s ucesión escribiendo la 
"ex presión simbólica" para que el concepto adquiera todo su signifi cado: 

J N --. A 
l -+ /(i )=a1 E A 
2 -+ f (2) = a2 E A 

u-+ J(n) = a 11 E A 

Es i111porta 11t.c insist ir en este momento, y apoyándose en a lgunos ejemplos, 
en que la '·variable n" tiende hacia infinito, lo que viene impuesto por el hecho de 
que f ~en una aplicación y por ta nto t.odos los elementos de N (todos los números 
nnLnra lcs) clcUc 11 tener una y sólo 1111a imagen en el conjunto A (la. cual puede 
rcpeLirse o no). Así debe quedar muy claro que: 

" na sucesión siempre tiene 1111 número infinito d e elernentos11 

Para es ta expres ión simból ica de sucesión ex isten ana logías o urnetáforas es· 
trucLuralcs"' (dentro del úrnbito matc1mhico) que de forma a lgo más mecanizada 
proporciouan la misma idea. 

Dos dí' C'llas nos las proporc ionan s in duda el esquema bá.5ico de una sucesión 
en IC'uguaje OAS IC y su an<-l logo cu d ;imbito de los d iagramas de flujo. El 
propio a lumno con ay uda del profosor, podrá progra mar y posteriormente obtener 
resultados y descubrir propiedades a l ejecutar el programa creado; el diagrama. de 
íl ujo corrcspondicut.e es ot ra represcnt<ic ión simbólica que contribuiní. de fo rma 
eficaz a consolidar el concepto, pues to que lo que rca l111entc hace es esquema ti zar 
o goomNrizn_r el proceso paralc lameute a l programa. 
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(progrnmu en BASIC + Diagmmu de flujo) 

En la tercera fase o fase ele "re¡:>resentación visual'1 introducimos los priw 
meros ejemplos de sucesiones con su correspondiente representación gráfica. En 
este momento es conveniente hab'l'ar a los alumnos de la existencia de dos tipos 
de representación gráfica: unidimensional y bidimensional. Nosotros nos hemos 
centrado en esta última, pues estimamos que presenta varias ventajas, {c:¡ue ya 
hemos comentado en el apa:rta<fo 3 de este trabajo). No obstante, se ha comf>r©w 
bada media.inte las encuestas, que los profesores hacen uso en sus explicaciones de 
la representación unidimensional y por elllo la hemos mencionado en este trabajo. 

A continuación representamos gráficamente la sucesión que tiene por término 

general au = i=...U.:. - 3. Para ello la definimos 1' funcionalmente11 mediante Maple 
n 

y luego la representamos con la iFJ.strucción "plot" en el siguiente programa. 1 

>restart: 
>with(plots): 
>f:=n -t ce-ir n/n)-3; 

Programa 1: 

(-!)" 
f :=n-> -- -3 

n 

>dl: = plot([seq([k,f(k)],k=l..40)],style=point) : 
> display(dl); 

·2.6 

. 3 

·J.2 

.J .6 

,_, 

·· ···· ·· .... . . ·· ····· .... ... . 

" 20 

Figura 19 

M aple nos invi ta a 11manipularru la definición , haciendo un lis tado y visuali-

1 El programa presentado puede simp lificarse utili7.audo ünicamcutc dos instrucciones: lasco­
rrespondientes en la.s líneas 3 y •I, suprimiendo en es ta liltima la designación di. Por necesidades 
para el desarrollo posterior de e:;tc trabajo lo hc111os hecho de la forma que aparece expuesto. 
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;mudo los rl'Piultados. Pa.n1 obl1' 11cr los prirnerns vrin llc t:órrni Nos de le~ sw:esi©11 
11s;1111os la sr11t1cu<.:ia de it.eración '·fo r" y lt' ex igi mos qur: nos devuelva cada ténui-

110 t:on vci 11t c ci fras de prcc.is ió u. 

> far k From 1 te 20 d0 a(k)=evalF(f(k) ,20) od; 

a(l ) - 4 
a(2) -2.511001100UU0000000000 
o.(3) - 3 .3333333333333333333 
n.(4) -2. 75000000000000000011 
n.(5) - 3. 20000000000000000000 
o.(6) - 2 .8333333333333333333 
a(7) -3 .1 42857142857 1428571 
a(B) - 2 .87 50000000000000000 
a(9) -3. ll l lll l l l l l ll ll ll l l 

u. (JO) - 2. 9000000000000000000 
a(ll) - 3.0909090909090909091 
u. (12) -2. 9166666666666666667 
a.(13) -3 .076923076923076923 l 
a(l4) - 2. 9285 714285 7142857 14 
a,(15} - 3.0666666666666666667 
n.(16) - 2.9375000000000000000 
a.(17) -3.©588235294 11 764 70G9 
a(l8) - 2. 9¿¡44444.¡444444444 44 
a( 19) -3.0526Jl578H47368421 1 
m(2~) -2. !l500000000000000000 

La c uarta y última fase la hemos clrnomin;tdo " fase ©e mani·J!Jl:llación,' 
y en ella e l 11 !11111110 corn icmm a dar sus pri111cros pasos en e l ma.ncjo del co uceplo. 

A pa.rlir de~ r~s t:e momento, él, La.in la:s i'ldi1.:a(" ioncs dr:l ¡~rn fcsor q.uc gN•ianí. e l 

p ro1.:cso. investiga y t:n.trta de ex.plorar la realidad 111<lt.fi'1t¡;í.t.ica para as í obt.crncr sus 

propias conclus iones. La laibor de l prolf-sor queda limi tada y c~st:a. coNsistiorá e n 

propo ner los ejcrc i1.:ios o pautas a segui r para la co11:-;(~cuci<Ín de lo:; objet ivos. 

&..:t.ns act ividmlcs dcben~11 est:a.r graduad ;\s. ti c fonn a. qlle c· ~ l gra~l 0 <!le d ifin11l ta.c\ 
1ut111C'nl.C' progres iva.n1c 11l.C' i C)S import.a 11t,c t ra f.;tr dC' c·vitar qnc el a lumno se sien!.;\ 

i111pot.e11lc a.\ resnlt:a1rlc cxcr:s ivament.c· w mplirndo oht:cncr rcs11lt.ador-;. No hc1uos 
de perder de vista, e n este sentido, la in1portanc ia d e ];t motivación y es por ello 

por lo que insistimos en que los cj e rnplos c·lcgidos clchc11 ser ad<~c1mc\o . .:;; d est 11dio 
debe rcs ul t.ar 1trl <trl umno a.o.;eq11ib lc y ;t la Vf''l. a!.rad. ivo. 

Aum¡11(' pequemos de rcitcra.t. ivos, n)l\sidl· r;1 mos ncc:esa.rio n~c: ;uka1r que e l 
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alumno por el contrario, juega un Jilapel activo y di námico en el proceso; sus 
investigac iones y sus logros le permitirán ir conformando su propio conocimiento 
matemático con cierta autonomía. 

El ejemplo que proponemos a coHtinuación es de interés (sobre todo 'en el 
desarrollo del concepto de límite): No es el ejemplo típico de una función raCional 
o irracional con la que podamos operar {despejar, etc.) con faci lidad. 

En el programa que sigue clefin im0s con el comando "seq" los puntos (n, j(n)) 
liJ.Ue dan lugar a Ja suces ión representada en una gráfica bidimensional; posterior­
mente obtenemos dicha gráfica y ello nos ¡!>errnitirá visualizar a lgunas propiedades 
de la sucesión. 

> restart: 
> with (plo ts ) ' 
> f: = n -t n*s in{l / n) ; 

Programa 2: 

f :=-t n • sin(~) 
> L,=seq ([n ,f(n )J ,n=I0 .. 60)' 
> plo t ( [L],x=l0 .. 60 ,style=point) ; 

0.9998 

0.9996 

0.9994 

0.9992 
0.999 

0.9988 

0.9986 o 

0.9984 
~10~-2~0~~:o,-..,~,~0~~50~~60 

Figura 20 

La observación de la gráfica. nos permite afirmar que es bastante probable que 
la suces ión tienda hacia l; lo comprobaremos evaluando un término avanzado de 
la misma: 

> evalf(f( l 000 000); 
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1.000000000 

¡ urstro estudio rontinúa con el desarrollo del concepto de sucesión convergen­
te y de limite de sucesión, siguiendo el mismo esquema anterior. Utilizaremos los 
mismo..; rjcmplos1 con el fin de hacer 1111 estudio completo de ellos. Los programas 
en ~faple que vamos a utilizar son continuación de los expuestos (programa 1 y 
2) y en todo momento haremos a lusión a l programa correspondiente para sit uar 
ni lector. 

Sucesión conver gente. 

Fase de las pa la bras: 

U na sucesión es convergente hacia un determinado valor cuando sus t.érmi-
110.c; se aproximan progresiva mente a él, es decir , a medida que n crece (n se hace 
grande} los infinit.os términos de la sucesión. están cada vez más cerca <le ese 
número que dcnot.a rcmos por L y, cm consecuencia, la d istancia entre éstos y L 
t'S cada vez m<is peque1ia. 

En otra...; palabras y de forma má...; rigurosa diremos que: 

Dacia una sucesión ft¡ , a 2, a 3, ... , a,1,. se d ice que es convergente y su 
límitc- ('!'i L mando a medida que n toma valore.s muy grandes (n -4- oo), los 
lt'.•rn1i11os ele In suct'sión tienden a L(a11 -4- l). Se escribe: 

En los primeros cursos de Univcrsidml, esto ült.imo, lo solemos expresar di­
ciendo: ""'Para todo número positivo, por pcc¡ne ilo q ue sea (este número se denota 
por d. podremos r ncoutrnr un s ubíndice de la s ucesión (1/) a partir del cual la 
cliforcncia a,1 - f., , cu v1dor absoluto, es tan pe<J11e1ia como queramos". 

Por tanto, si1 en 11 1J1t representación bid i111c11sio11a\ de una sucesión , tomamos 
una Mbnncta·• ceut.rnd;t c•n [, y de anchura 2e (véase la figura 21) , por muy estrecha 
que ésta s<'a, siempre podemos e11co11trar un valor de n , 11, a part ir del cual t.odos 
10$ 1Crmi110.c; de la sucesión quedan dentro de la misma (la diferencia a,1 - L , en 
valor absoluto, t•s menor que e} ; fuera de ella sólo queda nn número finito de 
ténninos. 
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Fase d e representac ió n s imbólica: 

De forma más precisa , pero equivalente, las argumentaciones a nter iores que· 
dan sintetizadas en la siguiente defini ción standard: 

{a11 },,eN es con\·ergente hacia L <=>[VE > O => 311(E) E N /\ Vn ~ 11 =>¡a,, - LI <E] 
La noción de banda es funda mental para a.s imilar el concepto de límite . Nótese 

que decir "pam todo € po1· pequeii.o que sea" es equivalente a "pam t.oda banda 
por es tt·echa que sea". El paralelismo entre ambas ex pres iones resulta claro al 
observar la gráfi ca y al contemplar la definicióu simbólica de límite. 

• E l número posit ivo e es un valor que elegimos nosotros a rbitrar iamente y 
controla el a ncho de la banda; 

• el sub índ ice v es un número natural que depende de e1 es decir , cuanto 
menor sea t: 1 mayor será el valor de v . 

• y es a part ir de ese 11(\/n ~ 1J) cuando los términos de la sucesión caen 
dentro de d icha banda: lan - LI <e, (esta d iferencia "es tan pequeii.a como 
queramos" pues to q ue el e lo elegimos nosot.ros arbitrariamente pequeño). 

Fase d e representac ión gráfica: 

Volviendo al progra ma t y haciendo 11so de la senteucia '·limit" obtenemos el 
valor exacto del límite, que en es te caso es ~ 3. 

> Limit(f(n ) 1n = infinity) = limit(f(n) ,n = infin ity) ; 

(- 1)" 
lim - - - 3 = - :J 

11 -+oo n 

Para comprobar que el lími te de la. sucesión realmente es - 3, podemos usar 
varias vías: 

A) N umé r icamente: Observaudo que los térm inos de la sucesión se apra. 
xima.n a -3 a medida que el valor de n. se hace grande. En este caso, 
remitimos a l lector al li st<1do de los veinte primeros términos en la pAgina 
34 de este trabajo. 

Podemos comprobar que la sucesión se acerca progrcsivament.e a - 3 
corno si de una sucesión osci lante se t ra tara. Los términos i111pares ta. 
ma n siempre va lores superiores n - 3, mient ras q11c los pa res tornan valo res 
inforiorcs al mismo. 
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O) Con gráficas e n dos dime ns iones: 

od¡ 

Remitiéndonos a la figura 19 observamos de forma inmediata que efectiva­
mente el valor del límite es - 3. 

Para profundizar en ello aplicamos la definición de límite. Tomemos 
un valor de épsilon y comprobemos que por pequ610 que éste sea1 siempre 
podemos encontrar un subíndice v a partir del cual todos los términos 
de la sucesión rncn dentro de la banda de centro - 3 y ancho 2e. Ello 
es equivalente a comprobar que a partir de ese subíndice "la distancia de 
cualquier término de la sucesión a - 3 es menor que e" . 

Si por ejemplo elegimos e = 0.1 y calcularnos la distancia de los quince 
primeros términos de la sucesión al valor - 3 mediante la sentencia ufor" : 

> for k from 1to15 do ' k '=k,nbs('f(n )'-(-3)) = evnlf(abs(f(n)-(-3))) 

1,lf (k) -(-3)1= 1. 
2, lf(k) - (- 3)1 = 0.5000000000 
3, lf(k) - (- 3)1 = o.3333333333 

k 4, lf(k ) - (- 3)1= 0.2500000000 
k 5, lf(k) - (-3)1= 0.2000000000 
k 6, lf(k) - (-3)1=0. 1666666667 
k 7, lf(k) - (-3)1= 0.1428571429 

8, lf (k) - (-3)1 = 0.1250000000 
9, lf(k) - (- 3)1= 0.1111111111 
10, IJ(k) - (-3)1 =0.1000000000 
11, lf(k) - (-3)1 = 0.0909090909 
12, IJ(k) - (- 3)1 = o.0833333333 
13, lf(k) - (-3)1 = 0.0769230769 
l•I, IJ(k) - (- 3)1 = 0.0714285714 
15, IJ(k) - (- 3)1= 0.0666666666 

Nótese que a partir del término 11 = t l , esa distancia es menor que e= 0.1 1 

lnrgo fuera ele In banda debe quedar desde el término número 1 a l 10; a partir 
d<'I término 11 = 11 , incluíclo éste, todos los términos se introducen en la banda 
(para todos ellos se tiene: la11 - LI < e ). Gráfica.mente podemos comprobar los 
resultados obtenidos. 
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En el programa 3 dibu1am0s la b:>arnttla centrada en -3 y de ancho 0.2; utili­
zamos para. ello la siguiente secuencia ~le instrucciones: 

> restart:with(plots): 

>f:=x---+ -3: 

>t:=plot(f(x), x=0 .. 40): 

Prngrarma 3: 

> j :=plots[polygon¡¡lot] ( { ~[0,-2. 9] ,[ 40,-2.9] ,[ 42,-3.1] ,[0,-3.1 ]]} ,color 

>=COLOR(RG B,.8,.8,.8)): 

> h:=plot( { [[0,-2. 9], [40,-2. 9]] ,[[0,-3.1], [40,-3.1 IJ } ,color=black): 

>s:=textplot( {[10,-2.6, "],[10,-3.8, "],[10,-2.85, '-3+0.1 '],[10,-3.15, 

> '-3-0.l'] , [20 ,- 3.4 

>,'Banda de anchura"2epsilon)I. centrada en .-3,epsilon=0.1']} ): 

> display( {t,j ,s,h} ); 

·2.6 

·2.8 
-34'J. 1 

t ; , "1, ':;I 

·3.2 
-3-0.1 

·3.4 Banda de anchura "2epsi lon", cenlrada en -3,epsilon=0.1 

·3.6 

Figura 21 

Añad iendo a l programa 2, la¡; instrucciones siguientes obtenemos la figura 22: 

> d2:=plot([[0 ,-2.9],[40,-2.9JJ): 

> d3: =p lot([[0,-3.1] ,[ 40,3.1))): 
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> display( { dl,d2,cl3}); 

-2.6 

-2.B 
ºº""ººo o o o o o o 

·3 •••••••••••• 
}--~~~~~~~~~~~-

-3. 2 

-3.4 

-3.6 

-3.B 

10 20 40 

Figura 22 

Además podernos c0r-Nf)1"0i!iar con cálculos algebra icos est.os resultados. Para 
ello es necesario resolver la inecuación siguiente: 

_-_ - 3 - (-3) < - <=O> - < - . 
1 (

( !)" ) 1 1 ¡ 1 ¡ 1 
n 10 n l © 

Maplc d ispone ©el C©HUl.rndo "solve11 para obtener la s0l\J.cú{fm 0 soluci0nes de 
ecuaciones o inecuaci01~es ~le este tipo: 

> solve( (l/n)¡l/10); 

(11 <O} , {10 < n) 

Como n es p0sitiv0, b01fü.l.rN~0s la parte entera de la segunda s0hic-i0H más una 
unidad, es decir, J/ = 11. 

Fase de manipulacién: 

Retomamos de Huev0 la sucesión n,, = n sfr1. ( ~) parn investigar su Hniite. 

Recordemos que el ¡;>110gra1111a. c0rrespondiente a este ejempl0 es el nÚ.nlero 2. 
Maple con la sentencia ulimi tº nos proporciona el lírr.J.i.t1e exacb0 que es 1 (re~ 

cordemos que observan~l0 la gráfica habíamos int uido este varl'or fiara el lúnite). 

> limit(f(n),n=infinity)= limit(f(n) 1n=in.finity); 

47 
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l0im nsin (.'..) = 1. 
n--too n 

En este momento, dado que estam0s eH la fase rnanipulativa, el profesor debe 
incitar al alumno para que a¡!>liq111e la definición formal de límite dem0strando que 
la cliferencia 

l/(n)-11 

"es tan pequeña como el quieran a partir de un ciert0 subíndice. Se le prop0ne 
que tome E: := 0.0003 : 

>epsilon:=0 .0003; 

':= 0.0©03. 

Su objetivo consistirá en enc0ntrarr el subíndice va ¡!>artir del cual se verifü1ue 
la inecuación: 

lf(n) - ll < 0003. 

Este subíndice lo podrá buscar de tres roa.meras: 

a) 

a) Resolviendo la inecuación y clespejand0 n; 

b) Haciendo un listado de los valores c0rresponclientes y observando ujusto el 
momento11 en el que la diferencia en valor absoluto, es menor que 0.0003; 

e) Visualizando en una gráfica adecuada los resultados. 

> eq:=(abs(f(n)-l)=epsi lon,n); 

eq := /nsin (~) -1/ = 0003,n 

> fsolve( " ) ¡ 

23.56916531 

El subíndice o si se quiere, el término de la. sucesión a partir del cual se verifica 
la des igualdad = será el número natural 24 1 es decir , la parte entera de la solución 
más l : 
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> nu:=Aoo1·( 11 )+ 1 

/J = 24 

La verac idad cl C' estr resul tado sr rn 11 1pruclm rC'SOlvicndo el ;\part.;\c\O b). 

b ) > for n írom 18 to 28 do ' n '= n ,abs (' í (n ) '-l )=evalí(abs(í(n)-1)) 

od¡ 

18. l/(1') - 11 = .0005143238 
I U. l/(u) - 11 = .000-16 16165 
20, lf(u) - 11 = .0004166 146 
21, l/(u) - 11 = .000377 62 
22, lf (u) - 11 = .0003443170 
23, IJ(u) - 11 = .0003 150301 
2<1, IJ(u) - 11 = .0002 93266 
25, IJ(u) - I1 = .0002666452 
26, l/ (11) - 11 = .0002465302 
27, l/(11) - 11 = .00022 6078 
28, l/(11) - 11 = .0002 125716 

49 

Sr ohs<'r va, cl cl 111is1110 rn odo. que cuando n = 2 1. y a part. ir de ahí , hL" dife­
rencias son lllC'norcs que 3 d ie:m1ilési 111 as. 

e) Por último, se pueden "v i ~ ualizar" todas c~las cuf'Stiones cu una. rcprcsen-
1 neión grñJirn: 

>j ,= plot(ILJ ,x = IO. 60 , y==.9983 .. 1.001 ,s ty le= p oint,symbol= 

di omo nd ): 

> h '=plo t( { ll0 ,1.0003] ,l60 ,.10003Jl ,ll0,0 .999 7] ,160,0 .9997]], 

1110 ,1],160,l]J) ) ' 

> k ,= plo t( ll24 ,0.9983J, [24 ,0 .9997JJ ) ' 

> 5' l ex tp lo t ( ( 123 ,0 .99835 , ' 24 '],p 5,00043 ,' l + 0.0003' ],115,0. 

99958 ,' 1-0 .0003'],[32 ,1.00075 1 'Limi te de una s uces ión ']}): 

> display( {j ,h ,k ,s} ) ; 
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1.001 

l.OC08 L1mile de uoa sucesión 
1.tm; 
1.Dll4 1+00íXJ3 

1.0ll2 

O .~ • ..,.0..,00uo • OO ••••••••Ho .... o•••• 

~ := l·0.7·· 
0.9992 

0.999 

º·""" 0.9986 • 

o .'934· ~,0,,.---20,,,.,2"' -,,JO:--~,o:--"so--~.., 

Figura 23 

Sucesión divergente. 

Fase de las p a labras: 

Diremos que una sucesión es divergente hacia +oo si dicha sucesión crece 
de modo que sus términos acaban superando a cualquier número por grande que 
éste sea. Con más precisión, por muy grande que sea el valor de una constante 
positiva M considerada, siempre podemos encontrar términos de la sucesión que 
superen a M. 

Así pues, para toda "banda11 centrada en el origen, por ancha que 
ést a sea (de semiamplitud M, arbitraria),podemos encontrar un subín­
dice a partir del cual todos los t é rminos de la sucesión se salen fuera 
de la misma (véase la parte superior de la figura 24 dónde está representada/). 

Del mismo modo, una sucesión es divergente hacia - oo si tomando un valor 
posit ivo f11/ , por grande que éste sea, siempre podremos encontrar términos de la 
sucesión menores que -At/. Tal como se hizo para el caso +oo, el lector puede 
recurr ir a la par te inferior de la figura 24, dónde es té representada la sucesión 
- f , para interpretar es ta defini ción en t;érminos de banda. 

Por ült.imo1 diremos que una suce:;ión es divergente hacia oo (sin precisar 
el signo) s i dada una constante posit iva M , por grande que ésta sea, siempre 
podemos encontrar térm inos de la :;ucesión con valor absolu to superior a M. En 
es te caso, obsérvese que una sucesión tiende a oo si a partir de un cierto subíndice, 
todos sus términos se salen "fu ern" de la banda (el lector puede cons tru irse a lgún 
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t'jcrnplo). 

Fase de representación simbólica: 

Simbólicamente las tres defin iciones a nteriores quc<lan reflejadas de la manera 
sig11ic ntc: 

}~~ a 11 ::;: + oo<=> [VA!f >O~ 3 11(1\I ) E N AV n 2: 11:a11 > M] 

}i~ ( t 11 ::;: -oo <=> [VM >O==> 3v(A./) E N A't/ n.2: 11 : n 11 >-Ni] 

lim n11 ::;: +oo <=> [V Alf >O==> 3¡;(J\lf) EN A 'Vn 2: 11: frL11 I >NI] 

Fase d e representación visual: 

Estud iamos, a conlii•t·llHtci0n, el límite de la sucesión que tiene por t:ér mim> 
general: 

En el s ig11ie11t.e progra1mt.t incluimos también la s ucesión opuesta -a11 para re­
a\i;mr un estudio conjunto .Y co111para.tivo de la divergencia hacia +oo y haci;i -oo. 

> restart:with (¡:>lots): 
> f,=n-¿3 • ( (n-2) /5 )-3' 

Programa 4: 

/ '=n->3("i-')_3 

> L,=seq(¡n ,f(n)),n= l .30)' 
> 5'= plot(!LJ,x= l .. 30,y=-20 . .400,style= p oint)' 
> R ,=seq(¡n,-f(n)),n= l .. 30)' 
> r, = p lot(!R),x=l .. 30,y=-400 .. 20,style=point)' 
> t '= plot(!!0,200), [3© ,200)))' 
> j '=p lots!polyg0n¡ilot J ( { [10,200) ,132 ,200J ,(32,-200), ¡o,-200)) }, 
> colo r=COLOR(RGB,.8 ,.8 ,.8))' 
> u,=plot([[0,-200) ,!30,-200JJ) ' 
> v,= textplot([!2,250,'+M'!,!2,-250,'-M'JJ)' 
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>display( {s,t,r,uj,v} ); 

3lJ 

200 

100 

'º 
.100 

a 10 12 u 16 1a 20 22 2~ 26 ie 3J 

Figure 24 

Redundando en Jo anterior se observa en la parte superior de la figura 24 que: 

11l~~1Jo f(n ) = +oo 

mientras que en la parte inferior se tiene que: 

J~-~lJo - J(n) = - oo 

Esto::; dos límites pueden comprobarse haciendo uso de las dos instrucciones si­
guientes: 

> Limit(f(n) ,n=infinity )=l imit(fi(n),n=infinity); 
> Limit(-f(n) ,n=infinity)=limit(-f(n),n=infinity); 

Es tos resul tados1 los podemos comprobar utilizando la definición rigurosa. Esta 
es similar a las expues tas a nteriorme11!;e 1 cuando comenta mos las fases de repre­
sentación gráfica y de manipulación de sucesiones convergentes. 
Nota: En el ejemplo hemos tomado lvl = 200 y el subínd ice a partir del cual los 
términos se salen fuera de la banda es 27. 

Fase de ma nipulación : 

En es te momento, sería conveniente realizar a lgunos ejercicios1 conveniente­
mente elegidos, para que el a lumno ejercite las cues tiones anteriores. 

Suces ió n m onótona . 

Fase d e las pa la bras: 
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Una sucesión se die<' que es 111011ótona creciente o s implcmcnt,c creciente, cuan­
do sus térmi11os crecen, ele forma que cada uno de ellos es mayor o igual que el 
auterior . 

Del misrno 111odo, una sucesión es monótona dccrccicute o simplemente decre­
cieute, cunnclo sus ténninos decrecen, de forma que cacla uno de ellos es mayor o 
igual que su s iguiente. 

Una sucrsión, en genera l, es mo11óto11a cuando es creciente o decreciente. 

Fase de r e presentación s imbólica: 

(o., ),.E.' el' mo nóton11 c rccil'nl<: (;:) t11 $ n1 $ n3 $ .. $a,. $ => o,. - 11.,- 1 ~ O,Vn E N 

(n., ) nEN e"I monó10 11:1 decrl'dl'nlu (:) 111 ~ t11 ~ a3 ~ ... ~ a,, ~ => a,. - fl n - 1 $ O, 't/11 E N 

Fase d e representació n visual: 

La figura 20 es un ejemplo de sucesión creciente, así como la parte superior 
de la figura 211, 1l1 sucesión / (n). En cambio, la sucesión - /(n) de esta última 
figura es un ejemplo de sucesión clecrccicnle. 

Fase de manipulac ión: 

El proícsor puede plantear a los alumnos varios ej rcicio:; en lo:; que se pida 
un estudio a cerca de la monotonía de las sucesiones propuestas. 

S ucesiones acotnd ns. 

Fase d e las palabras: 

Una sucesión se d ice que está acolada s upe riormente :;i sus términos se 
mant ienen menores que un cierto 11 t'1111cro k1: eslc valor k1 es una cota superior 
del conjunto fonnndo por los clc111c11tos el la succ:;ión. 

na sucesión está acotada iníeriorme nte ~¡ sus términos se mantienen s iem­
pre mayore!' que un cicrt.o valor k1 ,el r ual, es una cota inferior del conjunt.o 
formado 1>or los C"lemcnlos de la sucesión. 

na ::.ucesión csllÍ. acotada cuando lo rstá superior e infcrionncnte. En otra.'S 
palabra::-;, una succ~i6n est.á acotada cuando existe una banda centrada en el origen 
y de scmiarnplitud k = máx {lkd, lk21} y todos los términos de Ja misma esUín 
contenido:; en r ila. 

Fase de r pr sent.ac ión s imbólica: 
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{a11 } 11 eN es acotada superiormente => [3 k1 E R /\ Vn E N --... an $. ki] 

{ a11 } 11 e N es acotada inferiormente <=> [3 k2 E R /\V n E N => an ~ k2] 

(a,.),.E,v esacotada ,..[3kER+u(O}A\lnEN=>l•nl~K] 

Fase de rep resentación v is ua l y manipulación : 
Recúrrase a la figura 19 y encuéntrense los valores de k 1, k2 y K para ob­

tener la banda en la que están contenidos todos los elementos de la sucesión 
ahí representada. 

R efer enc ias 

[1] Actas 11 Congreso Espaii.o l usua rios de Maple , Un iversidad de Sevi lla, 
Septiembre de 1996. 

[2] Am illo, Ballesteros, G u ad a lupe & Martin, Conceptos, Ejercicios y 

Sistemas de Computación Matemática, Maple V. , Me Graw Hill (1996). 

(3] B lachm an 1 Nancy, Mathematica: un enfoqu e práctico, Ariel Informática, 
Barcelona, (1993) . 

[ll] Carri llo & Llamas, Maple V, Avlicacion es matemáticas para P. C. , Ra-ma, 
(1995). 

[5] Dorta D. 1 J .A. 1 Espine l F. C., and P lasencia Cruz I , Visua lizaci6n y 

crealiuidad., Revista Educación Matemática, Vo lumen JO, 0 2, J unio 1998. 

16] Eisenberg T. and Dreyfus T , On tite Reluclance lo \lis ualize in Mat­
li emalrcs. In \lisualizo tion in Teachinf! rmd Mathematics., Zimmermann W. 
and unningham S. Editon;. MAA Series USA. 

[7J Fe rnández Vi1l a 1 J .A, Lecciones cJ.c A náfisis Matemático .. Editorial Tec­
nos. Madrid . 1976. 

l J Hitt Espinosa, F , Vis1wliwció11 m1tlemrítica1 rep reser1taciones1 1mevas tec­
nologías y curnculum ( t lJ97), Conícrcucias Magistra les. Departamento de 
Mnu.•mñtic.'\ Educativa . CJNVESTAV, MÉXICO. 



Hcprcsc11l11cióu viswil y nprc11dizaj e en un . 

[!JI Marlín , J.A . & Kim, Hok, Calc11lus and Diffenmcial E<Juaf.ions wil.h Ma-
1>le 11, DeparLmcnL of M aLhernaLics1 Collcgc of Physical a.nd Ma.t henmt.ical 
Scie11ce:;. 

[lO] Miguel d e Guzmán1 El1·úicón de la 1riwrro , Ensayos de Visualización en 
Análisis Ma.!:emát1ico, Glementos b<isicos del Análisis, Pirámi(fo, (1996). 

[11] Pimm , D 1 El len.gu<Lje m<Ltemálico en el aula, \.Vash ing t.on, D.C.: Mat he­
matical Association of America, Ed iciones Morata, i'vtadrid1 1990. 

[121 R ey Pastor - Calleja-Trej o, Amílis·is Matemático, Editorial Ka.pelusz, 
Buenos Aires, l !J98. 

55 

j l3I R incon, García & Martínez, Cálcttlo científico con Maple, RA-MA, 1995. 

[liJJ Soto M. J. & Vicente, J. L, Matemática con Ma.ple , Acld·ison-Wcsley 
fberoamericairn.1 1996. 

[L5j Stroyan, K.D, Calcnl'lls using i\!/athematica, Scientific Proyects aAd Mat­
hcmatical Backgro~rnd, Academic Press, lnc., 1993. 

[L6] V inogriidov1 EnGiclopedia <Le las Matemáticas., Edit.ori rul Mir. Madrid­
Mosc li , 1994. 

[17] W healey, G.H, Spatial 1:1ense a.wl mathemat·ics le.arnin.g., Ariünetic Teacher 
37(6), 10-11 , 1990. 

[ l8] Zimmermann W., Cunningham, S. (Editores), Vi.•nwliznl.fon in Tea­
ching nnd Leani.ing flhil:hema.t·ic.-;., l!J9 l. 


