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RESUMEN. En este trabajo se hace el relato de una experiencia lle-
vada a cabo con estudiantes chilenos de educacién bdsica con quienes
se ensayé un Material Matematicamente Potente para reforzar el cono-
cimiento de conceptos geométricos béasicos. Dicho material consistié en
una hoja blanca de papel bond, tamano carta (21,59 cm x 27,94 cm) a
la cual se le aplicé una serie de acciones de doblado y rasgado llevadas
a cabo siguiendo una secuencia de pasos explicita y previamente indi-
cada a los alumnos. En el articulo se presenta el concepto de Material
Matemadticamente Potente, la secuencia de pasos seguida y el reporte de
respuestas proporcionadas por los estudiantes que intervinieron en la ex-
periencia, la cual: (a) resultd ser motivadora; (b) permiti6 la aclaratoria
de conceptos geométricos elementales; (¢) hizo posible la introduccién
de conceptos geométricos nuevos; y, (d) posibilité la relacién entre Ge-
ometria, Algebra y otras dreas de la Matematica. El trabajo culmina
con la proposicién de recomendaciones para asegurar que tengan éxito
los docentes que decidan replicar la experiencia que aquf se reporta.
Palabras Clave: Educacién Matemdtica; Material Matematicamente Po-
tente; Ensenanza de la Geometria.
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Introduccién

En el enfoque tradicional de la ensefianza de la Matematica, el papel del
profesor se reduce a explicar el contenido previsto para cada clase, asignar los
gjercicios a realizar y pedirle a los alumnos que trabajen; raramente utilizan otro
recurso instruccional que no sea el libro de texto, la tiza o el borrador. Los
alumnos se mantienen practicamente atados a sus pupitres, no se les permite
moverse alrededor, y mucho menos fuera, del aula de clases, ni que discutan con
sus compadieros la actividad que realizan, En este caso, el docente: es considerado
como la autoridad; hace la planificacién; toma las decisiones; evalia los esfuerzos
de los estudiantes; y asume la responsabilidad del aprendizaje.

Con el fin de superar las insuficiencias del enfoque antes descrito, se ha comen-
zado a investigar el desarrollo de una ensen de la M: Atica basada sobre
las investigaciones y descubrimientos personales de los propios estudiantes. Se
cree que estas investigaciones serdn mucho mejores que los métodos de ensenan-
za tradicionales para: (a) generar entusi ) y confi en la Matemdtica; (b)
ensenar a los estudiantes a usar su propio ingenio; y (c) relacionar las ideas y
simbolos matematicos con objetos reales.

Entre las opciones que se ensayan estd la utilizacién de Materiales Matemati-
camente Potentes (Gonzdlez, 1998), es decir, artefactos manipulables mediante
los cuales los estudiantes exploran ideas mateméticas; las actividades pueden lle-
varse & cabo en un rineon del aula de clases; en un aula entera; un rincén en una
biblioteca; un salén especial en el edificio de una escuela; o, un ambiente fuera de
la escuela. Lo fundamental no es el ambiente fisico sino el enfoque que se apli-
e al contenido matemadtico, segiin el cual los estudiantes aprenden Matemética
mediante la exploracion de conceptos, el descubrimiento de principios, o la apli-
cacion de abstracciones matematicas en situaciones concretas. De este modo los
estudiantes adquieren destrezas, desarrollan habilidades, aprenden conceptos y
principios matemdticos, llevando a cabo actividades manipulativas con objetos
fisicos y modelos matematicos.

En este trabajo se hace el relato de una experiencia llevada a cabo con es-
tudiantes chilenos de educacién bésica con quienes se ensayé un Material Ma-
temdticamente Potente para reforzar el conocimiento de conceptos geométricos
bisicos. Dicho material consisti6 en una hoja blanca de papel bond, tamano car-
ta (21,59 cm x 27,94 cm) a la cual se le aplico una serie de acciones de doblado y
rasgado llevadas a cabo siguiendo una secuencia de pasos explicita y previamente
indicada a los alumnos. En el articulo se presenta el concepto de Material Ma-
teméticamente Potente, la secuencia de pasos seguida y el reporte de respuestas
proporcionadas por los estudiantes que intervinieron en la experiencia, la cual:
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() resulté ser motivadora; (b) permitié la aclaratoria de conceptos geométricos
elementales; (¢) hizo posible la introduccién de conceptos geométricos nuevos; y,
(d) posibilité la relacién entre Geometria, Algebra y otras dreas de la Matemdti-
ca. El trabajo culmina con la proposicién de recomendaciones para asegurar que
tengan éxito los docentes que decidan replicar la experiencia que aqui se reporta.

Ideas Bdsicas Acerca de los Materiales M ati te Potent

Muchos profesores de matemdtica sostienen la creencia de que sus clases serfan
mejores si utilizaran materiales sofisticados. Algunos de ellos piensan que para
hacer atractiva una clase de matemdticas tendrian que utilizar recursos tecnoldgi-
cos de avanzada (calculadoras graficadoras o computadores de nueva generacién).
En principio, esto podria ser cierto; sin embargo, por ello no debe proscribirse
el uso de otros recursos que no sean tan tecnoldgicamente avanzados como una
calculadora o un computador, por cuanto, el que una clase sea mateméticamente
rica y enriquecedora no depende del costo de los recursos diddcticos que se em-
plee. La experiencia que aqui se reporta tiene la intencién de ofrecer indicios que
permitan dar fuerza a la idea segin la cual todo profesor de matemdtica estd en
posibilidades de vivificar sus clases, utilizando materiales que estdn al alcance de
todos sus alumnos, son de bajo costo y, si son usados adecuadamente, pueden dar
lugar al desarrollo de procesos matemdticos importantes. Un recurso que posea
estas caracteristica ha sido denominado Material Matematicamente Potente, co-
mo tal se concibe a cualquier dispositivo cuyo uso contribuya a la activacién de
procesos de pensamiento propios del quehacer matemadtico.

Uno de los materiales matemdticamente potentes mds sencillo consiste en una
simple hoja de papel tamano carta, de las que se usan corrientemente en cual-
quier oficina. Una manipulacién conveniente de este tipo de hojas puede dar
lugar a interesantes procesos matematicos asociados con el manejo de conceptos
geométricos elementales. Para tratar de confirmar esta afirmacién se procedié a
realizar una experiencia con estudiantes de educacién bésica en quienes se propi-
¢ié la adquisicién de conceptos bésicos de Geometria y el desarrollo del sentido
del espacio.

Geometria de Papel: la Construccién del Tamgrama Chino.

La experiencia que a continuacién se relata fue desarrollada con cuarenticinco
(45) alumnos de octavo bisico de la escuela Don Orione, ubicada en Santiago de
Chile, Comuna de Cerrillo; a cada uno de los alumnos se le hizo entrega de una
hoja de papel bond, blanca, tamaiio carta (21,59 cm x 27,94 cm), sobre la cual se
llevaria a cabo un conjunto de acciones segiin la secuencia de pasos que se indica
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a continus

‘ion y que también fue entregada a cada estudiante junto con la hoja
antes referida

Secuencia de Actividades a Desarrollar con la Hoja de Papel
PASO 0: Analizar la hoja tamano carta como una figura del plano.

PASO 1: A partir de la hoja del Paso 0 y sin usar regla ni compas, construya
¢l miximo cuadrado posible y analicelo al igual que la figura anterior.

PASO 2: Demuestre experimentalmente que al unir la mitad de un cuadrado
con su otra mitad el resultado no siempre es el cuadrado original (efectiie el corte
por una diagonal).

PASO 3: Forme la mayor variedad de figuras geométricas posibles a partir de
dos mitades triangulares del cuadrado.

PASO 4: Divida un cuadrado en dos mitades triangulares; divida una de las mi-
tades en dos tridangulos congruentes; compare uno de estos dos nuevos triangulos
con el otro que se obtuvo al dividir el cuadrado original. Escriba las observaciones
hechas al efectuar las comparaciones. Formule conclusiones en relacion con las
dreas que quedan descubiertas cuando compara los dos triangulos (el grande y el
pequeno) superponiéndolos uno sobre el otro.

PASO 5: Con el triangulo grande del Paso 4, marque el punto medio de la base
de mayor longitud; luego, una el vértice opuesto al punto medio con éste punto;
doble la pieza, desddblela y corte por la linea resultante. Compare al tridngulo
resultante con los que ya tenfa antes, jqué puede decirse? Escriba sus observa-
clones y registre todos los términos geométricos que usted ha utilizado a lo largo
de los cinco pasos llevados a cabo. ;Cudntas figuras tiene ahora? jQué formas
tienen? ;Qué puede decir de ellas?

PASO 6: Con la pieza no triangular resultante en el Paso 5, proceda del signiente
modo: (a) una uno de los vértices de la base mayor con el correspondiente pun-

to medio; (b) recorte el tridngulo resultante y compirelo con los que ya tienc.
Qué puede decir?

PASO 7: A partir de la pieza no triangular resultante en el Paso 6, obtenga un
cuadrado doblindola por el punto marcado en el Paso 5; tome uno de los tridngu-
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los y haga coincidir su angulo recto con uno de los dngulos rectos del cuadrado.
. Cémo son las alturas del cuadrado y del tridngulo més pequeno? ;Cémo son las
alturas del cuadrado y del tridngulo mediano?

PASO 8: Compare el drea del cuadrado con la del tridngulo mediano. ;Qué pue-
de decirse?

PASO 9: Usted tiene una pieza que no es cuadrada ni triangular (la obtuvo en
el Paso 7) ;Qué forma tiene?. Identifique el vértice opuesto al del angulo recto de
la base mayor. Una estos dos vértices. Corte el tridngulo resultante. ;Qué forma
tiene la otra figura?. ;Cudntas piezas tiene ahora en total?. Indique sus formas.
Compdrelas. Escriba sus observaciones.

PASO 10: ;Cudl era la forma de la pieza con la que usted trabajé en el Paso
27. Reconstriyala usando todas las piezas que ahora posee.

PASO 11: Cree figuras varias usando todas las piezas anteriores, con la tinica
condicién de que no se solapen unas con otras.

PASO 12: Formule por escrito todas las vivencias que haya experimentado
durante este trabajo. Senale qué uso diddctico puede tener en el medio educativo
donde usted se desempena.

La secuencia de pasos fue aplicada a todos los alumnos a la vez, permitiéndose
la participacion espontinea y voluntaria de quienes quisieran efectuar sus apor-
tes. El contenido de las intervenciones de los estudiantes fue registrado en el
pizarrén y los alumnos anotaron en sus respectivos cuadernos, los aportes colec-
tivos, y los descubrimientos geométricos que fueron realizando; ademds, cuando
hizo falta el profesor intervino a los fines de efectuar aclaratorias relacionadas con
conceptos y relaciones geométricas que ofrecian dudas a algin estudiante; tam-
bién fueron registrados los diferentes aspectos afectivos que fueron vivenciados
por los educandos durante el desarrollo de la experiencia.

RESULTADOS

PASO 0: En este paso inicial pidi6 a los alumnos que analizaran la hoja tamano
carta como una figura del plano. La intencién, en este caso, consistié en que
cada alumno, de manera libre, tuviese la oportunidad de manipular y observar
ampliamente la hoja, con la finalidad de elicitar en ello la mayor cantidad posible
de nociones geométricas. Las respuestas aportadas por los estudiantes fueron las
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siguientes: "se trata de un rectangulo; posee cuatro angulos rectos. los lados
opuestos son paralelos; es un paralelogramo; tiene dos diagonales; las diagonales
se dimidian: las diagonales forman cuatro tridngulos de igual forma y tamano y
ademds son isésceles”; aprovechando esta ultima observacién, el profesor incor-
pordé el concepto de congruencia de figuras del plano.

PASO 1: A partir de la hoja del Paso 0 y sin usar regla ni compas, constru-
ya el maximo cuadrado posible y analicelo al igual que la figura anterior. Con
este paso se comienza la manipulacién propiamente dicha de la hoja. La accién
fundamental consiste en determinar por dénde debe hacerse el doblez de manera
tal que pueda obtenerse un cuadrado con el drea mayor posible. En este caso,
el 90 % de los alumnos no tuvo problema alguno para efectuar el doblez y corte
adecuado a la hoja. El resto de los alumnos efectiia dobleces inadecuados, los
cuales rectifican al observar como lo habia hecho sus otros compafieros. Al soli-
citdrseles que expresaran sus observaciones en relacién con la figura que acaban
de obtener, expresaron lo siguiente: ”la figura es un cuadrado; posee los cuatro
angulos rectos los lados opuestos son paralelos; es un paralelogramo; tiene dos
diagonales; las diagonales se dimidian; las diagonales son perpendiculares; las
diagonales dividen al cuadrado en cuatro tridngulos congruentes, los cuales son
rectdngulos isésceles”.

PASO 2: Demuestre experimentalmente que al unir la mitad de un cuadrado
con su otra mitad el resultado no siempre es el cuadrado original (efectie el corte
por una diagonal). Para este momento, la hoja original ha quedado dividida en
dos partes (una cuadrada y otra rectangular). Se comenzaria a trabajar con el
cuadrado teniendo presente que la reflexion a partir de la manipulacién de objetos
concretos constituye una de las vias para la formacién de conceptos abstractos.
Ante las dudas suscitadas en algunos estudiantes, el profesor explica que cuando
se pide “demostrar algo experimentalmente” significa encontrar ejemplos de lo
que se pide. En este caso, los alumnos “cortaron” el cuadrado a través de su dia-
gonal principal, obteniendo con ello un par de tridngulos, éstos formaron las dos
“mitades” del cuadrado que debian ser manipuladas para obtener otras figuras
que no fueran un cuadrado, a pesar de que habian sido obtenidas de una figura
que originalmente tenia esta forma. Como respuestas, los estudiantes senalaron
las siguientes: ”forman un triangulo rectangulo isésceles; forman un rombo”

PASO 3: Forme la mayor variedad de figuras geométricas posibles a partir de
las dos mitades triangulares del cuadrado. En este paso se invité a los alumnos
a dar rienda suelta a su imaginacién, a seguir manipulando material concreto;
se procuraba con ello que visualizaran la mayor cantidad posible de figuras ge-
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ométricas planas; en este caso, quizd no se introdujeron conceptos nuevos, pero
sf se recordaron los nombres de algunas figuras que previamente habian sido es-
tudiadas; entre las figuras formadas por los estudiantes estuvieron las siguientes:
Tridngulo; Rombo; Pentagono; Hexagono; Cuadrado.

PASO 4: Divida una de las mitades del cuadrado en dos tridngulos congruentes;
compare uno de estos dos nuevos tridngulos con la otra mitad triangular del cua-
drado (el otro tridngulo que se obtuvo al dividir el cuadrado original). Escriba
las observaciones hechas al efectuar las comparaciones. Formule conclusiones en
relacién con las dreas que quedan descubiertas cuando compara los dos tridngulos
(el grande y el pequeiio) superponiéndolos uno sobre el otro. Este paso requerfa
de un mayor nivel de observacion; la exigencia reflexiva en esa oportunidad va
mas alld del material manipulable que se tiene a la vista; el alumno debe hacer
comparaciones y conexiones conceptuales que probablemente no podrian lograrse
a través de una exposicién oral de los conceptos geométricos involucrados. Este
paso resulta particularmente fructifero en relacién con la consolidacién del con-
cepto de drea de una figura plana. Las respuestas dadas por los alumnos fueron
las siguientes: ”el drea mayor resulta el doble de la menor; el drea menor es la mi-
tad de la mayor; al hacer coincidir los 4ngulos rectos, el drea descubierta permite
establecer que los lados respectivos mayores resultan ser paralelos; también, si
hacemos coincidir otro vértice, el drea descubierta posee los lados que no coinci-
den en ninguna extension, respectivamente paralelos; las figuras sin ser del mismo
porte tienen la misma forma”. Esta parte de la experiencia resulté especialmente
oportuna para que le profesor introdujera el concepto de semejanza de tridngulos.

PASO 5: Con el tridngulo grande del Paso 4, marque el punto medio de la base
de mayor longitud; luego, una el vértice opuesto al punto medio con éste punto;
doble la pieza, desdéblela y corte por la linea resultante. Compare al tridngulo re-
sultante con los que ya tenfa antes, jqué puede decirse?. Escriba sus observaciones
y registre todos los términos geométricos que usted ha utilizado a lo largo de los
cinco pasos llevados a cabo. ;Cudntas figuras tiene ahora? ;Qué formas tienen?
:Qué puede decir de ellas? Al llegar hasta aqui, la actividad ha adquirido un ma-
yor cardcter lidico y los alumnos se hayan completamente integrados al trabajo;
las exigencias se hacen cada vez mayores a medida que se avanza en la secuen-
cia, y los estudiantes se muestran interesados en participar ya que la respuesta
que les es exigida amerita por parte de ellos un esfuerzo de reflexién y atencién
no trivial. En este caso las respuestas obtenidas fueron las siguientes: ”su drea
corresponde a la mitad de los tridngulos mayores congruentes; es la octava parte
del cuadrado; todos los tridngulos se relacionan por semejanza o congruencia; el
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cuadrado original estd dividido en cuatro figuras; las figuras son dos tridngulos
congruentes, un tridngulo semejante a los dos congruentes y un trapecio isésceles;
se puede establecer relacién entre sus dreas”. Debido a que la accién cognitiva
basica que aplicaron los alumnos fue la comparacién entre un todo y sus diferen-
tes partes, el profesor aproveché este paso para reforzar el concepto de fracciones.

PASO 6: Con la pieza no triangular resultante en el Paso 5, proceda del siguiente
modo: (a) una uno de los vértices de la base mayor con el correspondiente pun-
to medio; (b) recorte el tridngulo resultante y compdrelo con los que ya tiene.
. Qué puede decir?. Al llegar a este punto, los alumnos ya han manejado varios
conceptos y relaciones geométricas bésicas; en este paso se refuerzan las mismas.
La respuestas obtenidas fueron las siguientes: "su drea es la mitad del tridngulo
menor anterior y la cuarta parte de los tridngulos mayores congruentes; todos los
triangulos siguen siendo isdsceles rectdngulos el tridngulo resultante tiene de drea
1/16 del area del cuadrado original”.

PASO 7: A partir de la pieza no triangular resultante en el Paso 6, obtenga
un cuadrado dobldndola por el punto marcado en el Paso 5; tome uno de los
tridngulos y haga coincidir su dngulo recto con uno de los dngulos rectos del
cuadrado. ;Cémo son las alturas del cuadrado y del tridngulo mds pequefio?
;Cémo son las alturas del cuadrado y del tridngulo mediano?. Aqui se introduce
el concepto de altura que antes no habia sido trabajado explicitamente; las res-
puestas obtenidas fueron las siguientes: ”las alturas estdn en razén de 3 es 4 con
el triangulo intermedio; las alturas estdn en razén de 1 es 2 con los tridngulos
mayores congruentes; las alturas estan en razén de 1 es 1 con el tridngulo menor”.

PASO 8: Compare el drea del cuadrado con la del tridngulo mediano. ;Qué pue-
de decirse?. Las respuestas obtenidas fueron: "la dreas resultan ser iguales; se
verifica visualmente la férmula del drea de un tridngulo”. Esta tltima observa-
cién fue particularmente interesante puesto que permitié mostrar un resultado
fundamental de la Geometria del plano en una forma no convencional.

PASO 9: Usted tiene una pieza que no es cuadrada ni triangular (la obtuvo
en el Paso 7) ;Qué forma tiene?. Identifique el vértice opuesto al del 4ngulo
recto de la base mayor. Una estos dos vértices. Corte el tridngulo resultante.
;Qué forma tiene la otra figu ,Cudntas piezas tiene ahora en total?. Indique
sus formas. Compdrelas. Escriba sus observaciones. Respuestas Obtenidas: "la
figura corresponde a un trapecio rectdngulo; la figura resultante después del corte
se trata de un romboide; se visualizan sus lados opuestos paralelos; se cuenta con
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siete piezas; se pueden describir como cinco tridngulos isésceles, un cuadrado y
un romboide”.

PASO 10: ;Cuél era la forma de la pieza con la que usted trabajé en el Paso
2?. Reconstriyala usando todas las piezas que ahora posee.

PASO 11: Cree figuras varias usando todas las piezas anteriores, con la tnica
condicién de que no se solapen unas con otras. Con las piezas del paso 10, los
alumnos formaron variadas figuras geométricas ocupando para cada caso todas
las piezas, algunas de las cuales estdn descritas en el paso 3.

PASO 12: Formule por escrito todas las vivencias que haya experimentado
durante este trabajo. Sefiale qué uso didactico puede tener en el medio educa-
tivo donde usted se desempefia. Respuestas obtenidas: “se trata de un trabajo
motivador; permite aclarar conceptos geométricos en forma concreta; genera la
posibilidad de incorporar nuevos conceptos durante su desarrollo, que resultan
evidentes; permite comprobar visualmente varios teoremas y/o propiedades; se
puede asociar al trabajo de fracciones y sus equivalencias; se establece claramen-
te la direrencia entre congruencia y semejanza; entrega una nueva herramienta
para que el alumno pueda trabajar otros teoremas a partir de la construccién en
papel de lo que se pide demostrar; le facilita el trabajo de disertaciones, las cuales
apoya con figuras que permiten ver en forma concreta las propiedades, relaciones
o teoremas a presentar”.

RECOMENDACIONES

Las apreciaciones hechas por los estudiantes en el PASO 12 son indicadoras
de la calidad que como recurso instruccional tiene esta actividad; sin embargo, a
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los fines de incrementar la probabilidad de éxito en su aplicacién, se recomienda
que el profesor domine el desarrollo de toda la secuencia y pueda estar al tanto
de las posibilidades que ofrece cada uno de los pasos, de manera tal que pueda
obtener el mayor provecho del 0 en funcién del contenido y de los objetivos
programaticos que estan contemplados en la unidad de geometria; ademss, de
acuerdo con el nivel de formacién e informacién previa que posean los estudian-
tes, el profesor puede hacer preguntas mas retadoras o pedir que los alumnos
vayan mds alld de la comprobacién; por ejemplo, algunos pasos de la secuencia
se prestan para verificar visualmene, teoremas relativos a los dngulos internos de
un tridngulo. Por otro lado, se puede comprobar que el trabajo desarrollado en
forma secuencial como lo establece la experiencia se extiende durante mds de una
clase y toca muchos tépicos de la geometria, por ello, el docente debe planificar
cada clase en funcién de los temas en los que desea profundizar.

Otro aspecto importante es que los profesores, antes de aplicar la secuencia
a sus alumnos, la experimenten en forma personal de manera que puedan tomar
conciencia de toda su riqueza heuristica y de los conceptos y relaciones geométri-
cas que surgen en cada paso, a los fines de poder sacarle el mayor provecho
pedagdgico posible.
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