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En la historia del Arte y de la Ciencia, nos encontramos con una amplia
literatura referente a la razén durea. En esta literatura abundan las referencias al
diseno en la Naturaleza y en las Artes usando la razén durea, asi como interesantes
aspectos que muestran las relaciones entre ella y algunos poligonos regulares como
es el caso del pentdgono y el decigono; sin dejar de mencionarse sus relaciones
con otros objetos matemdticos como es el caso de la sucesién de Fibonacci y
en efecto, existen algunos aspectos matematicos de la mencionada razén que la
colocan en el lugar privilegiado que hoy ocupa.

La historia y la fama de la razén durea hunden sus raices en la mds remota
antigiiedad ya que aparece en la Arquitectura egipcia y jugé un papel protagéni-
co en la filosoffa de la escuela de Pitagoras. Tan pronto como los pitagéricos
asumieron el liderazgo de la filosofia griega, adoptaron como emblema la estrella
de cinco puntas; figura geométrica obtenida al prolongar los lados de un pentégo-
no regular, poligono que exhibe numerosas relaciones con la razén durea; hecho
que indujo a Miguel de Guzman a recoger la opinién, en sus “Aventuras Ma-
teméticas” [4], que ésta (y no la diagonal del cuadrado) fue el principio del fin de
la escuela pitagérica, lo que nos parece verosimil porque la razén durea origina,
como veremos mas adelante, un nimero irracional unido al pitagorismo.

La hoy conocida razén durea aparece en la proposicién 11 del libro IT de los
Elementos de Euclides [5], en relacién a la forma de dividir un segmento en media
y extrema razén. Esto significa hallar un punto C en un segmento AB de forma
tal que
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AB _ AC.
Ac T BE’
hecho que conduce a la ecuacién algebraica

2=z —-1=0
cuyas soluciones son

1+6 1—5 1

B e o

El hecho de que la proposicién 30 del libro VI de los Elementos de Euclides
también haga referencia a la razén durea da una idea de su importancia para los
antiguos griegos. En cuanto al simbolo ¢, éste aparece en el siglo XIX para honrar
a Fidias, arquitecto griego quien al parecér usé la razén durea en los disefios del

Partenén.
’ 1+ 5
El niimero ¢ =

a Leonardo da Vinci. Méds tarde Kepler afirmarfa que la geometria (euclidea)
consta de dos joyas: El Teorema de Pitdgoras y dividir un segmento en media y
extrema razoén.

Las propiedades matemadticas del nimero de oro y algunos nimeros relacio-
nados con él, han llenado volimenes, cosa que no parece ademas detenerse por
ahora. Entre estos volimenes se encuentra “La Divina Proporcién” [10] escrito
por Luca Pacioli, matematico italiano del Renacimiento que comienza por enu-
merar la riqueza de las propiedades de la proporcién durea y se detiene en la
numero trece para, segin sus palabras, rendir tributo al Divino Maestro y sus
Doce Discipulos; razén por la cual la proporcién durea también se conoce como
la Divina Proporcién.

Mais acd del misticismo y rozando aspectos més tedricos desde el punto de
vista matemadtico, Le Corbusier, famoso arquitecto del siglo XX, adopté la razén
durea para el disefio de El Modulor [9].

El hecho de que el ntmero de oro ¢ sea tal que ¢ y 7$ sean raices de la
ecuacion

se conoce como el nimero de oro designacién atribuida

—z—1=0

implica, por propiedades de las raices de una ecuacién de segundo grado, que
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lo cual a su vez implica (usemos Induccién Matematica si queremos percatarnos)
que ¢ es el uinico niimero real que satisface la relaciéon

o = "L 2, )

De esta forma vemos fécilmente las relaciones entre ¢ y la sucesién de Fibo-
nacci; una sucesiéon que nacié en la Edad Media con vida imperecedera. Si nos
concentramos en la ecuacién (*), rdpidamente vemos que (¢")nen €S una suce-
sién de Fibonacci (una sucesion en la cual son dados los dos primeros términos
y cada término a partir del tercero, se obtiene mediante la ley de recurrencia
Qn = ap—1 + ap—3); pero podemos ir un poquito més lejos: se puede demostrar
que si (an) es una sucesiéon de Fibonacci, entonces
lim %

n—00 Qp—

=g

y podemos llegar atin més lejos si seguimos los pasos de Scholfield en “Las Pro-
porciones en Arquitectura” [11]: El numero de oro es el niimero més pequefio de
la familia

{a : « es rafz positiva de la ecuacién 2> —nz —1=0, n€ N}.

Cada miembro de esta familia satisface la condicién de que si {ax } es una sucesién
formada mediante la ley de recurrencia ax = nagx_; + ax—o parak >3 yn € N
fijo, entonces,

1 ak
lim —— =
k00 Qp_1

donde « es la raiz positiva de la ecuacién 2> — nz — 1 = 0.

El niimero ¢ no es s6lo el mas pequeno sino el mas importante de la familia;
siguiéndole en importancia el nimero 6 = 1 + /2 el cual es raiz de la ecuacién
22 — 2z — 1 = 0 y estd relacionado con la sucesién de Pell (una sucesién donde
los dos primeros términos son dados y a partir del tercero se satisface la ley de
recurrencia ay = 2ax—; + ax—3). El niimero @ aparece también al estudiar las
relaciones entre el lado de un octégono regular y el radio de la circunferencia que
lo circunscribe.

Debido a que la solucién positiva de la ecuacion =0 es creciente
para n € N, tenemos que los dos mimeros mas importantes de la familia son
precisamente los mds pequenos, es decir, ¢ y 6; hecho que nos consuela con el
pensamiento de que ser pequeno también tiene sus ventajas.

Las maravillosas propiedades del niimero de oro no se limitan al Algebra y
la Geometria Elemental; de la que una buena antologia la constituye The Divine

2 —nr—
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Proportion por H.E. Huntley [6], donde ademds se nos notifica que el nimero de
oro también aparece en temas del Analisis ya que si a es un niimero real tal que

i i ()
nooo  (n+2a)"

entonces, exp(a) = ¢ ([6], p.110).
Otra ecuacion con solucién durea es la siguiente

/°° i
o A +ar)y

con 7 > 0 si y s6lo si 7 = ¢; cuya demostracién puede verse en [1]; incluso hay
articulos recientes que relacionan al niimero de oro con el conjunto de Cantor [8].
Son tantas las incursiones del niimero de oro en el quehacer matemético que
razén tuvo Pacioli en buscarse un pretexto para detenerse una vez que comenzoé a
estudiar sus innumerables propiedades.
La formula

B e

conduce rapidamente a concluir que

£
Il

hechos que como observa Kapparaff ([7]) relaciona a ¢ con el niimero 2 puesto

que

siendo ademads ¢ y 2 los tinicos nimeros que satisfacen estas relaciones.
Consideraciones como éstas nos conducen a plantearnos el problema siguiente:
Sea n € N. jExiste solucién para la ecuacién

Célculos sencillos nos conducen a la siguiente conclusién: Las soluciones po-
sitivas de (1) (si existen) coinciden con las soluciones positivas de (2)

o\
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D zl-—k=z (2)

k=n-1

las cuales a su vez coinciden con la soluciones positivas de la ecuacién

" — g™l —1=0. ®)

1
Si en la ecuacién (1) hacemos el cambio de variable = = yemos que a es

solucién de la ecuacién (1) si y sélo si % es solucién de la ecuacién

0

dyk=1 (4)

k=n

Informaci6n que se traduce a su vez en la siguiente: 3 es solucién de (4) si y
s6lo si B es solucién positiva de

"+z-1=0 (5)

si y s6lo si B es solucién de

i ¥ =g (6)

k=n+1

Resultados que se obtienen al tomar en consideracién el cardcter de serie de
potencia de (1),(2),(4) y (5) y los respectivos criterios de convergencia.
Lo hasta aqui expresado se rescata como sigue:

Teorema 1: Para o > 0 las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(a) a es solucidn de (1)
(b) a es solucidn de (2)

(c) a es solucidn positiva de (3)

(d) % es solucidn de (4)

Ve, oY



{72 Diémedes Bércenas

1
(e) s solucion de ()

il
(f) 5o solucidn positiva de (6)

Una vez expresadas estas equivalencias entre las diferentes ecuaciones en con-
sideracién, estamos listos para estudiar la existencia y unicidad de las soluciones,

Teorema 2: Para cadan € N ewiste una tinica solucidn positiva de las

nes (1)-(6). Bstas soluciones son mayores que 1 en los casos (1)-(8) y menores
que 1 en los casos (4)-(6).
Demostracién Comenzando con la existencia, al considerar el polinomio p(z) =
a" — g"~! — 1 vemos que p(1) < 0y p(2) > 0; lo cual implica que nuestras
ecuaciones (1)-(3) tienen solucién en (1,2] y ello nos lleva a la existencia de
solucién en [%, 1) para las respectivas ecuaciones (4)-(6).

Para demostrar la unicidad, apelamos a la ecuacién (4). Salvo multiplicidad,
podemos suponer que 8 > 7 y asf vemos que

si y sélo si

si y sélo si

0
k k
Spt-rt =0
k=n
si y sélo si
k k
BE=0,
lo cual contradice nuestra suposicién. n

Teorema 3:
(a) Las soluciones positwas de (1)-(8) decrecen en n.

(b) Las soluciones positivas de (4)-(6) crecen en n.
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1
Demostracién Debido a que a es solucién positiva de (1)-(3) si y sélo si 5 lo

es de (4)-(6) y que e es creciente si y solamente si }x es decreciente, basta con
trabajar la parte (b), de forma que si @ y B son las respectivas soluciones de

o o
See1y 3 e
k=n k=n+1
entonces
o o
UL
k=n k=n+1
y asi
0
a4 N (e = BR)=0
k=n+1
siy sélo si
B> ol para algin j > n 41
si y sélo si
B>a
luego, las soluciones de (4)-(6) son crecientes. ]

Otra propiedad de las ecuaciones (1)-(6) se expresa en el siguiente teorema:

Teorema 4: Las soluciones positivas de (1)-(6) tienen al mimero 1 como punto
de acumulacion.

Demostracién Si escribimos la ecuacién (3) en la forma z™ — 2"~! = 1 y to-
mamos a > 1, tenemos que a” — a™~! = a™ !(a — 1) > 1 para n suficientemente
grande y para tal n tenemos que la Gnica solucién positiva de (1)-(3) se encuentra
en el intervalo (1,a) lo cual significa que la tnica solucién positiva de (4)-(6) se
encuentra en (2, 1).

Ahora bien, si @ — 1 < € para un e dado, entonces




74 Diémedes Bédrcenas

lo cual muestra que 1 es punto de acumulacién de las soluciones positivas de
(4)-(6)-

Como las soluciones aparecidas en el teorema precedente son monétonas, po-
demos afirmar que la sucesién de las soluciones en n de cualquiera de las ecua-
ciones (1)-(6) tiende a 1 cuando n tiende a infinito. [ ]

Ahora nuestro préximo teorema.
Teorema 5: Siz" — 3"~ ! —1 = 0 tiene una raiz negativa a entonces n es par y

la] < 1.

Demostracién Esto es asi porque si n es impar, entonces (n — 1) es par y
expresando nuestra ecuacién en la forma z” — 2"~ = 1 vemos que

il — ) = (7)

y cualquier solucién negativa de esta ecuacién conduce a una contradiccién con
(3) porque siendo (n — 1) par, z"~! es positivo para todo nimero real z distinto
de cero. Asi que si « es raiz negativa de (3), entonces n es par y en consecuencia
a" >0y a” ! <0;dedonde 0 < a” =a” ! +1< 1y por tanto |a] < 1. "

Este resultado tiene su consecuencia para las ecuaciones (1) y (2), la cual es
que si « es solucién negativa de (3), entonces

Ms
D?rl’_‘

k:

n

1

diverge puesto que una serie de potencias converge si su razén es menor que 1 en
valor absoluto y este no es el caso de  cuando |af < 1.

Las raices negativas de (3) también son tnicas, (bueno, esto salvo multiplici-
dad, pero no pasard mucho tiempo hasta convencernos de que estas raices tienen
multiplicidad 1).

En efecto, hemos visto que si (3) tiene solucién negativa entonces n es par;
pero si a y 3 son raices negativas de (3), entonces a® —a"~! = g" — grlsiy
s6lo si

o — " = = gt (8)
No hay pérdida de generalidad al suponer que |a| > |3, en cuyo caso ten-

dremos, por ser n par, que a" — " > 0 y esto seria equivalente por (8) a que
o™ ' — "1 > 0y como v y # son niimeros negativos y (n — 1) es impar, resulta

Yaum: A
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que "' y A"~ son mimeros negativos de donde se concluye que || < |31
y por tanto |a| < || en contra de lo que hemos supuesto. De manera que las
soluciones negativas (y las positivas por el Teorema 2) de (3) son Gnicas salvo
multiplicidad.

Pero lo de la multiplicidad de las soluciones de (3) no constituye un gran
escollo:

Teorema 6: Las soluciones de (8) tienen multiplicidad simple.
Demostracién Si « es raiz multiple de (3), entonces n >4 y

" —a" — 1 = (z — @)?p(x)

donde p es un polinomio en la variable z; luego, derivando obtenemos que

nz""! —(n—1)a""? = 2(s - a)p(@) + (z—a)*p'(z) = (¢—a)(2p(2) + (s —)p'(z))
y asi a es solucién de la ecuacién na™ ' — (n —1)z"2 =0 y por ser n > 4,
sustituyendo  por « y dividiendo entre ™2 se tiene que
n—=1
na=n~1=>a=—n—=>0<a<l
lo cual es imposible. [ ]

Nos parece natural formularnos la siguiente pregunta: Dado que si n es par la
ecuacién z" — z"~! — 1 = 0 tiene una solucién negativa, digamos «, con |a| < 1,
;Sera posible la validez de

0
>l =1 ©
k=n

La respuesta es algo sorprendente pues si para algin n (9) tiene solucién, tal

n es pary

00 00 1
Sloff = ataff =a"—— =1
K= k=0 Lo

lo cual implica que

gnsl— g (10)
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Tomando en cuenta que « es solucién de ™ — 2"~! — 1 = 0, tenemos que

1
N n=il &
' Ha-1)=1=>a« i (11)

y comparando (10) y (11) vemos que
1+ a I
@ a—1

lo cual no es mas que la ecuacién de segundo grado a? — a —1 = 0 y esto implica
que siendo @ un nimero negativo, necesariamente @ = —L: con n = 2. Esto
significa que nuestro problema tiene solucién si y sélo si n = 2, en cuyo caso la
solucién es igual a ~\lo.

Por otra parte, si a es solucién negativa de la ecuacién z" + 2z —1 =0y [of
es solucién de 2™ — z™~! — 1 = 0, entonces por un lado tenemos que

at=l-a (12)

por ser a solucién de (6), mientras que la equivalencia entre las soluciones posi-
tivas de (1) y (3) muestran que de ser e solucién de (3), entonces

=
Zmﬂ

k=n
lo que implica que
1 il il 1 1 @
5 e e S O 13
CRI = ar |+ 1 an e ¢ Sive (L)
Comparando (12) y (13) vemos que
a
=1 =
Y &

de donde

a=l-a’!=d+a-l=0=n=2ya=—p

Estamos interesados en la unicidad de las soluciones negativas de (6), en cuyo
€aso m es par.
Si a y 3 son soluciones negativas de la ecuacién (6) con @ # 3, entonces

Yaam. &)
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a+a"=g+p"

por tanto,

@t =t o
a=p
de donde,
™ 4 o264+ I 4 Y =

lo cual es imposible porque cada uno de los sumandos de la izquierda es un
nimero negativo. En efecto, sim+k = n — 1 se tiene que am™pk < 1 pues tanto
« como [3 son menores que -1 y n — 1 es un nimero impar.

Hemos visto que a es solucién positiva de la ecuacién

si y s6lo si a es solucién de

il
- =l a=14+—
an-1

lo que conduce a la siguiente moraleja: Las potencias de las soluciones de la
ecuacién

" —g™ 1 -1=0

estdn en una sucesiéon de Fibonacci si y s6lo si n = 2; en cuyo caso las soluciones

coinciden con el niimero de oro; en general, no es dificil percatarse de que las

soluciones a de (1) satisfacen la ley de recurrencia of = o1 4 ok=",
Finalizamos nuestra exposicion con el siguiente teorema.

Teorema 7: La solucion positiva o de (1)-(6) es racional si y sélo sin =1; en

tal asoa=2 6 a= % segun el caso.

Demostracién Consideremos la ecuacién z" +z — 1 = 0; y sea « la corres-
pondiente raiz positiva. En este caso

a=1-a".
. . a
Si a es racional, entonces se puede expresar en la forma a = ~ con 0 <a < b; a

y b enteros y primos entre si. Luego, la siguiente relacién es satisfecha:
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a a™ a” al
Ezl\b—ﬂ<=>a=b—bn—_l<=>b—a=b—"j;

. - a
lo cual implica que —

es entero y esto sélo ocurre si 6"~ = 1; pues en caso

contrario, siendo que b”~! divide a a”, entonces todo factor primo de b divide a
a; lo que contradice que a y b son primos entre si, de forma que b"~! = 1; y como
a y b son enteros positivos con a < b, necesariamente n —1 =0y asi n = 1.

RECONOCIMIENTO
La idea de escribir este articulo surgi6 durante la quietud de un reposo médico;
asi, coincido con Miguel de Guzmén en que no siempre es tan malo enfermarse.

Agradecemos a la profesora Marfa Luisa Colasante las conversaciones durante
la redaccién de este articulo.
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