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1. Introduccién

Un teorema cldsico del matematico alemdn Karl Weierstrass (4], publicado
en 1885, afirma que toda funcién continua en [a, b), con valores reales, puede ser
uniformemente aproximada por polinomios de una variable real, con coeficientes
reales.

En 1937 el matemdtico norteamericano Marshall Stone [3] obtuvo una nota-
ble generalizacion del teorema de aproximacion de Weierstrass. Este teorema,
que enunciamos a continuacion, pasé a ser conocido como teorema de Stone-
Weierstrass.

Teorema de Stone-Weierstrass. Sea X un espacio topoldgico de Haussdorf y
completamente reqular. Sea A una subdlgebra de C(X). Para que A sea densa
en C(X) es necesario y suficiente que se verifiquen las siguientes condiciones:
(o) Dados z,y € X, con x # y, existe f € A tal que f(z) # f(y).

(b) Dado x € X, existe f € A tal que f(x) #0.

C(X) denota el dlgebra de todas las funciones continuas en X, con valores
reales. Siempre consideraremos C'(X) con la topologia compacto-abierta, o sea
Ia topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos compactos de X .

En 1949 el matemdtico brasileno Leopoldo Nachbin (1] obtuvo el siguiente
teorema, que puede ser considerado como una versién del teorema de Stone-
Weierstrass para funciones diferenciables.
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Teorema de Nachbin. Sea Q un subconjunto abierto de R", y sea A una
subdlgebra de C*(Q). Para que A sea densa en C¥(Q) es necesario y suficiente
que se verifiquen las siguientes condiciones:

(a) Dados x.y € Q, con x # vy, ewiste f € A tal que f(z) # f(y).

(b) Dado = € Q, existe f € A tal que f(z) # 0.

(¢) Dados © € Q yt € R", con t # 0, ewiste f € A tal que %(z) #0.

C*¥(Q) denota el dlgebra de todas las funciones de clase C* en ©, con valores
reales, o sea. las funciones f : @ — R que admiten derivadas parciales continuas
hasta el orden k. Siempre consideraremos C*(2) con la topologia compacto-
abierta de orden k, o sea la topologia de la convergencia uniforme de las funciones
y sua derivadas parciales hasta el orden k, sobre los subconjuntos compactos de
Q.

Como el teorema de Nachbin es muy bonito, pero parece ser poco conocido,
presentaremos aqui una demostracién completa del mismo. La demostracién que
veremos aqui esta basada en la demostracion original de Nachbin, pero es mucho
mds detallada. Para entender la demostracién, basta estar familiarizado con
dlgebra lineal, andlisis en R™ y topologfa general.

2. Resultados Auxiliares

Para demostrar el teorema de Nachbin utilizaremos el teorema siguiente, que
es una generalizacion del teorema de aproximaciéon de Weierstrass, y que puede
ser demostrado adaptando la demostracién original del propio Weierstrass, como
lo hace Narasimhan en [2, pags. 33-34].

Teorema de aproximacién de Weierstrass. Sea Q un subconjunto abierto de
R". Entonces los polinomios de n variables reales, con coeficientes reales, forman
una subdlgebra densa de C*(Q).

De este teorema se deduce ficilmente el corolario siguiente.

Corolario. La clausura en C*(R™) de la subdlgebra de todos los polinomios de n
vartables reales. con cocficientes reales y sin término constante, es la subdlgebra
de todas las g € C*(R™) tales que g(0) = 0.

Para demostrar el teorema de Nachbin, necesitaremos también los dos lemas
siguientes.

Lema 1. Sea Q un subconjunto abierto de R". Sea N > n y supongamos que las
funciones fy...., fx € C*(Q) verifiquen las siguiente.
(a) La aplicacion F = (fy,..., fx) : 2 = RY es un homeomorfismo entre  y

condiciones:
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Su imagen en RN,
(b) La matriz jacobiana

f
(a_‘xj(-’"))lgug‘\'.lglgn
tiene rango n para cada @ € Q.

Entonces para cada funcion g € C*(Q) y cada punto a € Q, eisten un entorno

abierto W de F(a) en RY y una funcién g € C5(W) tales que

9(z) = §(f1(@), .., fx (@)
para cada x € F~'(W).

Dem. Fijemos g € C¥(Q) y a € Q. Usando (b) y reordenando las funciones fi,
podemos suponer que la matriz cuadrada (%‘(a))l?.)s" sea invertible. Aplican-
do el teorema de la aplicacién inversa obtenémos un entorno abierto U de a en
2 y un subconjunto abierto V de R™ tales que la aplicacién (fi,..., fn): U = V
es una biyeccion, cuya inversa 1) : V. — U es también una aplicacién de clase c*.
Sea W =V x RN y definamos g € C*(W) por
G, - yn) = 90 YY1, -, Un)
para cada (yy,...,yn) € W. Entonces

g(fa(@), .., fv (@) = g 0 Y(f1 (@), ..., fu(2)) = g(z)

para cada z € U.

El lema no estd probado todavia, pues no sabemos si U = F~Y(W). Ahora
bien, sigue de (a) que F(U) es un subconjunto abierto de F(§2). Luego existe un
subconjunto abierto Wy de RY tal que F(U) = Wy N F(Q). Como F(U) C W,
vemos que F(U) = W n W, N F(Q). Como F es inyectiva, sigue que

U =F Y F(U)) = F-Y(WnW;nF(Q)) = F(WnW).
Luego W N W, es un entorno abierto de F(a) en RN y

9(@) = §(f1(@), . fx ()
para cada z € U = F~1 (W nW)).
Lema 2. Sea Q un subconjunto abierto de R™. Sea N > n y supongamos que las
funciones fy. ..., fx € C*(Q) verifiquen las siguientes condiciones:

(a) La aplicacidn F = (fi, ..., fn): Q = RY es inyectiva.
(b) La matriz jacobiana
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Of
K(‘U))ISAEN.ISJ-TH
tiene rango n para cada x € (2.

Entonces para cada funcion g € C*() y cada subconjunto compacto K de
Q, eziste una funcion § € C*(RY) tal que g(z) = §(fi(), .., fa()) para cada
z € K.

Dem. Sea Q5 un entorno abierto y relativamente compacto de K en 2. Entonces
la restriccion F|Q es un homeomorfismo entre Qg y su imagen en RV, Luego el
Lema 1 se aplica a Q.

Por consiguiente, usando el Lema 1 y la compacidad de F(K), podemos
encontrar subconjuntos abiertos Wiy, ..., W, de RY y funciones a1 € Ck(Wl)....,
9p € C"'(Wp) tales que

p
P(K)c Jw;

=1

9(x) = g; o F(x)

siempre que r € l‘"‘(W]) R0y I= st
Sea (4. ...,¢,) una particién de la unidad de F(K) subordinada al recubri-
miento (Wy, ..., W), o sea ¢; € CcHRY), soporte(h;) C W, y

para cada y € F(K).
Definamos g1..... g, € C®(RN) por g;(y) = ;(y)g;(u) si y € W, y g;(y) =0

si y € W,. Finalmente definamos g € C(RY) por

P

Gi=

=1
Entonces
» r

go F(x) =Y 5;(F(@) = 3" ¢,(F(z))g(x) = a(x)

j=1 j=1
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para cada r € K.

3. Demostracién del Teorema de Nachbin
Necesidad. Si z e y son dos puntos distintos de €2, entonces

A¢ {f € C*R™): f(z) = f(v)},

puesto que A es una subdlgebra densa de C*(R™), y el conjunto de la derecha es
una subdlgebra cerrada propia de C¥(R™). Esto prueba (a). Las demostraciones
de (b) ¥ (c) son igualmente sencillas, y las dejaremos como ejercicio.

Suficiencia. Sea K un subconjunto compacto de €2, y sea {5 un entorno abierto
y relativamente compacto de K en .

Usando (b) y la compacidad de g, podemos encontrar funciones fi, ..., freA
tales que

(1) (f1(x), -y fp(x)) # (0, ...,0)

para cada z € §2.
Usando (c) vemos que, dados z € Qy t = (t),....t,) E R", t # 0, existe g € A
tal que

i 2 i,
a(m) _,2::;‘7’) (x)t; # 0.

Esto pueba que, dado z € 2, ningiin funcional lineal no nulo en R" se anula
sobre todos los vectores de la forma

g Jg
(‘)—Xl(r) (,F"(r)).

con g € A. Luego estos vectores generan R™. Por consiguiente, para cada z € Q2
podemos encontrar funciones gy, ..., g, € A tales que los vectores
D
%)

son linealmente independientes y, por lo tanto,

(x),...,ng:‘(I)) i=l5..n)

O
drz(%(:n.x,,,\,. £0.
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Usando el teorema de la aplicacién inversa y la compacidad de ©9, podemos
encontrar subconjuntos abiertos V1., ..., V; de @ y n-tuplas (gx1, .., gkn) € A (k=
1,...,q) tales que

q
(@) Qe |V
k=1
agk:
(3) det( ( 2))1<ij<n # 0

siempre que z € Vy y k=1,...,q; y

(4) la aplicacion z € Vi — (gx1(x), .-, gkn(x)) € R™ es inycctiva para cada
15 =1L o Gl

Consideremos el conjunto compacto

a
C = xQ kaka

Sigue de (2) que z # y para cada (z,y) € C. Usando (a) y la compacidad de
C, podemos encontrar hy, ..., h, € A tales que

(5) (ha (@) oy hon () # (h1 () s B (1))

para cada (z,y) € C.
Reordenemos las funciones f; (I < i < p), g (1 < k < ¢,1 <4 <

n), h; (1 <i<7) de la siguiente manera. Escribamos

9ki = fprk-tnti (LSk<ql<i<n), hi= fragmii (1<i<7).

Sea N = p + qn + r. Entonces, usando (1), (2), (3), (4) y (5), vemos que las
funciones f,..., fn € /ivcriﬁc;m las siguientes condiciones:
(6) Para cada z € Qy, existe 1 tal que f;(x) # 0;

(7) La matriz jacobiana (g-z%(,l'))1<,<,\;|::,<,, tiene rango n para cada x € Qp;

(8) Dados z,y € Qq, con x # y, existe i tal que fi(z) # fi(y)-
En virtud de (7) y (8), el Lema 2 se aplica a Q. Lucgo existe g € C*(RN) tal
que
(9) ga) = g(fi(w), o fv (@)

para cada = € K.
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Ahora bien, sigue de (6) que la imagen de K bajo la aplicacién

F = (fay - fv) : Qo — RY

no contiene el origen. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que §(0) = 0. Aplicando el corolario del teorema de aproximacién de Weierstrass
vemos que, dado 6 > 0, podemos encontrar un polinomio P de IV variables reales,
con coeficientes reales y sin término constante, tal que

al.+...+lN
By} .0y
siempre que y € F(K) y ly + ... + Iy < k.

Aplicando la regla de la cadena un ntmero finito de veces vemos que, dado
€ > 0, podemos encontrar § > 0 tal que (9) y (10) impliquen que

(10) | (= P)w) <6

6k,+...+kn

Bxlf‘ Ok

(9(=) = P(f1(@), -, fw(@)))] < €

siempre que z € K y kj + ... + bk, < k. Esto completa la demostracién, puesto
que Po(fi,.., fn) € A.

4. Comentarios Finales

El teorema de Stone-Weierstrass que vimos en la introducién caracteriza las
subdlgebras densas de funciones continuas. Existe otra versién, mas general, que
caracteriza los elementos de la clausura de una subélgebra arbitraria de funciones
continuas.

Teorema de Stone-Weierstrass II. Sea X un espacio topoldgico de Haussdorf
y completamente reqular. Sea A una subdlgebra de C(X), y sea g € C(X). Para
que g pertenezca a A es necesario y suficiente que se verifiguen las siguientes
condiciones:

(a) Dados z,y € X tales que g(z) # g(y), eviste f € A tal que f(z) # f(y).

(b) Dado = € X tal que g(z) # 0, existe f € A tal que f(z) # 0.

Hace ya medio siglo que Nachbin publicé el teorema que caracteriza las
subdlgebras densas de funciones diferenciables, pero hasta ahora no se conoce
un teorema similar que caracterice los elementos de la clausura de una subdlge-
bra arbitraria de funciones diferenciables.
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