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Introdugao

Desde seus primordios a interagao entre fisica e matematica tem trazido a
tona resultados surpreendentes para uma melhor compreensao do mundo que nos
rodeia. De fato, Newton para formular a Teoria da Gravitagao Universal desen-
volveu o calculo diferencial e integral, Einstein fez uso da geometria riemanniana
para formular a Teoria da Relatividade Geral. Nesta ultima decada teorias tais
como o Modelo Sigma Nao Linear Super-Simétrico [5] tem gerado uma interagao
forte com teoria da intersegao, gravitagdo quantica [3], invariantes topol6gicos
para variedades de dimensao baixa (2], etc.

Por outra parte, a tarefa de fundamentar rigorosamente e validar os resultados
obtidos pelos fisicos teoricos nao é simples. Em particular é necessario desenvolver
uma teoria de integragao sobre variedades de dimensao infinita, que no caso mais
conhecido corresponde a espagos de fungées [1].

Nosso objetivo é apresentar um modelo matematico de um sistema fisico usan-
do conceitos de algebra linear para obter a fungao de correlacao de dois pontos.

Observamos que as mesmas técnicas sao utilizadas para calcular a funcao de
partigao para campos fermionicos, no lugar de campos bosonicos [4].
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A seguir consideramos duas aplicagoes a primeira é o calculo da transformada,
de Fourier de e~ 2*:2) onde H é um operador autoadjunto de R, o resultado
¢ matematicamente exato; ¢ a segunda é o cédlculo da fungao de correlacao de dois
pontos. Notamos que nesta tltima aplicagdo o resultado é rigoroso se a variedade

for 0-dimensional.

1 Preliminares

a mecanica estatistica.

A seguir definiremos algumas nogoes bdsicas inerentes
Definicao 1: Seja S wm conjunto e E : S — R uma fungao. O par (S,E)
é chamado sistema fisico. Os el tos de S sao ch dos estados do sistema
fisico e E é chamada funcao energia.

Definicao 2: Seja (S, E) wm sistema fisico.

/fl:'du

é a Fungao de Particao do sistema 0 a temperatura T (B = (kT)™! e k é
constante de Boltzman), ju denota alguma medida sobre S escolhida de maneira

que a integral acima existe.
Na verdade, em muitos casos a integral acima nao é conhecida, mas em alguns
casos, por um processo denominado renormalizagao é possivel calcular Z mddulo

fatores multiplicativos constantes.

Definigao 3: Seja (S, E) um sistema fisico. Uma fun¢ao X : S — R é chamada
um observavel fisico e sua média corresponde a:

B Ndp _ Joe PEXdp

2 Modelo Matematico Abstracto

Nesta se¢ao consideraremos um médelo matematico abstrato da situagao fisica
¢ obteremos algumas formulas rigorosas usando técnicas de Algebra Linear.
Sejam (V, <,>) um espago vetorial com produto escalar, V* seu dual e H :
V' — V uma aplicagao linear autoadjunta i.c. < Hv,w >=<v, Hw > Yv,w € V.
Considere Z : V* — R definido por Z (j) = L (p' 3 “"v')““) onde L é um
op(‘m(lor linr‘zu‘ definido sobre um certo subespago de C*(V) sujeito a condigao
L(f) = ) com f,(u) = f(u+v), para todo f e v em seus respectivos dominios.
Sob as (()Il(ll((()(‘h acima podemos verificar

viste G : V' — V tal que

Proposicao 1: Suponha que

T\
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< Hv,Gj > = j(v) Vj € Vv € V.
Entao
2(j) = 2(0) 39D, (@)
Demonstragao: Precisaremos do seguinte lema.
Lema: Com as notagoes e hipoteses acvma, verifica-se que
(H(p + Gi), 0 + Gj) = (Hep, 0) + 2j () + 5(Gy)
Demonstragao do lema:

(H(p+ Gj),p + Gj) Hso+HGJ ¢ + Gj)

Hep, o) + j(¢) +(Gj, Hep) + j(Gj)
Heo, o) + 2(p) +35(Gj)-

Continuaremos com a demonstragao da proposi¢ao 1.
Considere f : V' — R definida por ¢ — ezl

Observe que L(f) = Z (0) e

,,(f—)<n(-+m ~+G3))]

He,0)+25}—1j( (‘J))]

= ((‘J)L[ 3 {(Heye) +23))

L) = Li{fe) =

Portanto, Z (0) = Z (j) e~ 29(%9).
Definigdo: Para cada e € V* definimos
S21) = & le=o (Z (5 + e}
Proposigao 2: Com as notagoes acima verifica-se que:
< af >= pGa = aGp Va,B € V*.
Demonstragao: Observe que
3z G) = T(LIE = {L [e—.l((llo,-)ﬁ-'z_HZm)
=y [ﬁ g L {(Hs, .>+z]+2m)]

=-IL [e—g((u-,. -2;)(4 ®

={
§H<P , ) + (Hep, Gj) + (HGj, o) + (HGj, Gj)
=i
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Por outra parte, temos que

Z(j+ea) = Z(0)eztea)GG+ea))
55 Z(0)c%j(Gj)e%s(JGa+nGj+snGa)

Observe que jGa = (HGa, Gj) = (Ga, HGj) = aGj.
Portanto

) = 2(0)e¥ D) jGa ®)
De (1) temos que
=35 (52) )
= it le=o {32 ( + B)}

1
= i {‘L (C—;((u-,->+zu+em>a) }
. (8*5((Ho..>+2])ﬁ(y) !

De (2) temos que

9Z (j + eff) = Z (0) e2U+eAICG+eA) (j + eB)Gar.

da
Logo
S () = Z(0) e’ 9{(jGA)(jGa) + BGar).

Se j =0, entao L (e’%“"“)ﬂn) = 7 (0) fGa. Portanto, (Ba) = fGa = aGp.
n

3 Aplicagoes

Aplicaremos o modelo desenvolvido acima nos seguintes 2 casos:
3 <He,

Exemplo 1: Calcularemos a transformada de Fourier de e com H um

operador autoadjunto.
Considere R" com o produto escalar usual, (,) . Identificaremos R® e (R™)*
mediante a seguinte aplicacao:
R* — (R)

e — e,
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onde {e;} e {¢'} denotam a base canonica de R" e a base dual respectivamente.
Seja H:R - (R")* a aplicagio linear associada a H pela identificagao

acima.

Considere L o funcional definido pela integragao sobre R".

Assim

Z(j) = fgn e 20 gz

e i i 5
onde dz = W e dz denota a medida de Lebesgue usual em R™.
Portanto,

—L(Hee) 1~
Z/(0)l= [anerztatlds = — L

Finalmente observe que para j = i£, £ € R*, podemos definir

i€: R* o iR~R
v — (&)

Assim, temos que

~L(Hee) it g

=
[ - n..)] ©
= Z (0) e¥€(G6)

2 (i€)

onde G : (R")" = R corresponde, médulo as identificagoes assinaladas acima, a
=

Portanto,

S =cG

[e7301]" (©) = Ske

Exemplo 2: Seja (U, g) uma variedade riemanniana de dimensao n, com métrica
g ([6]). Considere o seguinte sistema fisico: S = C>(U) e

B: C°U) — R
©® - 1<Hpp>

onde H : C®°(U) — C=(U) é um operador autoadjunto definido positivo e <,>
¢ um produto escalar definido por:

<, >= [, 0(@)P(x)v,
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onde v, é a forma de volume determinada por g.

Observe que <, > na verdade, ¢ definido nun subespago de C*° (), mas, como
foi anunciado na introdugao os calculos sao levados a frente de uma maneira
heuristica.

Em relagao ao modelo matemdtico (se¢ao 2), considere: V = C®(U), H
citado acima e a = 0y, 8 = 0, € (C°(U))* definidas por 0, (¢) = @(p) € 04 () =
©(q) respectivamente.

De fato, o valor médio do observivel X : V — R definida por:

X () = Cpqlp) = w(p)e(a).

E chamada fungdo de correlagio de dois pontos.

Portanto, segue da proposigao 2, se¢ao 2 que (Cp ) = (af) = fGa.

Na comunidade fisica identifica-se cada elemento 7' € V* com uma integral,
no seguinte sentido

T(p) = [, T(x)p(x)v,.
Portanto

5 (Gog) = Jy,6,Goqu,
= fu dp (z) Uu G(z,y)dq (y) “y] Vg
=G(p,9)-

Observamos que G(p, q) é o nicleo de Schwartz, associado ao operador G [5).

Se consideramos Y = R*, H = —A, + m? e g a métrica usual,
mostra-se que

~mlp=al
e
G(p,q) = Trlp—ql *

Neste caso G(p,q) é funcao de Green associada ao operador H.

Observamos que o rigor matematico aliado ao raciocinio fisico nos permitiu
verificar um resultado conhecido, como também conjeturar a solugao de outro
problema.
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