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R ésumé. 011 dicrchc á comprendrc pourquoi la tnCmc "candil.ion diopl1anticn-
11(''' intervicnt dans l'étude de la conjugaison des <lifféomorphismes du cercle 
N. dans celle de la cohomologic de Horhschild de cert;iines a lgCbrcs prod uits 
croisés. 

ABSTRACT. \Ve try to 1111dcrstand why the same "dioplrnntine condition" 
appears bot.h in t bc study of the conjugation of the diffeomorpliisms of thP 
rircle. ;i1H.l in tlrn t of t hí' Horhschild cohomolog:y of some crosscd product ;ilge­
bras. 

1 Int rod uction . 

1.1 R ésultat d e Yoccoz. 

On clésigue p<1r O un n;el irrat.io1rncl et par Ro la ro tatio 11 corrcspoudantc du ccrclc 
'"[' = íE../2rrZ: on dit qtií' (} cst cliophantirm (011 mal ap¡>rochP pnr lcs ni/.i01mels) si la suite 
k1~ 'ne - 1 )-1 cst a croissancc Je111c; on rapp('Hc qu 'á tout difféomorphismc C00 positif 
dn ccrcle on prut. associcr son nom bre tic rolr1lio11, élémrnt du crrcle . . J.C. Yoccoz([G]), 
amCliorant un résnltat de ;-...¡_ !forma n W;J), a dt!montré ce qui suit: 

T héor Cmc. Si fe 110111b1·e de rutcil.io11 O d"li11 1lifféomorpliüme ceo posil.if rp du r;e1dc esl. 
d1011ha r1lirn. y cst C00 co11j119ué ti R0. 
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1.2 Produits cro isés. 

Soit .-1 unc algE:bre sur un corps k , (,' 1111 gronpc opé>rant dans A par automorphismes 
notés o 9 ; le produit crnisé A x 0 G cst \'ensemble des rombinaisons linéaires d'élements 
notés a E,J> o E .-l , g E G, avec le produit (a E9 ) (a1 E9·) = a o 9 (u') · E99·; si A est 
l!lunie d 'unf' topologie, on complete convcnah\cment c<' produit croisé. 

Exemples. \"otons rcspectivement 'P{'Il') et C 00 (11') l'algCbre des polynómes t rigonomé­
triques sur 1T et celle des fonctions ~ sur 11'; posons e11 (x) = e2,,.¡"7 ; toute rotation 
irrationnelle Ro définit un aut.omorphisme de ces deux alg€:bres, d 'oi1 des actions O' du 
)!;ronpe Z; l'algCbre P('Il') x 0 Z íldmet pour base les élémcnts e,,· E1: oi1 n et k sont dans 
Z . ílvec le produit 

par contre l'alg€bre C 00(1l') x.., Z, notéc trnditionncllement fa.a, est l'rmsemble des séries 

L c11 .1: e., · E1: oU la suite (c,,,i:) está décroissance raµide. 

1.3 Un calcul de A. Connes . 

. -\ . Connes [2] a calculé la cohomologie cyclique de l'algCbre .-lo et constaté que le 
ri>sultat dépcnd fondamenta!ement de la natme diphantienne ou non diophantienne de O; 
P ll f<ii t to11s les calculs d'homologie 0 11 de cohomologie d<' Hochschi ld de cette algCbre íont 
;1pparaitre le 1nCme phénomCne ~ qui, par contre, n 'apparait pas lorsque t'on considere 
l'algNm1 P (11') x 0 Z; la raison en est que, si l'on considere des suites (e,.) a support fini avec 
<'n = O. on peut toujours les multiplier par la suite (e2 ',;,,o - 1) - 1, mais que, dons le cas 
d(•s suites ~1 décroissance rapide, ce n 'est possible que si la méme suite (e2 '""'º- l)- 1 esta 
n oissance lente. Le but de ce trav.i.il est de teutcr de mieux comprendre pourquoi la mCme 
rnudition cliophantiennc intcrdent da!ls l'étude de la conjugaison des difféomorphismes 
du cNcle et dans cel\e de la c:obomologic de Hochsd1ild de l'algCbre Ao (<'n fait, de 
H 2 (/W;, ~ )). La réponsc que nous donrwrnns á cctte qucstion est la suivant e : dans les 
dC'llX CaS, Oll étudie des CSp:l.CCS d(' déformat.ionS qui Se l l'O\lVC'lll ÓlrC identiq11cS a \'ordrC' 
l . Pour cela nous ícrons appel ü la 1.h<"oric des dcformations dC' ccrtaines structures 
a lgébriques. En ce qui concernc la cohrnnolop;i<' de• Hochschild des algCbres associatives, 
0 11 pourra com:nltcr par excmple [3] ou [ l]. 

2 Déformations a l'ordre l. 

2.1 Générali tés. 

On dC~igncra toujours p.i.1~ k un corps co~11m11tatif; 11otons i.: l'annc;n1 k[li]/(h:i). Si 
.\ ' C'Sl un J.·-cspacc vectoriC'l. X di>sigrlPra lf' k-modulc _\' ~f) _\' avf'C l'opératiou extcrne 
(,\o + 11,\1 ) ·(Jo +_/1.1;1) = ..\o.r_o + h(..\0.1:1 + ..\1 :1:0). Si .\'PI 1 · so11 dcu x J.·-espares vectioricls, 
lr s applirntious Á'· linéaircs .\ -> 1· sont les appliC'atio11s clP la formr .r0 + /u1 -> /o(xo) + 
l1 (!0(J'i) + ft (.r0 )) oi1 / o et f 1 sout d<'s applications k-lir1f.a ir<'S .\' -> }", Ül' méme les 
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. 1pplkatinn" i·-bilinéaircs .\· x f" --t Z sont les applicatiOn!' el!' In forn1í' 

(.r0 + h.r1, Yo+ l1y1 ) --t / o(.ro, yo)+ h(/n(.ri . !Jo) + /o(.cn , Y1) + /1 (xo, Yo))· 

En p.11rin11ií'r, s i .4 cst u11e k-algN)l'C, 011 pí'ltl dc'finir m1C' multiplicat.ion sm A µar 

(a0 + ha 1) (bo + hbi) = nobo + h(aob1 + 01bo). 

2.2 1-déformations d 'a lgebres associatives. 

l'rw J-défomwt ion d 'unc a!gebrc assor.iativc A cst. une s t.ructurc de k-algCbre asso­
cia1iw• Mir le i -modulc A induisazit sm A la structurc de départ.. i.c., une application 
11 : . i x .-\ -t .·i de la forme 

f1(ao + ha 1, b0 + hbi) = a0bo + h(aobi + a1bo + ¡1,(00, bo)) 

olt ¡1 1 C'~t. une application bilinéirc A x A -t A . L'associat.h·it.é dC' ¡i s'écri t 

o · ¡1 1 (b,c) - 11 1 (ab,c) + Jli(a,bc) - 111 (a, b) ·e= O, 

i.C'., 

1'• E Z'(A,A). 

OC'ux 1-déformatio us ji et. ji.' son équiuufe11l.es s'il <'Xiste un(' application k-linéaire 
: .i - > .. \de> la forme1i(ao+ /w ¡) = (10 +h(a1 +u1(o0)) ,·érifia11t liojl1 = ji.0(1i.,ii); 

l!'ri Cquiva111 i1 

¡/1(a,b) - /,t1(n,b) = a · u 1(b) - u 1(ab) + 11 1(0) • li ; 

do11c ¡i 1·1 ¡i' sont équi1mle.11tes si et seulC'mcnt. si ¡t~ - p 1 C'St un cobord. Ced justifie la 

Oé Hnition. 1-Mf{..I ) = H 2 {..t , A) a li Ji2 (A, .-\) désignc le dN1xiernC' gronpc dP coho mo­
l11~i<' dC' llorhschilcl de A . 

L·~l~mcm O de ff '.!( A, A) corrcspond ;mx dc'formations elites t1111ialf·s. 

2.3 1-clé fonnatio ns de groupes d 'automorphism es. 

Soit G un groupc opérant da 11s 1111c algCbrc A par automorphismes o.9 . Muuissons 
. i dP la multiplicat.ion défi ne au uº 2. 1. Uní' 1-dé/omwtion de o est un rnorphisme de 
¡;1m1p1>s O: G -t Aut. (11) imluisaut o C'1t degré O, done de la forme 

( 1) 

on a i'f.' rit 39 (o9 {ao)) plutót que .0,(oo) patTl' que 

i) IC' fait que clrnque o."9 soit mult iplicatif rquiv;iut ;¡ fJ9 E Z 1 (A, A) = Der(A), ·i.e. 

/J9(n1<1:¡) = <1 1 ·IJ9 (u:¡)+fJ9 (a ¡) (I:¡. 
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ii) ]p foit quC' <i soit m1 morphisrne de µ;ro upt'S équ iva11t a fJ E Z 1 (G, V (A. , .-l)), i.e. 

fl!/1!)2 = Ct_q¡ o /iy~ o 0'_91 1 + {Jy, 

OC'ux l-déformations ó et c:V sont éq11ivalcntes s' il existe un automorphisrne 1i ele 
l'algébn• .-i , induisant l'identité sur A et n '.? rifiant 

(2) 

Ü l'St nécessaircment de la for me ti.(ao + hat) = ao + h(n1+111(no)} oü ll¡ E Z 1(.4.,A) et 
(2) s 'écrit 

Ccci justific la 

Défin ition. 1-déí(o) = H 1 (G, Z 1 (.4 ,A)) = prcn1ier grou pc de cohomologie d(' G dans 
ll' G-mod ule Z 1 (A , A) mun i de l'action (g, u) --t o-9 o 11 o 09 1 • 

2.4 Application 1-déf(a) -> 1-déf (A x 0 G). 

LP prod11it croisé .·l x~ G est engt•mlré lin fo in'mcnt par des éléments {o0 + lwi ) · €9 avec 
l<' proc\uit 

( (11 11 + hn i) · € 9 ) · ((a~+ ha\)· € 9 1 ) = 

Hu · n 9(a ó) · € 9 9• + /1 (no · o 9(a; ) + o 1 o-9 (o~) + (lo· fl11 (n 9 ((/~ ) )) · € 99• 

L1• 2-cotycle ¡1 1 de cen e cléfonnation cst dorrn{' par 

d"oü 11111' ap plication 

11 1(<1 · € 9 ,a' · € 9 •) = n ·/19 (n9 ( r1' ) ) · E 99· ; 

A • Z ' (G , Z ' (A. A)) -> Z' (A X 0 C: . ..l X 0 G ) 

{A(/l))(a · €11 , n' · Eri ' ) = o fj9(o ,1("' )) · E99•. 

Lc mmc. l e 2-cocyclr /\(¡J) C81. 1m cobonl si 1:1 .<H' tilr> 111r·11l 8 ·,¡ r:ci.~ tr 11 E Z 1 (..t , A) et 111w 

f'1111illr <l • élérne11ts b9 E A 11frifir111t 

byun = n ,11 {b,1, ) + b~, 

,,, 

O óm osl rat io n. 

Co 11 di1io11 s11ftisa11t(': dans Cí'S co11 ditions. A(d) í'S I lí' cobord d(• l'applica1ion U : ..t x 0 

G -+ A Xo e donné-c- par l' (n. éy) = u(o). é¡¡ + (/ ''y. é .,. 
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C'o111\i1io11 nf.rf'ss<1 ire : si /\(11) l'Sf I<' rnhorc\ d" UIJC' application 1..·: A x 0 (,' --+ A Xn G', 
1111 pt·nt p1r11d11' t•(" ) =U,, (a ) c1 b1, = C.1,,1(!). 

C orollairc. Si .-1 f'.'1l co11mmfaf.tr!t'. ru11pl1ra t1ort /l. 111d111t llUC n1i11l1c11l1011 inj1•di11c 1-
dd (o)--+ 1- dd(.·I x 0 G). 

2.5 Gas oü A = C00 (.Y). 

ki X C":.t une v<1rié-té G00 ; les autmnorphis mcs clr .-\ s 'idcntillí'nt aux difféon1orp­
his11ws ex. de X ' et les dl>ri\'at.ions <k A - aux d1a111ps ele> \ 'í'C! Clll'S c/"Q sur X. On 
pt'LLl clone rrformulC'r le 11°2.3 c11 tcrriit'S géornéniqucs: pour chaqur: !/ E G, 0 11 a un 

difféomorphi:.111<' r.p9 dl' X <'t, uu ..:h;i.mp de vcctcurs ~9 rcliós á o 9 <'t.;'¡ {J9 par 

n 9 (!)( .. ,); / ('!';'(,,.)), 09(!) ;< {9 df > 

3 R etour aux difféomorphis mes du cercle . 

3.1 G énéralit és. 

011 prl'nd iri :1 = C00 (1I'), G = Z avrc l'action ok(f)(.r) = f (x + kO) oü 8 cst 
supposéo irrntiouncl et. diophmiticn: Z 1 (A, .-1 ) s·idf'nl ifü.• i1 .-1 par l';ipplicnt.ion qui , a tout 
1li E . l. assoriC' la dérivatio n a -Jo l!i · d(/ / d.c. 

3.2 Calcul de 1-I'( Ao , .40 ) e t d e J-1 1 (G, Z 1 (..1 , .-1 )) . 

Pour rakulcr H2 (Ao, .411) , 011 pcut 11t ilisC'r soit 1:1 résolu tion project.ivc du Ao El) A~1'­
mod11lr . lg déj;1 utiliséc da11s [2J, soit la su ite spN:l r<1le C'xposÍ'C' da11s [<1]. On trouvc 
qut' lf! ( .\9,.-\g) cst de dirncnsion l. Par ólillC'urs un 1-rncyclC' {JE Z 1(G,Z 1(A, .-t )) cst 
C'111iC-rl'11wnt dPtcn1ii1lé- par sa valcur {J1 en 1 q1w nons notC'rous 111; 0 11 a en c ffí' t. 

{3,,, ; { ~I + n 1 + · 
- (n - 1 + 

si IH = Ü 

·+ n,.. _ 1 ) · 1li :>i 1n > O 
si m < O 

k pl11-; J ~t un cobord si et sculí'ment s i 111 pcut s't'crirc 111(.r ) = w(.i; + O) - w(:r ) 
ff<'<'..: E :l. :'\ot;int 1i1{l-) et W(k ) les roPllil'i1'nts df' FouriC'r de IJI (' t w, rC'd {·qni\'a1\t i1 

li (k) = (t l••(d - l ) ·W(q, (•qm1tio11 qui ;1 1111<' solution si et sC'uk•rm•nt s i 1i1 (Q) = O. i.I'., 1)1 

"t tfintt>gralt• nulk' (r o rup tC' lL'lllL d11 foil q11(' fJ l'St dioplianli<'11 ). 

Done /1 1 (G, Z 1 (.4 , A )) cst, de dimcnsiou 1, {'I 1'<1pplirn1io11 ¡\ d11 11°2.-1 PSI llll isomor­
·hbm('. 



Afai11 G11icJ1a.rdet 

3.3 Interprétation en termes de conjugaison de difféomorphismes 

.-\ ppelons l-tléformat.ion du difféomorphisme Ro t011t difféomorphisme 'Plt de Y de la 
forme 

ol1 W E C 00{'1!') et oll h est un nombre réel suffisamment petit pour que <.p~(x) >O pour 
tont :i: . Disons que dcu:x 1-déformations rp¡, _11 (:1:) = x + () + h · '11,,(x), 11 = 1,2, sont 
éf¡itivalentes s'il existe w E C00 (1!') telle que l'on ait 

'Pi. .2 =(id + hw) o 'Ph.l o (id + hw)- 1 mod h2 ; 

cctt.e condition s'écrit 

w2 (") - w,(x) = w(x + B) - w(x). 

011 peut done intcrpréter H 1 (G, Z 1(.4, .4)) comme un cspace 1-déf(Ro) - idée confortée 
par le fait que \'automorphisme ó· <le A correspondant a <.pi. (cf. (1) avec a 1 =O) est 
donné par 

a,(a)(x) = a(.,i. (x)) = a(x +B+h <V(x)) 
= a(:1; + 8) + h · a'(x + B) · W(x) mod h2 , 

i.I' .. le 1-cocycle f3 de cette déformation est don né par {31 (a) = W .da/dx . 
.\lont rons enfin que, si W est d ' intégrale nullc, le nombre de rotation p(¡p1,) est égal a B 

'";1 \'ordrc l " . Rappelons que p(rp1i) est dCfiui ¡mr p{rpi.) = lim ~ ¡pí:(O) . 
n--t+oo n 

On a facilement 

:1: + nO 

IJl (:i:) + 1fi (:1: + fJ) + + W(x + (n - 1)8) 

~ ~ i;.i~ (O)I"=º = ~(W(O) + tll (O) · + + lf!((11 - 1)0)) 

= ~1 (Q) + ~ L ~• (J.:) (,,2,.,h o _ l)/(e2";1;0 _ I ) 

L· ;;lO 

L"lili:<aru il nom·cau le foit q ue () C'st d iopha111 iP11 l'I <p1C' 1j1 (0) = O, on ohLient 
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f't r·cst ce qui permet d 'écl'ire 

p( i.p 11 } = B i1 !'or<lrc l. 

Referencias 

[l] H. Cartan a nd S. Eilenber g, Homologicnl 11lgebm , (Princetoll Univ. Press, 1956). 

[2] A. Connes, No11-com11mtalive d-iffáenl,ú1l gcom elry, (Publ. IHES, t. G2, 1985, p. 
41-144). 

[3] A. G uichardet, Cohomologie des gmupcs lopologiqu es et des alg€b1·cs de Lie, 
{CEDIC-:"./athan, Hl80). 

[-1) A. Gu ichardet , Suil.cs spcclrnles tl fo Hochscliilcl-S en-e pour les pmclnils cmüés d' 
olgébrcs et de grnupes (A parilltre). 

[il] M. Herman , Sm· la co11fn9ai.rnn dij]érentia.ble dr.s difféomo17Jh.ismes d?t ce1de rl des 
rotatio11 , (P11bl. IHES, t. 49, 1979, p. 5-233). 

!G] J.C. Yoccoz, Conj1t9aison différnntiablc de.~ clifféomo17Jhismcs du cc1de rlont le 
1iombre de mi.ni.ion vérifie une comfüion di¡Jlumtie1111 c. (Ann. Sci. Ec. Nonn. Su¡:>., 
l.i 7, 198-1, p. 333-359). 


