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INTRODUCCION

En la modelacién de numerosos fenémenos fisicos que tienen aplicaciones en Inge-
nierfa , las Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP), lineales y no lineales , cons-
tituyen una herramienta matemdtica muy til, que permite la descripcién de los
fenémenos y el estudio de los problemas relacionados.

La teorfa asociada a las EDP es bastante compleja , y su desarrollo ha dado lugar
a importantes aplicaciones . Este trabajo tiene como objetivo mostrar algunas de
estas aplicaciones considerando un problema eliptico con valores en la frontera de
gran importancia en Mecdnica de Sélidos : el Sistema de Elasticidad. Este problema
consiste en un conjunto de ecuaciones que describen los pequenios desplazamientos de
un sélido eldstico debido a las deformaciones, contracciones y fuerzas aplicadas. La
Teoria de la Elasticidad se ha dedicado a estudiar este tipo de fenémenos, relativos
a la mecénica de cuerpos sélidos, y se fundamenta en las ecuaciones establecidas por
Cauchy y Poisson en la década de 1820 [3]. El lector para profundizar en detalles
técnicos puede consultar [1].

Conocido el problema, se entregan algunos resultados sobre Espacios de Sobolev y
sus propiedades aplicadas a la Formulacién Variacional , lo cual nos permite plantear
un esquema de solucién débil o generalizada. Se estudia la existencia , unicidad y
en algunos casos la caracterizacién de este tipo de solucién en espacios funcionales
adecuados . Ademas se entregan al propiedades de ap i6n de sol
basadas en el Método de Galerkin.
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1 Motivacién: EI Sistema de Elasticidad

Sea 0 un subconjunto abierto, acotado y conexo de IR”, de frontera I', C'' por partes ;
I’y una parte de I' con medida superficial estrictamente positiva y I'y el complemento
delpen .

Consideremos un sélido eldstico homogéneo e isétropo, que se encuentra sometido
a una densidad volimica de fuerzas f en Q y a una densidad superficial de fuerzas
g sobre I'y. D os por @ los despl i del sélido, los cuales son fijos y
nulos sobre Iy (ver Figura 1.1).

Figura 1.1
Suponiendo despl 0s pequenos y aplicando la Ley de Hooke, obtenemos
la ecuacién constitutiva
o4 (W)= A (V o @)bij+2uei;(T), 1<i,j<n; (1.1)

donde £,,(%') denota el tensor de deformaciones definido como
& ()= %(%+%«;}). 1<i,j<n; (1.2)

Y oy (W) denota el tensor de esfuerzos. En (1.1) Ay u son constantes llamadas
constantes de Lamé , que verifican A > 0, u > 0.
En virtud de la sequnda ley de Newton, se tiene la ecuacién de equilibrio

Veo; (W) +fi=0 enQ (1.3)

Y en la frontera

=l

=0 enly (1.4)
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oo =7 enly (1.5)

donde 7’ es el vector normal a Iy , dirigido hacia el exterior de Q.

g Asi, obtenemos el siguiente problema de valores de contorno: Dadas las funciones

F=(f1, oo s fa) de (L2(Q)"y G =(g1, .- ,9n) de (L?(T1))", hallar una funcidn

W =(uy, ... ,un) solucién de
90—
i(T)+ fi=0 en Q, (1.6)
Ty
w;=0  sobre Iy, .7)
n
Shoii(@)n; = gi  sobre Ty, (1.8)

para todo i =1, ... n.

2 Resultados sobre Espacios de Funciones

Definicién 2.1 Sea © un subconjunto abierto de IR". Denotamos por C° () o
D(R) el espacio de todas las funciones f :  —Cque son infinitamente diferenciables en
Q y que tienen soporte compacto en 2 . A menos que se haga explicito, se considerard

2> R.
Ejemplo 2.1 Consideremos la funcién ¢ : 2 — IR definida por :

So(l_)={exp{[;_—ﬂll;;_—r,} silz—al <,
0

silz—a|l >,

donde [y| = (S, y2)?, es la norma euclideana de y en R™.
Notacién Sia= (aj, ... ,a,)€ N" es un multi-indice,
5\« 5\ olal
g = (9 N OTR N R o R

T (61‘") EFRECEC onde |a| =a; +... +a
Definicién 2.2 (Convergencia en C2°(R2)). Sea (pn),, una sucesién de C¢2 (), se
dice que @, — 0 en C§°(f) si (i) el soporte de p, estd contenido en un compacto
fijo K de Q ; (i) 8°¢, — 0 uniformemente sobre A, cuando n — oo y a € N™.

Definicién 2.3 Se define el espacio D’(R2) de las distribuciones sobre € como el
espacio dual de D(f2), es decir, el espacio de las formas lineales continuas sobre D(2).
La continuidad se define como dada ¢, — 0 en C§°(2) entonces, p(pn) — 0 en @

con p €D'(Q).
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Definicién 2.4 Sea ©2 un abierto de IR". Denotamos por L*(2) el espacio de
las funciones de cuadrado mtegrable sobre Q relativa a la medida de Lebesgue dz =
dz,...dx, en IR".

Se puede mostrar que L*(Q) es un espacio de Hilbert con el producto escalar:

< f, 9>2= [af(z)g(z)dz.

La norma correspondiente || f||3 = < f, f >2= [o | f(z) |*dz.

Definicién 2.5 Dada f € L*(R), se dice que & f € L*(Q) en el sentido distribu-
cional, si existe g€ L*(Q) tal que

— [ f dipdz = [ gpda Y ¢ € C§®(R), v seescribe 8; f :=g.
Ejemplo 2.2 Considere la funcién:

T 0<n<l,
f(z)‘{l <,

con = (0,2). Bs fdcil probar que f’ € L*(2), donde

s DAL e < 1,
f(”)"{o en <

En general , dada v € L*(Q) no siempre ¢/, en el sentido distribucional, estd en L(Q),
lo cual nos lleva a introducir el espacio de Sobolev,

HY(Q) = {v € L}(Q) : v' € L}(Q)}, (2.1)
dotado del producto escalar
<u, v > 1= [q[uvt < Vu, Vo >dz (2.2)
y la norma asociada
lvl}=< v, v >, (2.3)

A continuacién se da la propiedad fundamental del espacio H'(R) que motiva su
introduccién.

Teorema 2.1 El espacio H'(R2) es un espacio de Hilbert con el producto escalar
(22).

Demostracién. Sea (v,) una sucesién de Cauchy en H'(Q), entonces (vy) y
(k), 1 < i < n son sucesiones de Cauchy en L?(Q2). Como el espacio L*(Q) es
completo, existen dos funciones v y v; ,1 <i < n , tales que
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vm— v en LX(Q), (2.4)
%":'-:l — v enL}Q),1<i<n. (2.5)
Podemos verificar que v; = 2 en el sentido de las distribuciones sobre Q. En efecto,

oz
por la continuidad de la inyac’cién canénica de L*(Q) en D'(R), se deduce de (2.4) y

(2:5)

vm— v en D/(Q), (2.6)
%“;f -y enD(Q),1<i<n. (2.7)

Aplicando la continuidad de la derivacién de D'(Q2) en D'(R2), (2.6) implica

G, e D/(Q), 1<i<n, (2.8)

y en virtud de la unicidad del limite en D’(£2), se concluye de (2.7) y (2.8)

w=g 1<i<n.

Asi, t%_ es una funcién de L*(Q), 1 < i < n, y por tanto v pertenece a H'(f). Luego
vy, tiende a v en H'(Q) y queda mostrado asf que H'(R) es un espacio de Hilbert. m

Teorema 2.2 El espacio //'(§) es separable, es decir, existe un conjunto enumer-
able denso en #'(Q).

Demostracién. Consideramos dos resultados generales: el producto de dos es-
pacios separables es separable; si E es un espacio métrico y si F es un subconjunto
cerrado de E, entonces separabilidad de E implica la de F. En efecto, si (e;,) es una
sucesion densa en E, la sucesién (f,,) , con fy, proyeccién de e, sobre F, es densa en
F.

Se introduce el espacio (L*(€2))""! dotado de la estructura natural de espacio de
Hilbert, y se define la aplicacién

o

Jivr— ["-:_;“,' R =
de H'(Q) en (L3 Q)"+ .
La aplicacién J es isométrica:

[lvll2 = llvllx

de donde H*(Q) se identifica con el subespacio cerrado J(H*(Q)) de (L*(Q))"*1.
Como (L*(9))"*" es separable se deduce que J(H'(2)) es separable, concluyendo asf
el resultado. -
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Como una generahzncnéu del espacio H'(Q) se define el Espacio de Sobolev de
orden m sobre Q:

H™(Q) = {v € L}Q), 8% € L*(Q), | a |< m},

dotado del producto escalar

<UL US> =fo {)3|a|5m 0°udv} dz (2.9)

y su norma correspondiente
ol =< v, v >m.
Al igual que para H'(f), se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3 El espacio H™(f) es un espacio de Hilbert separable con el producto
interno (2.9).

Definicién 2.6 Se denota por H}() la adherencia de D(Q) en H'().
En el caso particular de Q =IR", el espacio D( IR™) es denso en H'(IR™).

Definicién 2.7 Se denota por D() el espacio de las funciones infinitamente difer-
enciables y de soporte compacto en Q. Esto significa que una funcién pertenece a D(2)
si es la restriccién en Q de una funcién de D(dJ), donde 9 es un abierto de R™ que
contiene a

Finalizamos esta seccién dando algunos resultados clésicos que serdn utilizados
posteriomente, entre estos la desigualdad de Poincaré y las identidades de Green, que
nos ayudardn a deducir la formulaciones variacionales respectivas y sus propiedades.
Teorema 2.4 (Teorema de la Traza). Sea Q un abierto acotado de IR™ de frontera
I', C* por partes. Entonces D(R2) es denso en H'(Q) y la aplicacién o : v 1— yov =
v |p de D(Q) en C°(T') se prolonga por continuidad en una aplicacién lineal continua
de H'(Q) en L*(T") que se denota 7o.

La aplicacién v, asf definida es llamada aplicacion Traza y su valor yov para una
funcién v de H'(Q) se denomina Traza de v sobre T.
Demostracién. El lector puede consultar [4]. [

Como consecuencia del Teorema de Traza , damos la siguiente caracterizaciéon del
subespacio H{(Q) de H'(R).
Teorema 2.5 Sea © un abierto acotado de R™ de frontera I, C'' por partes.
Entonces /#3(Q) es el nicleo de o, aplicacién traza de H'(Q) en L*(T'), es decir,

H{(Q) = {v e H(Q); v |p=0}.

Teorema 2.6 Sea { un abierto acotado de IR™ de frontera I', C'! por partes. En-
tonces la inyeccién canénica de H'(Q) en L*(Q) es compacta, es decir, todo conjunto
acotado de H'(Q) es relativamente compacto en L3(Q).
Demostracién. El lector puede consultar [4]. u
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Este resultado de compacidad nos dice que dada una sucesién acotada de funciones
en H'(Q), es posible extraer una subsucesién convergente en L*().
Teorema 2.7 (Desigualdad de Poincaré). Si Q es acotado, existe una constante
C =C(Q) > 0 tal que
i
Vv e HY(Q), vl < C@) (T I12213)* -

Demostracién. Consideremos la funcién v € D(Q) y su prolongacién v a cero
fuera de Q. Se puede mostrar que ¥ es una funcién de H'(IR"). Como § es acotado
podemos suponer que esté contenido en la banda a < z, < b. Hacemos

@ = (o, @p) , 2’ = (¥1,..., Tn-1),
y asi podemos escribir

() = / % ;T"(x‘, t)dt.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos,

sy 200 081 ) 2
|U(.t,z,,)|75(z,.—a)/; et |2d1<(1"—a)/ (x £) |2 dt.
Asi
B : av
/“"_l | 7 (', @a) |* da’ < (zn — a) sy | é—z—nlzdz
¥

/w‘ ]ﬁ]’dx:/ﬂb (/;R"»‘ 9(a, @n) I dx') dz, < %(h—a)z/;m | Bif: |? dz.

Obtenemos asi la desigualdad
llvld < 3 (b= a)* 2413 Vve DQ)
y por densidad de D(Q) en [}(Q) , se obtiene la misma desigualdad para toda v €

HY(Q). [ ]
Corolario 2.1 Si Q es acotado, la seminorma

vh= (S5 ||7) ;

es una norma sobre H}(Q) equivalente a la norma inducida por || - [[i.

Teorema 2.8 (Formula de Green). Sea © un abierto acotado de frontera I, C'!
por partes. Entonces, si u y v son dos funciones de H'(R2), se tiene
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il
/‘;a—:‘udz=—/nu:—;:id1 +/;\uvv}.da4 | st (2.10)

donde n; es el n-ésimo coseno director de la normal n a T dirigida hacia el exterior de

Demostracién. Si u (respec. v) pertenece a H'(Q), aplicando la primera parte
del teorema 2.4, existe una sucesion (un,) (respec. () de D(Q) que converge a u en
H'(Q), (respec. a v en H'(Q)). Para las funciones uy, y v, de D(Q2) se tiene

a

B‘:'v,dr /uma—xdz +/u.,.u,ry,dn, 1<ign,
y de aplicar la segunda parte del Teorema 2.4, en el limite se obtiene (2.10). -
Teorema 2.9 Dado un abierto (2, acotado y de frontera I', C'! por partes, la apli-
cacién v — Fv = (yov, Mv) = [v e, % |r] de D(N) en L*(I')x L*(T) se prolonga
en una aplicacién lineal continua de H*(Q) en L*(I')x L*(T).
Demostracién. Aplicando el Teorema 2.4 se puede definir la traza ypv = v |p
de v € H*(Q). Como b”—“,l < i € n, es una funcién de H'(R), ta.mbién se puede
definir la traza o (é‘ﬂ) = Dx‘ ley 3— |r estd en L*(T'). Luego la funcién m |r estd
definida en L*(I'), como producto de una funcién de L=(I') por una funcién de A5,
de manera que la derivada normal

Bv z":
R 8:
estd definida como una funcién de L’(F), Queda asi demostrado el teorema. L]

Como consecuencia de los teoremas 2.8 y 2.9 se tiene el siguiente resultado:
Corolario 2.2 Suponga que § es un abierto acotado con frontera I'; C''por partes.
Para toda funcién u € H*(Q) y toda funcién v € H'(Q), se tiene la formula de Green

= [(Bw)vdz =T, [o g:"%‘dz -Ir %uda. (2.11)

3 Formulacién Variacional

Con el fin de ilustrar las propiedades de la Formulacién Variacional consideraremos
el problema de Dirichlet :

Sea 0 un abierto acotado de IR", con frontera I', C'* por partes. Dada una funcidn
J € L*(), hallar una funcidn u definida en Q y solucidn de

—-Au=f enQ, (3.1)

u=0 sobrel. (3.2)
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Suponemos que la solucién u del problema (3.1)-(3.2) es lo suficientemente regular,
por ejemplo u € H?(Q), Multiplicamos ambos lados de la ecuacién (3.1) por una
Juncion test v € H}(Q) e integramos sobre Q, obteniendo

- [ @) v = [ fuds.

Utilizando la férmula de Green (2.11) y teniendo en cuenta que v |p= 0 tenemos,

2 du 81}
ZAam - ‘_//vdz Vv e HY(Q) (3.3)

Ademds por (3.2) y por el Teorema 2.5 , concluimos que u € H} ().

Luego, nuestro problema se transforma en: dada una funcion f € L*(Q), hallar
una funcion u € H}(Q) que verifigue (3.3). Esta nueva forma de plantear el problema
corresponde a la formulacion variacional de (3.1)-(3.2).

Observamos que toda solucién v suficientemente regular de (3.1)-(3.2), es solucién
del problema variacional. Rec{procamente, una solucién u de H}(Q) es solucién de
(3.3) si y solamente si

Adu 9.
Vo € D(), Z/a:a: z—//wdx

ya que por definicién H}(Q) es la adherencia de D(Q) en H'(Q). Podemos decir
entonces que si u verifica (3.3), la expresién (3.1) se verifica en el sentido de las
distribuciones sobre Q. Finalmente como u € Hj(Q) se tiene (3.2) en el sentido del
Teorema de Traza sobre I'.

3.1 Existencia y unicidad de solucién

Nos abocaremos ahora a estudiar la existencia y unicidad de solucién para un
Problema Variacional abstracto, y para tal efecto nos ubicamos en un marco general,
considerando
(a) un espacio de Hilbert V (sobre IR) de norma || - ||;

(b) una forma bilineal (u, v) — a(u, v) continua sobre V' x V es decir, existe una
constante M > 0 tal que
VueV,YveV, a(u,v)< Mulllv);
(c) una forma lineal v — L(v) continua sobre V', es decir, un elemento L del dual
(topoldgico) V' de V' que estd dotado de la norma dual
I L(v) |

[IL]] = supyzo TR
Luego, podemos considerar el problema variacional general, que a partir de ahora
llamaremos problema (P): hallar w € V' tal que
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VveV, a(u,v)=L(v)

Antes de enunciar el Teorema de exi ia y unicidad de solucién para el problema
(P), | Itados que serdn utilizados en su demostracion.
Definicién 3.1.1 Dado un subconjunto S de un espacio de Hilbert
(V,< ., . >v), se define el ortogonal de S, y se denota S*, como
Sti={zeV:<z,u>y=0 VveS).

| Teorema 3.1.1 (Teorema de Descomposicion Ortogonal). Sea U # {0} un sube-
spacio cerrado de un Hilbert V. Entonces para cada z € V existe v € U y w € U™ tal
que z = v+ w . Esta descomposicién es tinica.

Corolario 3.1.1 Sea U # {0} un subespacio cerrado de un Hilbert V. Entonces
existe jEV, 7 #0, tal que j € UL,

Teorema 3.1.2 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea (V,< ., >y) un
espacio de Hilbert. Entonces, para cada L € V' existe un tinico y € V tal que

Llv)=<y,v>y VveV, (3.1.1)
y ademis
I Zllve = llyllv - (3.1.2)
Demostracién. El lector puede consultar [2]. L]
En virtud del anterior pod i ducir la sigui plicacién , llamad
aplicacion de representacion de Riesz,
R: V' =V
T R0, (3.1.3)

donde RL es el Ginico elemento de V' tal que
L(v) =< RL,v >y VveV.

El operador asf definido es un isomorfismo isométrico puesto que es lineal, biyec-
tivo y ademés |RL|ly = ||L||y» para todo L € V' . Luego, estas propiedades de
R una forma equivalente de enunciar el Teorema de Representacion de

Riesz.
Definicién 3.1.2 La forma bilineal a(-, -) se dice V-eliptica o coerciva, si existe
una constante a > 0 tal que

YueV, a(v,v)2alelf.
Teorema 3.1.3 (Lema de Laz-Milgram). Sea (V,< -, . >,) un Hilbert y sea
a : VxV — R una forma bilineal acotada y V-eliptica. Entonces, para cada L € V',
existe un tinico u € V tal que a(u, v) = L(v), Vv € V. Ademis,
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lwllv < ElIE(lve, (3.1.4)

donde a > 0 es la constante de V-elipticidad de a(-, ).
Demostracién. Dado que a(-, +) es acotada podemos definir el operador lineal
A:V — V' tal que para cada v € V| Av € V' se define como
Av(w)i=a(v,w) YweV.
Es claro que A es acotado pues,

a(v, w
vl o= sup LA < g,
ofw [wllv
Asi, A : V — V' es lineal y acotado, y ||A|| € M , donde || - || denota la norma de A .
Ahora , si R:V' — V es la aplicacion de rep ion de Riesz definida en

(3.1.3), nuestro problema equivale a : Hallar u € V tal que
Au(v) =< RL,v >y VveVW.

O equivalentemente: Hallar v € V tal que

RAu = RL.
Finalmente definiendo el operador lineal A := RA : V — V ilustrado en el siguiente
diagrama

A
Vv — Vv
A iR
v

formulamos nuestro problema como : Hallar u € V tal que
A u=RL.

De este modo, la demostracién del teorema se reduce a probar que A es un operador
biyectivo . Primero notamos que por la V-elipticidad de a(-, -), se tiene

allvfl}y € a(v,v) = Av (v) < [|Av]lvflully .
esto es

allolly < Al = [RAv|ly = [|Av]ly,
o bien

allullv < || Avllv YveV. (8.1.5)

A partir de (3.1.5) tenemos que A es inyectivo. Para mostrar que Aes sobrei'ectivo,
primero probamos que A (V) es un subespacio cerrado de V', luego que AV)*={0}
y por iltimo aplicamos el Teorema de Descomposicién Ortogonal-

Sea {vn},ex € V tal que A(v,)— w € V cuando n — +00- Usando (3.1.5) se
obtiene que

allvn = vmllv < || A(va)=A(vm)liv
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lo cual indica que {v,},.y es de Cauchy en V' y por lo tanto converge a un elemento
v & V. Por otro lado, por ser*A continua tenemos que A (v, )—A (v) cuandon — +00,
y por la unicidad del limite se concluye que w =A (v)e A (V). Asi A(V) es cerrado.

Sea v €A(V) *, entonces

0=<A(v),v >y= Av(v) = a(v,v) > a|lv|} ,

de donde v = 0. Esto prueba que A (V)* = {0}. Luego, la sobreyectividad de A
resulta de aplicar directamente el Teorema 3.1.1.

Por iltimo, de (3.1.5) se deduce que
allullv < [|A ullv = IRLllv = || L]y,

y por lo tanto [[uly < 2||L|lv/. Se completa asf la demostracién. L]
Observemos ahora que si a(-, +) es simétrica, es decir,
YueV,YweV, a(u,v)=a(v,u),

finid.

ir un funcional cuadrético di para todo v € V por
J(v) = %a(u,u) — L(v)

y en este sentido logramos una caracterizacién de la de nuestro p

(P), al considerar el problema de minimizacién: encontrar u € V tal que

1 11

J(u) = min yev J(v). (3.1.6)

Teorema 3.1.4 Suponga que la forma bilineal a(-, -) es simétrica y V-eliptica.
Entonces el problema (3.1.6) admite una solucién tinica u € V, que corresponde a la
solucién del problema (P).
Demostracién. Sea u € V la solucién del problema (P) y sea w un elemento
cualquiera de V ; de la simetrfa de a(-, -) tenemos

J(u+w) = J(u)+ {a(u, w) = L(w)} + Ja(w, w),
¥ como u es solucién del problema (P)

J(u+w) = J(u) + {a(u, w) = L(w)} + Ja(w, w),
luego, de aplicar la V-elipticidad de a(-, -),

J(u+w) 2 J(u) + §llwl?
Se obtiene asi, que
VYveV, v#Eu=>J(v)> J(u),

lo cual completa la demostracion. -

0 N
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Ejemplo 3.1.1 Volvemos ahora & nuestro problema de Dirichlet (P). Su formu-
lacién variacional estd dada por la expresién (3.3), donde V = H3(Q), con la norma
lell = flefly .

du 3u

B Z/naz. Az,
L(v) = /n fvdz.

Claramente tanto a(-, ) como L(-) son continuas sobre H}(Q) x H{(Q) y H(Q)
respectivamente, pues se tiene

lau, v) <] w1 v < Jullfivll-
[ L) [ N ll2 el < 1702 1ol

Ademads aplicando la desigualdad de Poincaré tenemos
1 2

Vv e Hy(Q), afv,v)> W"""r
Luego, por Lema de Laz-Milgram concluimos que existe una tnica funcién
u € H}(Q) tal que

2 du v
1 =

Vo e HA(Q), Z/ ot —//ud.:.
Como a(-, -) es también simétrica , en virtud del Teorema 3.1.4 podemos caracterizar
la solucmn u de nuestro problema (P) , como siendo aquella funcién u que minimiza
el funcional cuadrético

v)—~2/] |7d;r:—/jtdx

sobre el espacio H{(Q).

4 El Sistema de Elasticidad

En esta seccion realizaremos un andlisis del problema de nuestra motivacién, desde
el punto de vista del estudio de existencia y unicidad de solucién débil aplicando los
resultados de las secciones anteriores.

Consideremos Q un subconjunto abierto, acotado y conexo de IR", de frontera
[, €' por partes ; I’y una parte de I' con medida superficial estrictamente positiva y
[y el complemento de I'g en T,

Se tieme el problema siguiente: Dadas las funciones f =(fy, ... Jn) de
(L))" v 7 =(a1, ... L gn) de (L*(I))", hallar una funcidn @ =(u,, ... , 1,,) solucién
de
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Z a(,(u)-l- fi= en Q, (4.1)
ui=0 sobre Iy, (4.2)
n
Y 0ij(W)n;= gi sobre Ty, (4.3)
=1
para todoi=1, ..., n , donde
Ou;  Bu
Eu(“)—*(a;; 5:)' 1<i,j<n; (4.4)
0y (W)= A (ZEM(T"))%"W#EU(V) ST (4.5)
kel

con Ay 4 constantes que verifican A > 0, p > 0.
Consideremos los espacios (L*(Q))" y (#'(2))" con las normas asociadas
Il = (S D)
17l = (Sl
y definamos el espacio
V= {v € (H'(Q))": ¥ =T sobrelo}.

Enunciamos a continuacién un resultado particular que admitiremos y que nos
serd 1itil al momento de verificar las propiedades de nuestro problema variacional,
Teorema 4.1 Sea Q un abierto acotado y conexo de R"de frontera I'; ¢'* por
partes. Entonces existe una constante Cp > 0 tal que

n
Yo eV, X lleg(@)i = Coll il (4.6)

(=1
Demostracién. El lector puede consultar [4]. .

Del Teorema anterior, tenemos que la aplicacién
i
Z [lew (7" )Ila)

ig=1
s una norma sobre V' equivalente a la norma || - |[;.

Consideremos ahora la siguiente forma bilineal continua
n
w,7)=3 / 43()ey(V)dz
ig=179
0 equivalentemente

o(@,7) = /’ ( 811;‘) (kz 8"k)d;+2p i /ns"‘(ﬂ)e”(?)dz‘ .7
ig=l

ket 07k
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Por Teorema 4.1 concluimos que a(:, -) es V-eliptica , pues
VT eV, ofT,7) > 2uColl T3

Ademds por las caracteristicas de la frontera T', la aplicacion traza T |p,es continua
de (H'(Q))" en (L3(Ty))".
Consideremos el siguiente funcional:

5
L@ =2(//,-.,,dx+/ g.u.dﬂ),VTJ‘EVA
=1 WA r

Por lo tanto, aplicando el Lema de Lax-Milgram, existe una tnica funcién @ € V,
solucién de

Vv ev, a(?,?'):i(/;j.-v‘dz+/r g.vida). (48)
i=1 1

Ademds como la forma bilineal es simétrica (se ve directamente de (4.7)), podemos
introducir el funcional cuadrético

)= %‘Ji:l/na,,(?)s,v](_u')dr —g(Lf,v.dz-&A‘ gw,da),

que en virtud del Teorema 3.1.4 tiene solucién tnica caracterizada por

V)= mianE‘,J('lT).
Finalmente nos resta interpretar la formulacién débil (4.8). Primero observamos
que
VT eV, 0y(?)=0x(7),
de donde
@,7)= 3 [ ou(w) (49
a(w', v _,J=| na.] U oz, lx. .9)
Tomando ¥ € (D(Q2))", de (4.8) y (4.9) concluimos que
= (@)= fes (4.10)
;slaxl e

en 2 para cada 1. en el sentido de las distribuciones. Luego en (4.8) tenemos

VT eV, oW, T)=- i:/r;(%"u(ﬁ')) vedz ‘i[. gvido. (4.11)
y ]

ig=1 =l
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Reciprocamente, toda ' € V que satisface (4.10) y (4.11) es la solucién de (4.8).
Por tltimo, formalmente, via férmula de Green (Teorema 2.8)

Z / ay(@ )—dz =- 2 / ( —oy(T )) vdr + Z /ﬂ‘]( o' )vin;da,
y In relacién (4.11) concluimos, formalmente que

Vv ev, Z/ (er.,(u)r,, g.)vda-o

i=1

de donde "
Y oy(W)ny =g sobrel, 1<i<n.

Jm=1

Por lo tanto se tiene resuelto el problema (4.1)-(4.3).

5 El método de Galerkin

Consideremos un espacio de Hilbert separable V, una forma bilineal a(-, 1) : V x
V — R acotada y V-eliptica , y un funcional acotado L € V'. Por Lema de Laz-
Milgram existe un tinico u € V tal que
a(u,v) = L(v) VeveV.
Llamaremos (P) esta abstraccién.

Nos interesa encontrar un pr {imi de aproxi i6n de solucién para el pro-
blema (P) y para tal efecto consideramos una sucesién de subespacios de dimensién
finita V,, € V, y pl los sigui probl: (P.): Hallar u, € Vi, tal que

a(un, vn) = L(va) Vo €V,

Sin pérdida de generalidad, pod p que la di ion de V, es n. Esta
idea de reducir el problema original formulado en el espacio de dimensién infinita V,
A una i6n de probl dlogos en los subespacios de di i6n finita V,,, se

conoce con el nombre de Método de Galerkin [2]. El objetivo serd determinar los V,
que al menos cumplan la siguiente propiedad

Jim [lu — ually =0.
Afirmamos que (P,) se reduce a un sistema lineal de ecuaciones. En efecto, sea
{er.. . .e,) una base de V,,. Entonces, existen escalares ay, ..., a, tales que
n
Uy = Za, ej.
=1

Luego, (P,) consiste en : Hallar a,,...,a, € R tales que
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iaja(ej,1l,.) = L(up) Yo €V,

=1
o equivalentemente: Hallar ay,...,a, € IR tales que
Yhoajales, &) = Lie)  Vi€{l,.. n}. (5.1)

Asi usando notacién matricial la formulacién (5.1) se reescribe como: Hallar
a € R" tal que

Aa=1L (5.2)

donde A = (ag)nxns @ = (&)t ; L = ()axti aij = ales, &) by = L(ez).
De la V-elipticidad de a(-, +) , (5.1) tiene solucién tinica. La matriz A es conocida
como matriz de rigidez y L | el vector de carga.

Veamos a conti i6n un ejemplo especifico de un de Galerkin.
Ejemplo 5.1 Consideremos el problema unidimensional (P): Hallar u tal que
—u"'=1 en Q:=(0,1),
u(0) = u(l) = 0.
La formulacién variacional de () consiste en hallar u € V = H} () solucién de:

n(u,v):/njvtl:t, Yuv € Hy (Q),

donde a(u,v) = /nu'n'dz.

Asociamos a este problema un esquema de Galerkin tomando una particién del do-
minio @ = (0,1), 0 = z; < 23 < ... € Ty < Tny = 1 e introduciendo el espacio

Vo= {v € C@): v(0) = v(1) = 0y v lfs, 1 5)€ Pt (251, %,]) Vi = T+ I},

donde P;(S) denota el espacio de polinomios de grado < 1 definidos sobre cualquier
subconjunto S de Q. Se puede probar que las funciones de V,, quedan determinadas
tinicamente por los valores que toman en los nodos z; de la particién de Q. En
particular, {ey, ez, e, } constituye una base de V;,, donde e, satisface

1 sij=i,
ei(zg)i= 0 sij#i

El cdlculo de la matriz de rigidez resulta,

si|i-j[22,

(o)) sijg=1-1,

i =i,




Ana Calfiqueo Santibdiez 191

donde hy i= x; — ;. Vj =1,n+1,y por lo tanto A resulta tridiagonal. En el caso
de una particién uniforme con hy = h := -1 el sistema lineal (5.2) tiene la forma

SRR Bty - g o It
SR A S} a2 Iy
0

l -

T ‘ -
; 0 v ‘
Qidneld V. wtes1no:Bsin=14 ‘oz Ot
0 ; Oima=Lowd an In

.
donde I := L(e;) = / " Le; dz. Por tiltimo, debido a la definicién del subespacio Vp,
5

la solucién ay,...,a, que entrega el sistema lineal anterior coincide con los valores
que toma la solucién de Galerkin u, en cada uno de los nodos de la particion, es decir,
ag = ua(xy) Vi € {1,...,n}.

5.1 Estimacién del error

Obtendremos a continuacion una cota superior del error originado por el método
de Galerkin. Este error se define como la diferencia en norma entre la solucién exacta
u € V de (P) y la solucién aproximada u, € V,, de (P,). Primero notamos que de
(P) y (P.) se tiene

a(t—tn,vs) =0 Vua €V, (5.1.1)

i 1

como

de ortogonalidad .

Lema 5.1 (Lema de Cea). Suponga que a(-, -) es una forma bilineal acotada (con
constante M ) y V-eliptica (con constante a). Sean u € V y u, € V, las soluciones
de (P) y (P,) . respectivamente. Entonces

M
llu = ually < = inf lu - vallv (5.1.2)

Demostracién. Usando la V-elipticidad de a(-,-) , sumando y restando un
elemento arbitrario v, € V, en el segundo término de a(-, -) y aplicando la relacidn
de ortogonalidad, obtenemos
aflu ~ i} < a(u = up,u = up) = a(u = up,u = vp + vy = un) = a(u = uy,u - v,).
Como a(-, ) es acotada, de la desigualdad anterior se tiene

allu = unll} € Mllu = unllvllu = vallv ,

¥ suponiendo Jlu — up ||y # 0, resulta
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2 M
[le = wally < -D-H'I = vnlly Yy € Va, (5.1.3)

desigualdad vilida también para |[u — uy|ly = 0. Luego, tomando infimo en (5.1.3)
con respecto a v, € V;, queda demostrado el lema. [ ]

La cota de error dada por el Lema anterior es conocida como estimacion de Cea,
y corresponde a la condicién minima requerida en cada caso. Ella garantiza que el
error se va a cero a medida que la dimensién del subespacio V,, tiende a 0.

Consideremos ahora un espacio W que contenga a V. Mostraremos a través de
un problema unidimensional , que el error también puede medirse en la norma del
espacio W. Obtendremos de esta forma la estimativa conocida como la Propiedad de
Aprozimacion.
Denotemos por (P;) el problema;

= enQ:=(0,1) (5.1.4)

Sea W = L*(Q) y w € V = H}(Q) la solucién débil del problema de valores de
contorno:

—w! =w—uy en Q:=(0,1) (5.1.5)

w(0) = w(l) =0

Se sigue que
Alv,w) = [o(u = up)vdz VYo eV,
en particular , para v := u — u, , se obtiene
ll = unl|? = A(u = up, w).
Ahora, de la relacion de ortogonalidad y del acotamiento de A, resulta
flu = uallfy = A(x = up,w = v,) € M|lu = upflvllw = vally Vvn € Va,

lo cual implica que

lu = unllfy € Mlu = up||v info e, [lw = eally - (5.1.6)

Si definimos el subespacio Z de V dado por aquellas funciones = € V tales que =” € W,
es razonable suponer que V, satisface la siguiente Propiedad de Aprozimacion:

infuev, [|2 = vallv S e(n) |I2"llw V=€ Z, (5.1.7)
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donde ¢(n) — 0 cuando n — co. Dado que w € Z se deduce de (5.1.7) que
infyev, lw = vally < €(n) [|w”|lw = € (n) fu = uallw,
lo que unido a (5.1.6) nos da
[lu = unllw < Me(n) llu - ually
Aplicando la estimacidn de Cea (5.1.2) y asumiendo que u € Z, se concluye de (5.1.7)
que
llu = unlly < e (n) [lu"llw,
o bien,
llu = unlly < &e(n) 1S lw,
y en consecuencia, #
flu = unlly < 2Ce(n)? 1S lw .
Luego, notamos que ||u — uy||y es de orden ¢ (n) mientras que ||u — up||w es de orden

¢(n) % lo cual indica que el error medido en la norma de W converge mds rdpido a
cero cuando n — 0o.

COMENTARIOS

En todo el desarrollo anterior se ha dado una demostracién de lo itil que resulta
Ia Formulacion Variacional . Hemos visto a través de algunos ejemplos, como esta
h permite rep bien los probl elipticos con valores de contorno,
como ocurre en el caso del Sistema de Elasticidad, cuya aplicacién es comiin encontrar
en ciertas dreas de la ingenierfa. Destacamos lo importante que resulta la propiedad

de ab 16n de la formulacién débil en la deduccién de un resultado sobre existencia
y unicidad de lucién. C el Lema de Lax-Milgram. A través de este
Itad: d ia y unicidad de solucién para el probl de

Elasticidad en el caso lmeal y mas atin logramos caracterizarla .

Queda mencionar la importancia que tiene la formulacién Variacional desde el
punto de vista de la aproxi i6n de soluci Esta permite establecer un esquema
de solucion débil, que hace aplicable el método de aproximacién de soluci deno-
minado Método de Galerkin, el cual fue ilustrado a través de un ejemplo sencillo. Se
dio un resultado importante de acotamiento del error generado mediante este método,
conocido como la Estimacién de Cea y que reviste gran importancia pues se considera
como punto mmll en la derivacién de las propiedades de convergencia de los métodos
de ap i6 inados Métodos de El Finitos, que corr den a un

caso particular del Método de Galerkin.
Como mmenuno final indicamos que en la aproximacién de soluciones para los

bk i 2

P vari p en el método de Galerkin , es de gran importancia
d llar algori fici , debido a las caracteristicas que puede presentar el
sistema lineal de i iado a los probl (Pa)
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