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Resumen 

En este trabajo presentamos con ánimo pedagógico una introducción 
sucinta a las potentes técnicas de integración numérica con Monte 
Carlo . 

Creemos que estas notas pueden servir como guión para el desarrollo 
de una práctica de laboratorio adecuada a los estudiantes de los primeros 
cursos de carreras científico-técnicas. Incluimos algunos programas de­
sarrollados en lenguaje Matlab. 

1 Introducción 

En las últ imas dos décadas se ha ido incorporando progresivamente el uso del 
ordenador como inst rumento auxiliar en la enseñanza en el ámbito de las institu­
ciones educat ivas. Concretamente, en la formación en ma temá ticas , su uso se está 
convirtiendo en un apoyo fundamental para algunas de las clases teóricas , debido 
a que los ordenadores ayudan al estudiante a calcula r de forma inmediata ejemplos 
obtenidos desde los modelos t eóricos expues tos, presentando al mismo t iempo un 
enfoque distinto del mismo problema. 
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Hay que añadir que el uso del ordenador en el medio universitario permite ab0r­
dair actualmente a cuarlquier estl:ldiante temas que hasta hace bien poco esta.iban 
circunscritos al ámbi to de la investigación. 

Hay que mencionar también que la rapidez de cálculo de los ordenadores ha 
permitido actualizar antiguos métodos de resolución de problemas que haibíain sido 
clejados de lado por incluir demasiadas operaciones en su desarrollo. 

La utilización habitual de diferentes métodos de integración numérica represen­
tan un vivo ejemplo de lo ainterior [l]: 

• La regla de los rectángl!l.los 
• La regla de los trapecios 
• La regla de Simpson 
• Las fórmulas de Gauss-LegeNfilre. 
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Sin embargo, aún utilizando el ordenador, tales métodos pueden res111ltar poco 
eficientes, principalmente cuaFJ.do trabajamos con funciones definidas en regiones 
multidimensionales (véase [3J ). 

Un método alternativo que se muestra alt amente eficiente por su simplki@ad y 
que resul ta especialmente adecuado para integración multidimensional es el método 
Monte Carlo. 1 

En este trabaj0 presentaremos: 

• El método Monte Car lo crudo (promedio) 
• El método Monte Ca.irle acierto-error. 

Aplkaremos a continuación estos métodos al cálculo de la integración rmmérica 
de integrales unidimensionales e incluiremos los programas desarrollados con el Soft­
ware Matlab aplicados a difereNtes ejemplos. 

2 Método de Integración Monte Cario. 

Bajo la denominación genérica de métodos Monte Garlo se incluyen numerosos 
procedimientos matemáticos cuya característica común es la utilización de números 
generados aleatoriamente y sus propiedades para el cálculo teórico de magnitudes 
difíciles de evaluar por otros métodos. En este apartado, nos centraremos en el 

1El ténnino Monte Carlo (sugerido por el famoso ce.sino) fue introducido por von Neumann y 
Ulam como cont ra.seña para su trabajo secreto realiza.do en los Alamas (EEUU) para el desarrollo 
de la bomba atómica, que incluía un estudio del comportamiento estocástico de la difosi6n de neu~ 

trenes. Aunque la primera diferencia documentada sobre la ut.ilización de mecanismos generadores 
de azar para la obt.ención de resultados matemá.t.icos se remonta al siglo XVIII [2]. 
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uso de las técnicas Monte Cario para la integración de fu nciones; la primera refe­
rencia documen tada sobre la utilización de mecanismos generadores de azar para 
la obtención de resultados matemáticos se remonta al siglo XVIII [2] ¡ se trata de 
un sencillo expe rimento que causó muchas discusiones entre los matemáticos de la 
época y que era conocido como : " La aguja de Buffon" . 

Su creador Georges Louis Leclerc Comte de Buffon (1707-1788) ideó el siguien­
te experimento para calcular el número 7r : 

dispongamos en el suelo un patrón de líneas paralelas separadas por una distan­
cia d ¡ lancemos ahora repetidamente y de modo "aleatorio " una aguja de longitud 
d sobre dicho patrón de barras. Cada vez que la aguja caiga de tal modo que cruce la 
frontera entre "2 barras", contemos un "acierto". Cuando la aguja no cruce ninguna 
frontera ) contarem os un "error". Después de un número dado (grande) de intentos, 
estimaremos 7í como el doble del cociente del número total de lanzamientos (aciertos 
y errores) entre el número de aciertos .. " 

La receta anterior se basa en el hecho de que la probabilidad de un acierto es 

~. Ésto se puede calcular fáci lmente como sigue: sea " el ángulo formado entre la 
7í 
aguja y la perpendicular a las barras. Por tanto, la proyección de la aguja sobre la 
citada perpendicular medirá d jcos o:I , mientras que, recordemos, la distancia entre 
barras mide d . Para un ángulo dado o:, la probabilidad de un acierto es claramente 
el cociente entre esas dos cantidades, i.e. 

d leos al = /cosa/ . 
d 

Figura l. Experimento de Buffon. 

Como en los lanzamientos todos los á ngulos son igualmente probables, el valor 
promedio de leos crl puede ser evaluado integrando sobre todo su rango de variación 
y dhridiendo por dicho rango. Por simetría, es suficiente integrar sobre un cuadrante 
(digamos de O a V, en donde la in tegral es justamente 11 y dividir por ~ , con lo que 
la probabilidad es, por tanto, ~· 



Una Experiencia de integración num érica con .. 

Estimar probabilidades a través del cociente de aciertos-intentos se llama 
Monte Car io de acierto-error y es, en general, la técnica Monte Cario menos 
eficiente. (ver sección (3) y referencia [31). 

Aunque es difícil imaginar hoy en día trabajar con Monte Carlo sin un com­
putador de altas prestaciones, acabamos de ver en la experiencia de Buffon que esta 
técnica fue investigada y usada antes de la existencia de los dispositivos electrónicos. 

3 Técnicas Básicas de Integración MC. 

En este apartado introduciremos las técnicas más simples del método MC: ACIER­
TO-ERROR y MONTE GARLO CRUDO, y las apl icaremos al cálculo del número 
7T ; como veremos estas experiencias son usimílares" al experimento de Buffon. 

(a) ACIERTO-ERROR 

Volvamos al problema que nos ocupa, esto es, Ja obtención de una aproximación 
de la integral 

l f( x) dx . 

Sea f una función continua y positiva en [a, b]; supongamos que disponemos de 
su expresión analít ica y por tanto conocemos su gráfica. Planteamos una experien­
cia análoga a la presentada anteriormente: La evaluación del número 7T generando 
números aleatorios en un cuadrado de lado unidad; uti li zaremos la función f(x ) = 
~. que representa un cuadrante de circulo en el intervalo [O, 1] y subtiende un 
área con superficie ¡. Este valor es el resultado de la integral 

de donde 

lo l ,....---,; ;r 
v 1 - x2 dx = -

4 

;r = 4l v1J=X2 dx 

notando que el cálculo del número 7T está relacionado con el área que subtiende f(x ) 
en el intervalo IO, 1]1 nuestro objetivo es calcular este área. 
Iniciamos el experimento generando pares de números aleatorios que pertenecen al 
rectángulo {O, 1) x IO, l ]. 2 Esto lo conseguimos de la siguiente manera: 

2En otro caso realizamos la siguiente traslación: Dado el par (r;, r: ) perLeneciente al rectángulo 
de [O, l] x IO, lJ, las coordenadas correspondientes en el rectángulo de base {b - a) y altura 
(maa:• S•s• / (: }) son : 

:, = a+ (b- a) r, 

111 = (ma:•S•s.f (a:)) < 
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• Generamos números aleatorios para las variables :z: , y (es decir, números distribui· 
dos uniformemente en el intervalo [0 1 1}) 
• Aplicamos la condición x 2 + y2 $ l. 

Si el par generado (x., y.) cae dentro del área del círculo lo consideraremos aciert-o 
y si cae fuera lo consideramos error. Si generamos N parejas de números, entonces 
se curo ple que 

Área Circulo NA 

Área Cuadrado NT ' 

NA es el número de aciertos y NT el número total de pares generados (aciertos y 
errores). Y por tanto, el número 7r será 

Figura 2. N A representa el número de aciertos y NE el de errores (NT =NA+ NE). 

(b) MONTE GARLO CRUDO 

En el método ACIERTO-ERROR calculamos números aleatorios para las varia.­
bles x e y . En el método de MC crudo sólo generamos números aleatorios para. la 
variable x en el intervalo /0 1 lJ, y aproximamos el área que subtiende f(x ) en ese 
intervalo por su valor promedio 

l ~ dx = (1 - O)f(x ) , 

donde f(x ) representa el valor medio de f(x ) en el in tervalo ¡o, ! ) con N puntos x, 
generados aleatoriamente con una distribución uniforme en el intervalo fO, lJ . Por 
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tant o 
-- ] N 
f(x) = N Lf(xJ 

i=l 

Entonces obtenemos parra estimarr rr la aproximación 

4 N 
n = -2=J(x.) 

N i=I 

Presentamos a continuación los programas de ambos métodos usanao el software 
MATLAB , así como una tabla de resultados para cliferentes valores de N. 

function y = genepi (N) 
nf = O; 
n t = O; 
for i = 1 :N 

x = rand(l) ; 
y = rand (l) ; 
nt = nt+ l ; 

PROGRAMA GENEPI 

condicion = sqrt(x- 2+y- 2) ; 
if ( condicion < = 1) 
nf=nf+l; 
end 

end 
y = 4'nf/ nt 
end 

function y = promedio(N) 
sum =O ; 
for i = 1 : 

x = rand{l ) ; 

PROGRAMA PROMEDIO 

sum = sum+sqrt(l-x- 2) ; 
y= 4" sum/ N 

end 

21 
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Números Resultados Resultados 
generados aleatoriamente MC ACIERTO-ERROR MC crudo 

N n n 
10 3.2000 3.2522 
10" 3.0800 3.0871 
103 3.1280 31659 
10• 3.1356 3.1331 
10' 3.1411 3.1416 
10' 3.1397 3.1419 
10 ' 3.1424 3.1416 

Tabla 1 : Resultados de los programas GENEPI.M y Promedio.M 

Nota: 
La integral 

I = l f(x)g(x)dx = (b- a) J(x) , 

se puede considerar que es igual a f(x) (valor medio de f(x) en el intervalo /a, b] respecto de la 

función densidad de probabilidad g(x))i por el valor del intervalo (b - a). Por tanto, l se puede 

estimar hallando la media de los valores de f(x;) siendo x , números aleatorios generados con la 

densidad de probabilidad g(x). En el ejemplo anterior hemos considerado g(x) = 1 y hemos tomado 

N valores distribuidos nniformemente en el intervalo [O, l] . 

4 Integr a les U nidime n siona les 

Una aplicación práctica inmediata del MC es la evaluación de la integral de una 
función continua f(x ) definida en un intervalo cerrado [m 11 AfiJ. 
Abordaremos este problema usando las técnicas básicas del método MC: 

Monte Cario Crudo (Promedio) 
- A cierto - Error. 

(a) MONTE GARLO CRUDO 

El aspecto esencial de este método se reduce a in terpretar 

{ M> 
Jm, J(x ) dx (1) 
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como el valor promedio de la función f(x) en el intervalo I = [m1 , M1 ] ; sabemos 
que en general desde el punto de vista de la probabilidad, el valor esperado de la 
función f ( x) definida en el intervalo 1 = [m" M,] es: 

¡M1 
Jm g(x)f( x) dx 

(f(x)), = ¡M, 
g( x) dx 

m, 

donde g(x ) representa la función densidad de probabilidad. Para el caso en que 
g(x) = 1 tenemos que 

1M, 
J(x) dx = (J(x)), • (M, - m, ) , 

m, 

por lo que el valor de la integrar! (1) es: 

¡M, 
f(x) dx = (f(x)), • (M, - m,) m, (2) 

y es en esta últ ima expresión donde podemos aplicar el método M C Crudo. 
Para resolver este problema iniciamos generando r 11 un número aleatorio dis­

tribuido uniformemente en el intervalo [O, l] y lo t rasladamos a,l intervalo [m,, M, ] 
mediante la t ransformación 

Repetimos este procedimiento N veces. Para calcular (!(x )) / valoramos la función 
f ( x) en los N puntos generados y sumamos todos los términos. Si esta suma la 
representamos por sumf(x) entonces 

(J(x)),=~ 

de donde obtenemos 

¡M, !( ) d sumf(x) ( 1 ) 
X X = --- * Ñ, 1 - m 1 m, N 

(3) 

23 
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(b) ACIERTO - ERROR 

Cak'l!l~a:Fernos la integraol 

(' f(x) dx 

p0r e'l mét0cl0 MC ac::·ierto-ern0r, iRtierJ!>FetM!l.tli© esta integr-al c0m0 el áirea J!>lana A1 

loimi•tacla p0r la foación c0notiF>1fü f(x) y el eje Ox, pa.ra x defin·ida en el intervalo 
I = [m1 , Mi]; enit0nces 

1M, 
J(x) dx = A1 . 

m, 
(4 ) 

Esta Naitiima ex:r>resióm. taiiwi:bié:m ~ar J'>©ctl'em.0s eseri1fuk c0m0 

1M, J.f(x) 

m, O 
dxdy =A, 

Parra «aku1la:r A¡ (c0m. el m.ét0@0 aejert© - en0r) geE.era:m0s dos númer.0s aleat0rios: 
r 1, r 2, distril!iui©os umiif0rmemeniñe eH el iN•terva1l0 1©, l ], y los tr.aslacl.a:mos al para­
lelepí1pe@.0 (M2 - m 1) M 2 que eeF.1.1tiene a A1 , p&ra 10 cuail utilizam0s las ecuaciones 
de trasla€i©n 

y 

¡~-, 
V. . ~ 
i i ! A¡ ! 
¡ ¡ 
1 1 

X 

Mi m1 

Figura 3: M2 representa el valor máximo de la función /(z} 

definida en el intervalo I = [m 11 M¡j . 
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X mi + (M¡ - mi ) T l• 

y M2 r2, 

donde para x en el intervalo [m., M,] M, es el valor máximo de f(x). 3 

Si la pareja generada esta dentro de Al' contamos acierto ( • ) y si esta hiera, conta­
mos error (x) (ver figura 3). Repitiendo este proceso N veces obtenemos 

¡A,= (M, -m,)M,;;-1 
donde NA es el número de aciertos. 
Entonces obtenemos finalmente que 

1M, laf(x) NA 
dxdy = (M, - m, )M, -

~ o ! 

(5 ) 

(6) 

Presentamos a continuación los programas de ambos métodos (programados en 
lenguaje MATLAB ) y los aplicamos al calculo de la siguiente integral 

fo 1 x ex dx , 

cuyo valor exacto es : 1. 

function [ma.xg12,ming12,11] = isimp(N ,ml,Ml) 
tic 
% "METODO: MONTE CARLO CRUDO (PROMEDIO)" 
% 
% ESTE PROGRAMA CALCULA LA INTEGRAL DE LA FUNCION 
% CONT!i 'U A gl2(x) EN EL INTERVALO [ml ,M l ]. 
% CALCULA TAMBIEN 
% EL VALOR MAXIMO DE g12(x) EN [ml ,Ml j 
% EL VA LOR MINIMO DE g12(x) EN [m l ,M l] 
format long 
h= (Ml- ml )/10000; 

3Ei valor de M2 lo calculamos en el Jeguaje MATLAB ut.lizando la función max (A). 

25 



26 S. Abraha.m lbrahim & P. Fernández de Córdoba 

for j=l: l OOOl 
xl= ml+h • (j- 1); 
Z(j, 1 )=feval('gl 2' ,xl); 
eacl 
M2=max(Z); 
m2=min(Z); 
St!l.m=Ü; 

lor i=l:N 
rl=rand(l ); 
x=ml+(Ml-ml) • rl; 
sum=sum+ feval('gl2' ,x); 
ead 
maxgl2=M2; 
mi:agl2=m2; 
ll=(Ml-ml) • (sum)/(N); 
end 
toe 

function [maxgl2,mingl2,ll) = isimae(N,ml,Ml) 
tic 
3 "METODO: ACIERTO-ERROR" 
3 
3 ESTE PROGRAMA CALCULA LA INTEGRAL DE LA FUNCION 
3 CONTINUA gl2(x) EN EL INTERVALO [ml,Ml). 
3 CALCULA TAMBIEN: 
3 EL VALOR MAXIMO DE gl2(x) EN [ml,Ml) 
3 EL VALOR MINIMO DE gl2(x) EN [ml ,Ml). 
format long 
h= (Ml - ml)/ 10000; 
for j= l:lOOOl 
xl=ml+h ' (j-1); 
Z(j, 1 )=feval('gl2' ,x 1); 
end 
M2=max (Z); 
m2=min(Z); 
NA=O; 
NT = O; 
NE= O¡ 
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for i= l:N 
rl = ran<l(l ); 
r2= rand(l) ; 
x= ml+(Ml-ml ) ' rl ; 
y= M2 • r2; 
NT=NT+l; 
j.f (y> feval('g12',x)) 
NE=NE+l ; 
el se 
NA = NA+ l ; 
end 
end 
ming12= m2; 
maxg12=M2; 
ll= (M2) ' (Ml -ml) ' NA/N; 
end 
toe 

En las tablas 2 y 3 presentamos los resultados obtenidos con ambos prograrmas. 

N Valor Aprnximado de la integral Error Absoluto 
MC crudo x 10- 1 

10000 1.0057548161407 57.5548 
100000 1.©003923660232 3.9236 

Tabla 2. Resultados del programa isimp.m aplicados al cálculo de la integral 

Jd x e"' dx 

N Valor aproximado de la integral 1 Error Absoluto 

MC acierto-error x 10- 1 

10000 o 99760943104447 1 23.9056 
170000 0.99815308741016 1 18.4691 

Tabla 3. Resultados del programa isimae.m aplicados al cálculo de la integral 

Jd xe"' d:z; 
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5 Co1'!clusio1'les 

Aeabam0s cl.e p11esenta:r un 11ee0uicl.'0 ]>©r la a·]>licación de 10s ]>Otentes mét0dos 
M •0nte Carl0 a la i•FJ.teg¡;aiei©E. ID.lhlmériea. El terna <11.e este tra:h>ajo es un ejem}!>l0 cl.e 
eóm0 la int F0ducción cl.e l'os ©r.c1lenad011es eR la enseñam.za cl.e las rna.itemá.tieas per­
m•i•te a l0s estu@faJZLtes ex]>eri•mentaT e0Fl p110blemas 0 técnicas <!¡1:1.e hasta el m0mento 
~1uecl1aiba:Fl alejafil0s file 10s c11uic.:l!lhum de n11estras unive11sidacl.es. 
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