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A los legos, ocasionalmente, cuando intentamos abordar una demostracién, se
nos presenta una sensacion de inseguridad al creer no contar con los conocimientos,
herramientas y/o destrezas necesarias que consideramos apropiadas para realizarla
en el 4mbito temdtico en que se sitia la proposicién elegida, optando a menudo por
desentendernos del problema.

En el siguiente contexto mostramos que tal reaccién es mas un error de apreciaciéon
que de poco conocimiento. Para ejemplificar esta idea abordaremos la solucién de
un problema propuesto en una revista titulada The American Mathematical
Monthly. [1]

La naturaleza del problema parece ser de tipo netamente algebraico y es probable
que exista una demostracién rigurosa cefiida a este ambiente. Aqui mostramos,
paso a paso, como diversos contenidos, aparentemente ajenos a la proposicién, nos
sugieren un camino y recursos necesarios, para hacer un anélisis exhaustivo del
contenido y concretar una demostracion.

Proposicién: Sean a, b, c, d enteros positivos que satisfacen las dos relaciones:
b +1=ac y c+1=hbd

Probar que:

®
]

3b — ¢ Y d=3c-b
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Solucién:

En primera instancia reorganizamos los el tos hipotéticos de otra manera
eliminando de ambos la unidad con el sélo fin de dejar los elementos literales. Este
ajuste nos permite factorizar en la igualdad resultante, b en el primer miembro y ¢
en el segundo, adoptando la igualdad una forma que nos recuerda la formulacién de
la potencia de un punto exterior a una circunferencia.

Como:

b%+1 = ac

2+l = bd
Entonces:

b2—c? = aec-bd
de donde:

b®+bd = c*+ac

El siguiente andlisis geométrico cubre dos aspectos, uno el de verificar tal fac-
torizacién y el otro mostrar que esta descomposicién no es unica, hallando para el
segundo aspecto una razén equivalente.

Por geometria, considerando mecd(b, ¢) = 1, escojamos A, B, C, D, E  copla-
narios:
Siendo A, B, C, D € (0, R),
E € ext(®(O, R)), tomando:

BEi=lc 5uBA=/la
BDi=b) , DC=4d

tenemos EB - EA = ED - EC
de donde ¢ (a + ¢) = b (b + d).

Por Teorema del Coseno en AEDA ~ AEBC

DA? AE? + ED? — 2 (AE) (ED) cos /E
BC? = EC?+BE?- 2 (EC) (BE) cos (E

(T
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Deducimos que:

=}

=
©

I

(a+c)®+b%>—2b (a+c) cos /E
BC? = (b+d)?+c®—2c (b+d) cos /E

DA?—(a+c)?=b* BC?-— (b+d)®—c?

2b (a+tc) ~ 2¢(b+d)
Asi es que:
DA? e (a+c—b)? a2y ‘E L Ldresl
BC*  (b+d-c)? @ e e
oo b2l ki ab atc—b btd-c
H e +d-c b o ¢
Componiendo obtenemos: ke : Qe .b':—d
Significando este hecho que los racionales ST y M son reducibles

b+d b+d-c
sobre Q.

Apoyados en la definicién de un racional como cociente entre enteros positivos,
asumimos una constante de proporcionalidad, objeto que nos permitir4 escribir tanto
a como d en una forma similar a la que deseamos probar.

at+c—b b+d-c ’
Como ——— = ———— podemos afirmar que 3u € Q% bajo el cual

2

a=ub — c satisface la ecuacién b2 —c? = ac—bd, y por consiguiente

bR d=ie
Bl [
De donde =uc-b

=> uc=b+d.

Hasta aqui hemos cubierto el aspecto formal de nuestro objetivo, quedando por
demostrar que tal constante es inica y que admite valor 3. Para determinar un rango
permisible de valores para la constante, volvemos a nuestra hipdtesis y sustituimos
en una de sus igualdades uno de los valores hallados.
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Consideremos a=ub—-¢c = b?+1=(ub-c)c
= b2+c?+l=ubc
(b—c)2+1+2bc
—— =
be
(b—c)2+1
=R = Yy
ibYe
Observamos asi que u > 2.
b—c)?+1
Comoue Z*, IAe€ Ut talque)\=(—%—

Recordemos que nuestro u debe ser entero positivo y no racional. Podemos con-
siderar el excedente de u sobre 2 como un campo escalar de variables reales
positivas b y ¢, a fin de determinar la naturaleza de sus extremos. Estamos intere-
sados en los valores méximos que ella presente. Por simple inspeccién deducimos
como cota inferior la unidad.

Asi, a simple vista podemos determinar que A = 1 cuando b =c =1y
también que A =1 para b=2yc=1.

Comparando A con 1 podemos descartar A < 1 pues asumimos A € Z *.

Como la determinacién de los extremos relativos de un campo escalar A(b,c) esté
sujeta a la de hallar los valores estacionarios donde éstos se producen, debemos recor-
dar que tales valores deben ser positivos y que pueden ser calculados equiparando
el gradiente de A con el vector nulo.

Intentamos hallar valores de b y ¢ que maximicen A para b # c.

Siendo VA= (Ap, A.) donde:

2(2-bec)=(b—c)2—-1
b.2.e
—2(Mc—c?)—(b—c)2—1
b.c,?
Los posibles puntos criticos deben quedar determinados por

DR

e e

VA = (0,0)

Segiin esto observamos que:
2(b%—bc)=—-2(bc—c?)
b2=c?

Luego b=-c
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Como ¢ > 0 == b < 0 en franca oposicién a nuestro enunciado inicial.

Por tanto no hay puntos criticos con valores enteros positivos que maximicen A.

Como A no estd acotada superiormente podemos asumir, en cierto modo, que para
b# ¢ debe ocurrir:
L)
(b=ec)*+1 -
be _
Lo que nos lleva a:
b%4+c?4+1 > 3bec

Esta desigualdad tiene un atractivo especial, nos hace pensar en una posible de-
sigualdad cuadratica, siempre y cuando podamos independizarnos de una de las dos
variables.

Segin la propiedad de tricotomia de los nimeros reales, nos quedan por estudiar
dos casos posibles, o b > ¢ o b < ¢. En cualquiera de ambos casos, podemos
hacer la eleccién de un entero positivo k = |b—c| talqueo b=c+k o c=
b + k, con el unico objeto de hallar el conjunto solucién de la desigualdad resultante
al sustituir b o c en términos del pardmetro k, asumiendo k valores entre 1 y |b—¢|.

c?tck-—k?2-1 0

Supongamos b >c, 3k € {0,1,2,...,b—c} talqueb=c+k:
3(ctklec < (c+k)Z+c?+1
3c2t3ck. < 2cAr2eck4k2 4l
<

2
k 5k?244
= e
(c+2) < 1
V5k2+4
bl e
2 2
X A/ 03
il W

Razonando inductivamente, y como k = 3 conduce a un ¢ = 2, esperamos que
para ciertos k sera:

s -k+v5k2+4 z

7+
2

Valor que sustituido en A produce:

(A
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o pr(bin Sl 5
b c
k241
~k+V5k2+4 —k+vV5k2+4
+k 5
i 4(k?+1)
(k+v5k2+4) (=k++vb5k2+4)
4T
T 5k2+4-k?2
=1

Como u=2+ )\ entonces u=3, resultado con el cual hemos probado que:

a=3b-c y d=3c-b

Es interesante observar que este desarrollo no sélo nos permite demostrar la
proposicién sino que también nos permite inducir un formulismo para construir
una tabla de cuatro columnas, cada una de las cuales encasilla a una de las posibles
a, b, ¢, d que satisfacen la proposicién.

Podemos establecer una cadena recursiva de valores para a, b, ¢ y d segtn el
esquema que se da a continuacién. Esta tabla de valores se obtuvo de un modo
poco riguroso, pero bastante efectivo, pues de ella observamos que la eleccién de g
y de k; como alli estdn sefialadas no es tnica, verificando inmediatamente que
también es posible que tomemos

a,, =3y-b y k=k, =a—b,.

Cada fila de la tabla se calculé independientemente de los valores secuenciales
de n, columna situada sélo con un fin referencial de fila. La bisqueda de a, b,
¢ y d la realizamos pesquizando los valores de ¢, introduciendo en un programa

—-k+vV5k2+4

de redondeo a 5 decimales, definiendo el rango del iterador desde 1 hasta 32. Este
computo nos entregé el siguiente resultado:

computacional un algoritmo evaluador de bajo una aritmética
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o ke feReicy k i,
1.00000f 9 5.61187 17 10.53287 25 15.46873

i

1

2 144949 10 6.22407 18 11.14944 26 16.08608
3 [2.00000] 11 6.83896 19 11.76617 27 16.70348
4 258258 12 7.45362 20 12.38303 28 17.32092
5 317891 13 806880 21 [13.00000] 29 17.93840
6 3.78233 14 8.68439 22 13.61707 30 18.55592
7 438987 15 0.30030 23 14-23422 31 19.17348
8 16 991647 24 14.85144 32 19.79106

Como habfamos definido b=c+k esta seleccién también nos permitié pesquizar

b generando a=3b—-c y d=3c—b para k=1,3,8, 21
2
a%_y+1
j-1

que ¢, =b, ;. Como bf + 1= ac;, despejamos a; y obtenemos el formulismo.

Eliminando los valores no enteros de ¢ y reorganizando los datos tabulados
podemos mostrar lo que sigue:

Llegamos a la forma a; = solamente observando que b, = a_, vy

o [ o] e e j
0] @ e 0
1 5 2 il il 1
2 13 5 2 1 3
3 34 13 5 2 8
4 89 34 13 5 21
5 el Sl et o vl 55
: iazj_l-&-l cjt+/5xch—4
3 el e ke

Problema: Queda abierto, a la curiosidad del lector, determinar si la férmula de
recurrencia obtenida para a, es una sucesion Vn € IN y, si asi fuese, analizar su
convergencia o divergencia.
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