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Desde que o espa90 e o mov·imento sa.@ file grancle importancia a t0d0s 0s animais 
e todos os pavos primitiv0s, pF0va..veln01.eF1 .. te esta atrai;;ao tenha raízes ev0lucionárias 
~refundas. 

É curioso que quase t0dos os as¡¡:ieet0s <lia geometría relevantes a0 h©mem (mu· 
lher) comum sao ignoraclos pel0 sistema ecl.ucacional A Geometría tern sido (ou 
melhor foi ) eliminada de to <!i.os os níveis de elilsino, inclusive o superi0r. O pouco que 
permanece é raramente c¡J.'e (!J.CJ.afo¡•Cler uti1loifilade a acq_ueles que queirarrn a::¡¡>licar idéias 
geométricas em suas ativiclacl.es c0mo eB.genheiFos, cientistas, arrquitetlos, ar tlisOO.s 
e semelhantes. Existem duas eausas para tal esta<!l.o das coisas. Primeiramente a 
geometria tem sido usa.da a:penas como 1:1.m veículo para se ensinar 0 raciocínio lógico 
dedutivo (ex..istem veículos melhores para isso) sem preocupai;ao com o conteúdo 
geométrico e suas interligai;Oes em. ou•tras áreas da matemática. Em segundo lugar, 
ao nível de pesquisa a geometria ternou-se como que um ramo es¡¡:iecializa.do da 
Análise ou .Álgebra. Exagera::ad0-se assim a sua interliga<;.io com 0utras áreas. 

Há aquela pessoa a quern foi ¡¡:iergm.ntada o que é geometria? e cuja resposta foi· 
É aquela área da matemática ern que -se faz demonstrai;8.o. !sto ilustra muito 

bern aoque nos referimos como pri.z:neiro ca.so (na realidade o primeiro dos dois males 
acima. 

Ao ser perguntada o que é geometria?, ela respondia a outra pergunta. 

Q'Ual é o modus vivendi da matemática? 
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ou mais ampla.mente 

O que é ciéncia ? 

Em cada dos dois casos acima 1 o apelo visual da geome ria fica completamente 
submerso abaixo das tecnicalidades e abstra-;Oes. 

Há sempre urna <lose de tecnicalidade e abstra-;8.o em qualquer atividade matemá­
tica. O problema está em <losar tais aspectos de modo a n8.o deixar submergir o 
conLeúdo sendo analisado. 

Acredito que cada um de nós tem deplorado este est.ado de coisas 1 mas quase 
nada tem sido feito para se alte rá-lo. 

Neste nosso t rabalbo espero estar apresentando alguma coisa nova para alguns, 
e que venha estimular o ensino de geometria em seus lados visuais e sensit ivos. 

Sob o título de simetTia se enquadram muitas coisas. A simetría está presente 
na natureza. 1 na física e tem seu estudo e ambiente natura.is na matemática. Ela 
aparece de maneira óbvia em certos lugares e menos óbvios em outros . 

Prelim inar 

A Simetria Bi later a l 

Fig. 1 

Há urna reta (eixo) de simetria. O que se passa de um lado da reta se repete do 
outro lado. A idéia é a da imagem especular 1 da imagem no espelho . 

Abordamos tal simetría bilateral 1 definindo urna t ransforma-;B.o 1 neste caso, no 
plano P da figura. 

R : P~ P 

a que a cada pont.o p do plano faz corresponder um ponto p' 1 <leste mesmo plano, no 
semiplano onde p ni.o está.1 com a propriedade de que p' está na reta passando por 
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p e perpendicular a reta de sfo:=:aetria r e ma-is que p e p1 estejam a mesma dist&ncia 
da reta r 

Fig. 

e o que chamamos de refiexa.o de eix0 r. 
R determina assim uma trair.i:sform:ai;;8.0 d0 ¡:>lan0 t©do P n0 ¡:>l81Il0 t0d0 P. Se 

aplic.,rmos R duas vezes, isto é p' = R(p) e p" = R(p'). Vemos que p" = p, isto é 
c0mpondo R consigo mesma d'l!las vezes 0btemos RR(p) = p ¡::iara t©do ¡:>onto p do 
plano. 

n: P ~ P 

tal que I (p) = p para cada p de P é chamada de identidade ( ela nao faz nada) ela 
dei.xa o plano parado ponto a ponto. 

Para cada reta r de P ternos filefinida urna refiexáo em r, R: P -t P. 
Agora podemos dizer q1!l.arRdo é EJ.iUe w.ma figura F (uro subc0njunt0) do plano 

tem simetria bilateral. 
F tem simetria bilaterail, seguz;ifilo a reta ou eixo r, se a refiexüo R 1 determinada 

por r leva F em F . Pomos R(F) =F. 
Observe que embora a trarnsformai;;B.0 R "mova" os pontos do plano, a figura P 

permanece nela mesmo, isto é, se p está em F ent8.o p1 = R(p ) está em F , qualquer 
que seja p de F. 

Uma figura P pode ter si•metria h>ilateral segundo uma reta r e nenhuma outra 
sirnetria corno é o caso do t riangulo isósceles e nao equilátero. 

F ig. 3 
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ou F pode ter mais simetrias, vejarmos o caso de F ser um triB..ngulo equilátero. 

r, p 

r , 

Fig. 4 

O triS.ngulo equilátero exibe tres eixos de simetria bilateral, ma.s aiE.da ternos 
mais simetrias de natureza diferente da reftexao ; trata-se da rotac;ao p de angulo ~ 
ou 360° / 3 = 120º e de centro 01 isto é 1 

p: p ~ p 

p~p(p)=p' 

e move todo o plano rigidamente girando cada ponto de um certo angulo com centro 
de rota<;Ei.o em O. 

Fig. 5 

Ao aplicarmos a rota98.o p de 8.ngulo 120° e centro em O ao triB..ngulo equilátero 
F 1 sobrepomos F a F mesma, ou seja, se p está em F , p(p) = p' também está1 lago 
esta rota<;8.o p representa roa.is urna simetria da figura F. 

Se aplicarmos p duas vezes, isto é 1 pp = p2 teremos urna rotac;ao de centro O 
e áJngulo 2400 que também leva F em F e daí mais urna simetría da figura F. Se 
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continuarmos compondo com p teremos que será a rotac;8.o de centro O e angulo 3600 
o que é o mesmo que a identidade p3 (p) = p para todo p. 

p3 = ll 

Assim ternos para o conjunto de simetria do triB.ngulo equilátero o número de 
seis 

S(F) = {ll, R1, R2, R3, p, p2} (ver Fig. 4) 

onde ~ é a refi.exao de eixo Ti· 

Se nossa figura fosse o tri§..ngulo isósceles nao equilátero 1 o número de simetrias 
seria de apenas dois 

S(F) = {ll,R} (ver Fig. 3) 

Urna vez que podemos compor druas transformac;óes do plano, obtendo urna ter­
ceira, podemos construir urna ta:bela para a composi98.o semelhante a tabuada que 
conhecemos entre os números. 

F = triangulo isósceles 

F = triB.ngulo equilátero 

Fa.zendo urna analogia com a opera98.o de multipllca<;ao numérica, temas os con­
juntos com operar;óes (de composiry8.o) que assemelharn com a multiplica98.o. 

O número 1 quando multiplicado por qualquer outro x na.o o altera 

1.x = x.l = x 

Por isso o chamamos de elemento neutro da multiplicayio. Nas tabelas acima1 

a t.ransforma.;8.o identidad.e n tem esta propriedade e a chamamos também de 
elemento neutro para a composi.;0.o de t ransformac;óes. 
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A multipli ca98.o numérica é associativa e a composi98.o de t ransforma96es ante­
riores tam bém é 

x(yz) = (xy) z 

Números nao nulos X l.: o tem seu inverso x- 1 = ~. As t ransforma90es do plano 
X 

também tero inverso, isto é para cada a existe urna u - 1 tal que u o u-1 = Il. 
Em matemática, quando ternos um conjunto C e urna opera9.io para cada dois 

elementos de C com as t res seguintes propriedades 1 denominan10- lo de Grupo. 

T 

1) (xy) z = x(yz ), associatividade 
2) existe elemento neutro e tal que ex = xe = x 
3) Para cada x existe um elemento inverso x- 1 tal que x .x- 1 = x- 1x =e. 
Dizemos assim que o grupo de simetria de um triángulo isósceles (e nao equilátero) 

S(T) = {:D. ,R} 

e o grupo de simetria de um t ri8.ngulo equilátero 

S(H) = {ll , R1, R,, R,, p, p2 ) 

com as respectivas tabelas de multiplica90.o (cornposic;B.o). 
Voces já podem imaginar que cada polígono regular K de n lados (ou n vértices) 

terá um grupo de simetria S(I<) com 2n elementos. 
Deixaremos o quadrado D para que o lei tor determine cada simetria e exami­

naremos do pentágono P. 

r , 

'· 

Fig. 6 

s(P) = {:D. , R 1, R, , Ro, R,, R5 , p, p2, p3 , p') onde p é a rota,ao de centro O e angulo 
¡ ~ ou 36s°° = 72°. 
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De um modo absolut&meELte gerail, ciada uma figura F qualquer1 isto é1 um 
subconjunto qualquer F, cl.0 Ji>laino P 1 J!>Oclem0s selecionar todas as transformat;óes 
(movimento rígidos} do plan© que cl:eixam F invariante isto é, aqueles movimentos 
rígidos 

T:P~P 

com a propriedade de que p está em F entiio p' ~ T(p) também está em F. Tal 
conjunto de transforma~o Gl.en0tamos também por 

S(F) 

este conjunto com a composi98.o da.s traiE.sforma90es tem as tres prn¡:.>riedades de 
grupos. Este é o grupo de simetri•as cle F. 

Quando este grupo é fin i•t o (tem 1.lm. número finito de elementos) chamamos a 
figura F de u.ma rosácea. 

Um tipo de simetría que ainGl.a nao exam.inamos é a de translac;8.o. O moviment.o 
rígido a que chamamos de transla98.o fica determinado por tres itens que sao 

l ) dfre~o, dada por urna r.eta r 
2} o sent ido, orientando-se a reta r 
3) o comprimento do desloca.mez;ito 

Estes t.rés itens est8.o simulltarmeaJmente presentes no que chamamos de segmento 
orientado que representa também 0 qlie chamamos cl.e vetor. Urna. trainsla'tio fica 
determinada e determina um vetar. 

A figura P abaixo se imaginada repetida. a.o infinito nas dua.s dire90es admite 
como urna simetria a transla.98.o dacl.a pelo vetar v 

r([íífTfTí 
V 

Fig. 7 

Se a translayao dada por v é denota.da por t e suas composta.s por tn , vemos 
que para i f:. j 

t'f ti 

isso produz urna infinidade de simetrias da figura F a.cima. Os frisos orna.menta.is 
que apa.recem com frequencia na. decora.98.0 de paredes em tetos de ediffci0s represen· 
t.run Lrechos de figuras que a.dmitem simetria de translayio. Os grupos de simetrias 
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de figuras que admitem transla90es (numa única dire98.o) sao chamados de grupos 
de frisos. Se a figu.ra plana admite simetria de transla98.o em m.ais de uma dire<;8.o 
o seu grupo de simetria é chamado de grupo de paineL É o que acontece com os 
paineis de decorai;.8.o onde há elementos de repeti98.o. (papel de parede). 

Urna figura F como abaix.0 1 só admite a identidade como simetria, dizemos que 
L&l P nao tem simetria (rigida!) 

Fig. 8 

Urna figura pode admitir simetria nao rigida como 1 por exemplo a figura abaixo 
estendida ao infinito 

Fig. 9 

Esta figura n8.o tem simetria rígida mas é invariante por urna t ransforma98.o a 
que chamamos de hom.otetia, que muda os comprimentos a partir de O por uma 
mesma razii.o 

H : P 
p 

OP' = 20P 

p 

H(p) = p' 

OQ' = 20Q . 

Esta é urna simetria na.o rígida mas é urna transforma~o do plano de F que 
deixa F invariante. 

A simetria pode aparecer também em situai;.Oes aparentemente na.o geométricas. 
Por exemplo a express8.o algébrica. 

f(x,y) = x2 +y2 

na.o muda qua.ndo trocamos entre si x e y. 

f(x ,y) = f(y , x) 
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A<!J.ui transformai;;ao eEwol-vi@a é a peFmli'tai;:;.i0 

X,__.. y 

y>---> X 

Tomemos 

f(x1, X2, X3) = X1X2 + X¡X3 + X2X3 

novamente, qualquer ¡¡:ierml!l•ta9a0 realoizafila emtFe ©s x~s 

O polinómio acima nas varr<iáveis x1, x2, x3, tem ¡¡:iara grup0 &e sim.etria t00.0s as 
permutai;;Oes dos ímfil·ices ctlas variáveis x~s. 

Surpreendentemente, a Ho9ao de grup0 e © i·mício file sl!l.a te0ria f©i elilc©ntrada 

nao nas figuras geométricas mas sim no estucl.0 clas equai;;©es algébricas 

f(x) = © 

onde f é um polinOmio na variável x. Iss0 aeo:ateceu na primeka metacl.e do século 
passa<li.o. 

O carpo human0 1 em sel!l exterior corno ©S file muit0s 0mtr0s ai:r-J.i.maris exi11De sime­
tria bilateral (espaciail). Ao i['ol·vés cle Feta <de si0metria ternos aciJ:l!li l!lim JDlain0 de 
simetria. 

ll 

Fig. 10 
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Definimos a reflexao no espa<;o analogamente a do plano. Fixado um plano IT 
no espac;o E 1 a reflexao R determinada por TI, é a transforma<;B.o (rígida) R 
que 

R:E~E 

p~R(p)=p' 

tal que p1 está na reta por p, perpendicular a IT , p1 no semi espa<;o em que nao 
está p e p e p1 equidistante de IT. Dado p no espa<;o E existe um único p1 

coma propriedade acima e que definimos como R(p ) = p1 • 

TI 

p .___ 

Fig. 11 

45 

Se urna figura F do espa<;o E é invariante por numa tal refiexao dizemos que 
ela admite simetria bilateral segundo plano TI. Como vemos1 o corpo humano (seu 
exterior) admite simetría bilateral (embora nao perfeita).Temos a no<;8.o de esquerda 
e direita. A simetria de reftexao leva urna na outra. Se olharmos num espelho 
teremos direita esquerda invertidas. Se voce olhar numa ambulB.ncia de frente verá 
a palavra ambul8.ncia invertida que é para ser lida quando vista no espelho retrovisor 
do carro que vai á sua frente. Ernst Mach (assim como muito outros) ficou intrigado, 
chocado intelectualmente1ainda quando jovem, como resultado do experimento com 
urna agulha magnética (bússola) que deflete (muda de dire<;8.o) para a esquerda ou 
para direita, quando suspensa paralelamente a um fio por onde passa urna corrente 
elétrica num sentido fix.0 1 como na figura abaixo: 
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Fig. 12 

Como o aspecto puramente geométrico do experimento indica que há simetria em 
rela<;B.o ao plano E onde esta.o a agulha e o fio, esperar-se-ia que a agulha nB.o 
deveria ter preferencia para refletir quer á direita quer á esquerda. Mas ela defiete .. . 

As aparencias sao, as vezes, decepcionantes. Na realidade o efeito da refiexao 
espacial em E, embora nao mude o sentido da corrente, troca os polos magnéticos. 
O magnetismo da agulha tem sua origem em correntes elétricas moleculares que 
circundam {espiralam) a agulha. A refiex8.o inverte os sentidos de tais correntes. 

As leis da física sao expressas em funi;ao de 

Espa~o 

Tempo 
Carga elétrica 

e sempre envolvem um referencial, isto é, tres eixos espaciais, para a localiza<;8.o dos 
pontos do espac;o e um eixo temporal, tempo medido, a partir de um certo instante 
(zero) com contagem positiva no sentido do futuro. Há também a fixa¡y8.o do que 
se considera carga elétrica positiva ou negativa e neutra (nula). As leis físicas vem 
normalmente expressas por urna equat;8.o em hnguagem matemática digamos 

f(x i, x,,x,, t , q) =O 

onde os x~ s sao as coordenadas espaciais, t é o tempo e q a carga elétrica. 
Estamos aqui super simplificando as equai;Oes para fins didáticos. 
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Urna questao muito importante e natural é a seguinte: O que acontece com 
as equai;Oes da físi ca, quan,do operamos transformai;Oes nestes referenciais, ou seja, 
quando trocamos estes referenciais? Por exemplo se trocarmos a coordenada t 
por -t ou se trocarmos os sinais das cargas envolvidas q por -q. Igualmente 
se operarmos t ransformai;Oes nas coordenas espaciais xi , por exemplo por urna 
reflexao espacial segundo um plano genérico P. Os físicos tem as siglas C PT 

C para reversa.o da carga (charge reversal ) 
P para mudan9a espacial de paridade (parity ) 

T reversa.o temporal (time reversa! ) 

Até antes de 1960, tudo o que se tinha (leis, equai;Oes, fenómenos) eram invari­
antes por cada mudani;a isolada de C e R em T, isto é, se trocássemos os sinais 
das cargas elétricas as equai;Oes ficam invariantes, o mesmo se transformássemos as 
coordenadas espaciais por urna reflexao ou ainda t rocássemos a direi;ao do tempo. 
Nos anos 60 Yang e Wu descobriram o neutrino e que o mesmo produzia o fenomeno 
de helicidade ao se mover (algo como urna rosca ou parafuso ) 

ZS Z"> /=:.._, 
"'=2 s::z S:7 

Fig. 13 

e essa descoberta veio mostrar que a reflexao espacial pode nao deixar invariante 
as leis físicas , ja que a reflexao segundo um plano , no espac;o reverte o sentido da 
hélice em torno do movimento do neutrino e este nao existe. O neutrino aparece no 
chamado decaimento f3. A reverc;ao temporal a.inda permanece como simetria, nao 
se conseguiu a.inda urna descoberta que disprove isso. 

O que se sabe porem é que a transformai;.io simultanea C PT é simetría das leis 
físicas, isto é, se numa equai;ao (ou lei) da física mudarmos as coordenadas espacia.is 
por urna refiexao num plano, trocarmos t por -t e q por - q , estas tres alterai;Oes 
deixam a equa<;.io nela mesma (invariante). 
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