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ABSTRACT. Un niimero real, representado en la base g(nimero
natural diferente de 1) por b,b,...b,,,a,a,...a,... se dice que es
casi g-normal, si la sucesién (a;) contiene, como subsucesién, cada
posible sucesién de digitos 0,1,...,g — 1. Esta es una definicién
primaria acerca del concepto de nimero g-normal, introducido por
E. Borel en 1909. Damos un método simple para obtener nimeros
casi g-normales.

il INTRODUCCION

Un nimero real w esté representado en la base g (g natural, diferente de 1) si
m

Esta representacion es tnica si establecemos que a, < g—1 para una cantidad
infinita de indices n. Los nimeros a, se llaman digitos.

A lo largo del texto siempre consideraremos que esta representacién es tnica.

El nimero w, también se representa como b,...b,,, a,a,... . Usaremos la notacién

~,a;,b €{0,..,9 -1} ¥j € N ,Vi € {1,..,m
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m

[w,] = Zb] g’ donde denominaremos [w,] como la parte entera de w, represen-
=1

tada en la base g.

m
Un nimero real w, = [w,]+ Y a,g7 se llama g—simple normal si
=

s
i) oL wigy e g0/ 1),
n 9

n—co

donde S(w,,a,n) denota la cantidad de indices i, 1< i < n, tales que a, =a.

m
Decimos que w, = [w,] + Zajg_’ es g—normal si w, es g—simple normal y si
=1

g S Bun) _ 1
e 5

para cada bloque de k digitos B, = ¢,¢,...c, y para cada entero positivo k, donde

S(w,,Bun)=#{i; 1<i<n—k+1 a,;,=c;, Vj1<j<k}

En otras palabras  S(w,, B,,n) denota el nlimero de ocurrencias del bloque B,
en los n primeros digitos de w,. Intuitivamente, un nimero g—normal es un nimero
cuyos digitos y sucesién finita de digitos estdn, en algin sentido, bien distribuidos.
Bs conocido que casi todos los nimeros en el sentido de la Medida de Lebesgue
son nimeros g—normales (ver [7]). Desafortunadamente, cada nimero g—simple
normal estd siempre construido ad hoc. No sabemos si nimeros como \/5, V/3 son
nimeros g—simples normales. En [1] podemos encontrar un estudio estadistico de
la normalidad de tales nimeros. No sabemos si existe algin nimero algebraico que
sea normal respecto a alguna base g.

Un ejemplo canénico de un nimero 10—normal, debido a D. G. Champernowne
(2] es

a =0,123456789101112131415161718192021...

m
Un nimero real w, = [w,] + Zajg‘J, representado en la base g, tal que
i=

(a;)52, contiene, como una subsucesién finita, toda posible sucesién finita de digitos,
serd llamado un nimero casi g—normal. Formalmente, w, es casi g—normal si

(Vk € IV), (Ye,...c,i¢; €{0,...,g=1}Vj € {1,..., k}),3i € INV;a,
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Esta es una condicién débil ante la condicién requerida de nimeros g—normales,
Es claro que cada nimero g—normal es casi g—normal, mientras que lo reciproco no
es cierto. Por supuesto, el nimero

A = 0,01002000300004... 00...0 12...
Y

12 veces

es casi 10—normal, pero no es 10—normal. Existen nimeros g—simples normales
que no son casi g—normales. Un ejemplo de un nimero 10—simple normal que no
es casi 10—normal es

7 = 0,012345678901234567890123456789...

Luego, el concepto de nimero casi g—normal no es tan débil comparado con el
concepto de nimero g—simple normal.

Puesto que casi todos los nimeros son g—normales, entonces casi todos los
nimeros son casi g—normales. En todo caso, este resultado puede ser facilmente
probado en forma independiente. En [5] hay una demostracion simple y directa de
este hecho. Nuestro propésito es mostrar un método simple de construir nimeros
casi g—normales.

o RESULTADOS

Debido al articulo de H. Davenport y Paul Erdos (3], sabemos que si f es un poli-
nomio cuyos valores, paran = 1,2, 3, ... son enteros, entonces  0,f(1),f(2)0--f (1)
es 10—normal. Estos nlimeros son, a priori, nimeros casi 10—normales. Demostrare-
mos que para ciertas funciones, el nimero  0,[f(1),][f(2),]...[f(n),] es casi g—nor-
mal.

Proposicién 1. Sea g # 1 un nimero natural. sea f :]0,00(—]0,00[ una
funcion estrictamente creciente, a partir de algun punto, continua, con primera
derivada continua, tal que zlegef(z) = 0. Ademads, supongamos que dado M >0,

eziste z,, €]0,00( tal que

f(z)
T > Ty, = ) >M, VOel01].
Entonces w, = 0,[f(1),][f(2),]. es un mimero casi g—normal.

Demostracién. Sea z, €]0,00[, tal que f es estrictamente creciente para cada
z > z,. Sea c,..c, una sucesién arbitraria finita de digitos. Podemos suponer
¢, # 0. Si ¢, =0, consideramos 1c,...c,. Sea M = gk+1.

()
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Existe z, > z, tal que

f(z)
z>zM=>m>M, Y6 elo1].
Entonces
f(z) > g*** - f'(z +6), Yz > z,, V0 €[0,1]. 1)

Sea ¢,c,...,00...0 una sucesién con r ceros tales que el nimero c,c,...c,00...0 es
mayor que f(z, ). Sea z, > z,, tal que

f(®@s) = ¢,¢,...¢,00..0=¢, - g™V fc, . g™ 24 4 g (2)

Observe que esto es posible puesto que zll.%lo f(z)'=oo.

Si a4 es un entero positivo, la sucesién arbitraria c,c,...c,00...0 aparece en [f(z,),]
¥, a priori, la sucesién ¢,c,...c, ocurre en [f(z,),].

Si z, no es un entero, por el Teorema del Valor Medio, existe 6 € [0, 1] tal que

flag +1) = f(z,) + f'(z5 +6). (3)

Luego, por (1), (2) y (3) concluimos que

Jat1)< f(z,) + L2

ks (c‘ ,gr+k-1 +c, ~gr-wc—z +.tc, _gr) it (c’ _gr—2 +.ote, ‘gr—k—l)

Sea | el entero tal que z, < !< z,+1. Entonces f(z,) < f(I) < f(zs+1).
Asi, tenemos

k

c,g"'k_l-i-c,g””‘_?-{-“ +ckg’ < f(l) < Clgq-+k—1 +ngr+k—2 0 +ckgr+zc‘yr-i—1
i=1

y entonces k

o
fO)=c, g7 4, g™h 2 e, g+ Z;d: 9", cond; €{0,1,..,9 - 1}.

J
Asi, la sucesién de digitos c,...c, ocurre en [f(l),], con lo cual concluimos la
demostracién. [

Bs facil observar que cada polinomio satisface las hipétesis de la proposicién.
Pero esto no es sorpresa debido al resultado de Davenport y Erdés. Si f es un
polinomio entero que es positivo para z > 1, entonces 0,f(1),0f(2),0f(3)o.. €s un

- =
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nimero trascendental (ver [4]). ;Deberian los otros nimeros creados mediante esta
proposicién ser también nimeros trascendentales?

Funciones tales como f(z) = 2* + Y7, 8,-2%, a > a, > 0 ,donde @, o, y f, son
nimeros reales, f(z) = a®") con a y v nimeros reales tales que 0 <y < lya > 1,
satisfacen las hipétesis de la proposicién (siy = 1 entonces g(z) = 10" no satisface
nuestras hipétesis y atin mds, 0,¢(1),,9(2),,... no es casi 10—normal). Es posible
que en alguno (o todos) los casos, el nimero 0,[f(1),][f(2),]...[f (n),] sea g—normal,
pero no lo sabemos (excepto para los polinomios). Trivial, pero importante como
ejemplo, es considerar la funcién h(z) = log,z, (a > 1). Es obvio que

s = 0,[r(1),][A(2),]...

es un nimero casi g—normal (ain sin necesidad de la proposicién), pero podemos,
con un pequefio esfuerzo, observar que este mimero tampoco es g—simple normal.
Por cierto, si g =10 y a = 10,
Sio = 07105 0% LA SEO 0 MmN O RNLO)
9 veces 90 veces  1010-10° veces 1011-1010 yeces

G i Z ‘
5, 1) # TR ademds, este limite no existe. Por tanto,

y podemos ver que nll.lf,‘o
concluimos que alguno de nuestros ejemplos no son nimeros g—normales. Es posible
también probar que si f y g satisfacen las hipétesis de la proposicién, entonces f +g¢

y f - g también la satisfacen.
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