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Introduccién

Este articulo propone hacer una referencia elemental sobre los temas citados en el
titulo, que aparecen naturalmente en diversos problemas de Matemaética elemental,
algunos de los cuales serdn explicitamente tratados aqui.

Seccién 1: Divisién euclidiana y el teorema funda-
mental de la aritmética

Los resultados que siguen tienen como base el siguiente hecho sobre los enteros:
Dados a € Z, b € IN* existen g, € Z con 0 <r <bya =bg+r. Talesgyr
estan 1inicamente determinados. De hecho, ¢ = [a/b] y r = a — bg (aqui [z] denota
el inico entero k tal que k < z < k + 1). Como consecuencia tenemos la
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Proposicién 0 (Divisién Euclidiana): Dadosa € Z, b€ Z" existenq, r € Z
tinicamente determinados tales que 0 < r < |b| ya =bg +r.

Definicién: Dados dos enteros a y b, con a # 0 decimos gue a divide b (denotamos
alb) si existe ¢ entero tal que b = ac.

Proposicién 1: Dados a, b € Z no ambos nulos eriste d € IN* tal que dla, d|b y,
para todo ¢ € IN*, c|a, c|b = c|d. Ademds, existen z, y € Z con d = az + by. (Ese
d es llamado el mazimo divisor comin entre a y b : d = mdc(a,b)).

Demostracién: Sea A = {k > 0: 3 z, y € Z tales que k = az + by} y sea
d = axg + byp el menor elemento de A. Mostraremos que d|a. Como d € IN*, existen
qr€Zcona=dg+ry0<r <d Queremos mostrar que r = 0. De hecho, si
r>0,r =a-dg=a(l—qgzo)+b(—qyo) € A, contradiciendo el hecho de d ser
el menor elemento de A. Por lo tanto, r = 0 y @ = dg = d|a. Del mismo modo
se prueba que d|b. Suponga ahora que cla y c|b. Entonces clazg + byo = d, como
queriamos probar. o

Lema: Simde(q, n) = 1 yn|gk entonces nlk.

Prueba del Lema: Como mdc(q, n) = 1, existen z, y € Z con qz +ny = 1, luego
qkz + nky = k, por lo tanto n|k (pues n|gkz y n|nky). o

Corolario: Sean p un nimero primo y a, b € Z. Si plab entonces pla o plb.

Teorema fundamental de la aritmética: Todo numero natural n > 2 posee una
tinica factorizacion (a menos del orden de los factores), como producto de primos.

Demostracién: n = 2 es primo. Vamos a mostrar la existencia de la factorizacién
por primos por induccién: Si n es primo no hay que probarlo. Si n es compuesto,
n=ab,a b€IN, a<n,b<ny, por hipdtesis de induccién, a y b se descomponen
como producto de primos, por lo tanto n se descompone como producto de primos.

Vamos ahora mostrar la unicidad, también por induccién: Suponga que n admita
dos factorizaciones n = pyps...pr y N = q1q2...¢s como producto de primos. El
Corolario arriba muestra que, como py|¢i19z. .. ¢-, py debe dividir algin ¢; y por lo
tanto py = ¢; (pues ambos son niimeros primos) y, como n/p; = n/g; < n admite una
tinica factorizacién prima, por hipétesis de induccién, concluimos que la factorizacién
de n es unica.o

Proposicién 2: El conjunto de los nimeros primos es infinito.

Demostracién: Suponga que el conjunto de los niimeros primos sea finito, digamos
{p1, P2, .., pn}. En ese caso, el nimero N = pypy...pn + 1 serfa mayor que todos
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los primos, pero no divisible por ninguno de ellos, pues p;|(p1p2. .. pn + 1) = pill,
absurdo. Tendriamos entonces un natural N > 2 que no seria multiplo de ningin
primo, contradiciendo el teorema fundamental de la aritmética.no

Observacién: Las ideas de esta seccion pueden ser utilizadas en situact mds
generales, como en el estudio de polinomios (por ejemplo con coeficientes racionales),
donde eriste un algoritmo de division, a partir del cual se puede probar de modo
analogo resultados correspondientes a los aqui presentados sobre mdrimo divisor
comin, existencia y unicidad de factorizacion.

Seccién 2: Congruencias

Definicién: Seana, b, n € Z, n > 0. Decimos que a es congruente a b (médulo n)
(denotamos a = b (médulo n)) sin|(b — a).

Observacién: a = a (médulo n), a = b (mddulo n) < b = a (médulo n), a =b
(médulo n), b= ¢ (médulo n)=> a = ¢ (médulo n), o sea, congruencia (médulo n)
es una relacion de equivalencia.

Proposicién: Sia = b (médulon) y ¢ = d (médulo n) entonces a +c = b+d
(médulo n) y ac = bd (médulo n).

Demostracién: n|(b — a), n|(d —c) = n|(b +d) — (a+¢c) = (a+c) = (b+d)
(médulo n), y bd — ac = b(d — ¢) + c(b — a) = n|(bd — ac) = bd = ac (médulo n).o
Definicién: Dadosn, a € Z, n > 0, definimos @ = a (médulo n)= {k € Z|k=a
(médulo n)}.

Dados a, b € Z definimos a+b=a+b ya-b=ab (estas operaciones de suma
y producto estdn bien definidas por la proposicion anterior).

Definimos ain Z/nZ = {G (médulon), a € Z} = {0, 1, 2,..., n—1}. Cada
@ es llamada una clase de congruencia médulo n.

Definicién: Sean n, a € Z, n > 0. Decimos que a es invertible médulo n si eziste
b€ Z conab=1 (médulo n) (o sea, tal que a-b = 1). Decimos que b es el inverso
dea en Z/nZ.

Definicién: (Z/nZ)* = {a:a € Zy a es invertible (médulo n)}.

Observacién: a es invertible (médulo n )& mde(a, n) = 1. De hecho, mde(a, n) =
1« 3z, y€ Z tales queas +ny=1ea-z=1 (médulo n).
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Notacién: Dado un conjunto finito X, escribimos # X para significar el nimero de
elementos de X.

Definicién: La funcidn ¢ de Euler, ¢ : N — N es definida por ¢(n) = #(Z nZ)"
=#{k€Z:0<k <n ymde(k, n)=1}.

Notemos que si p es un nimero primo y k € IN entonces () = p —pk-1 =
#*(1-1/p). De hecho, mde(r, p*) = 1si y solo si p no divide r. Luego ¢(p*) = #{r €
Z:0<r<pymde(r,p*) =1} =#{r€Z:0<r<p*}-#{reZ: 05r<p
yplr} =p* —p*!

Definicién: n nimeros enteros a), ay, . .. ,a, forman un sistema completo de resi-
duos (s.c.r.jmédulo n si {@y, @p,...,an} = Z/nZ, esto es, si los a; representan
todas las clases de congruencia médulo n (por ejemplo, 0, 1, 2,..., n —1 forman
un s.c.r. (médulo n)).

¢(n) nimeros enteros by, ba,..., by forman un sistema completo de invertibles
(s.c.i.) médulo n si {51, Ta iy 1_7\,(,.)) = (Z/nZ)*, esto es, si los b; representan
todas las clases de congruencias invertibles médulo n.

Proposicién: Sean q, r, n € Z, n > 0, q invertible médulo n, a,, ag,..., a, un
s.cr. (médulo n) y by, by, ..., by un s.c.i. (médulo n).
Entonces gay +r, qag +r, ..., gap +r forman un s.c.r. (médulo n) y qby, qba,
.y @bg(m) forman un s.c.i. (médulo n).

Demostracién: Vamos a probar que si ay, ..., a, forman un s.c.r. (médulo n)
entonces gay +r, ..., gan+r forman un s.c.r. (médulo n). Basta probar que ga;+r =
qay +r (médulo n) = i = j, pues en ese caso tendremos n clases de congruencias
distintas médulo n, que deben ser todas las clases de Z/nZ. Sea y € Z tal que
qu = 1 (médulo n). Tenemos

Q0; = qa; + 1 — 1 = qa; +r — r = ga; (médulo n)
= qya; = qya; (médulo n)

= a; = a; (médulo n)

=i=j

Sea ahora by, by, .., bym un s.cr. (médulo n). Tenemos que gb; es invertible
médulo n, para todo i, 1 < i < ¢(n), pues si z; es tal que b;z; = 1 (médulo n), en-
tonces (gby)(zw) = (qu)(bsz;) = 1 (médulo n). Por otro lado, si gb; = qb; (médulo n)
entonces b; = ygb; = ygb; = b; (mddulo n)=> i = j, y por lo tanto by, qby, ..., gby(n)
es un s.c.i. (médulo n).o

Teorema (Euler): Sean a, n € Z, n > 0, tales que mdc(a, n) = 1. Entonces
a¥™ = 1 (médulo n).
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Demostracién: Sea by, by,..., by(n) un s.ci. (médulo n). Por la proposicién ante-
rior, gabﬂ. (qbg). (_"bw(vl)_) forma.n_un s.c.i. (médulo n), y_tenemos _

(b1, ba,..., bum} = {aby, aby,..., abym)} = (Z/nZ)* = by b+ by = ab;:
@by - .. @bggny = a®M - by by by = by - b+ bgmy(a¥™ — T) = 0 = a#™ =]
pues by, ba, ..., by son invertibles (médulo n) = a?™ =1 (médulo n).o

Corolario: (Pequeno Teorema de Fermat): Sia € Z y p es primo entonces
aP = a (médulo p).

Prueba: Si pla, entonces a? = a = 0 (médulo p). Si p no divide a, entonces
mde(a, p) = 1= a?~! =1 (médulo p)= a” = a (médulo p).o

Ejercicio: Exiva n € IN tal que 2" tenga més de dos mil casas decimales y tenga
entre sus 2000 ultimas casas decimales 1000 ceros consecutivos.

Solucién: 2¢¢™) = 1 (médulo 5%%), por teorema de Euler. Por lo tanto, existe
b € IN con 2™ = 52000 4. 1,y tendremos 22000+#(5°°%) — 102000p 4. 92000 v o
lo tanto los 2000 ultimos digitos de 22000+6(5%°%) coinciden con la representacion
decimal de 2°°%, que tiene a lo sumo 667 digitos, pues

28 < 10 = 92000 _ 3.667 _ (667
Asi, 92000+¢(5%%°) {iane por lo menos 2000 — 667 = 1333 ceros consecutivos de
entre las 2000 ultimas casas decimales, de modo que n = 4 - 5% 4 2000 satisface
las condiciones del enunciado (pues ¢(5%°%) = 4 - 519%) 5

Teorema Chino de los restos: Si mde(m, n) = 1 entonces f : Z|mnZ —
Z|mZ x Z|nZ, definida por

f(@(médulo mn)) = (a(médulo m), a(médulo n))
es una biyeccion.

Demostracién: f estd bien definida, pues si a = b (médulo mn) entonces a = b
(médulo m) y a = b (médulo n). Como Z/mnZ y Z|mZ x Z|nZ tienen mn
elementos cada, es suficiente verificar que f es inyectiva. Y, de hecho, si a = b
(médulo m) y @ = b (médulo n) entonces m|(b — a) y n|(b — a) = b — a = mk,
n|mk = nlk, pues mde(m, n) = 1 = mn|(b—a) = a = b (médulo mn).g

e

Corolario: Si my, ma,..., m, 2 1 son enteros, y mde(my, my;) = 1 para i # j
entonces f : Z[mymy.. . mpZ — Z[|m\Z X Z|maZ % ... x Z |m,Z, definida por

f(a(médulo my - my---my)) = (@(médulo my),..., @(médulo m,))

[ |

es una biyeccion.
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Notemos que este Corolario muestra que, dados enteros ay, ap,... a,, existe un
entero n con n = a, (médulo m,), n = ag (médulo my), ..., n = a, (mdédulo m,).

Proposicién: Tenemos f((Z /mnZ)*) = (Z|mZ)* x (Z |nZ)* para la funcidn f
definida arriba.

Demostracién: Esto sigue del hecho de que a es primo con mn si y solo si a es
Primo con m, y a es primo con n.g

Corolario: mde(m, n) = 1= p(mn) = p(m) - p(n).

Como consecuencia, si n = p*, p3? ..., pt* donde p;, p2,..., Pk son primos
distintos, ay, as,..., ax € IN* entonces ¢(n) = n(1—1/p1)(1=1/p2) - (1= 1/px).
En particular, si n > 3 entonces p(n) es par.

Mostraremos un problema cuya solucién usa de modo no trivial el teorema chino
de los restos:

Problema: Pruebe que dado n € IN existe un conjunto de n elementos A C IN
tal que para todo B C A, B # @, ) ,cp 7 es una potencia no trivial (esto es, un
nimero de la forma m*, donde m, k son enteros mayores o iguales a 2), o sea,
A={z), z3,..., zn} tal que

&y, 22,y Tn, Ty + T2, Ty + 23, Tn-d + Tnyo-o, D1+ T2t Ty

son todos potencias no triviales.

Solucién: A = {4} es solucién para n = 1, A = {9,16} es solucién para n = 2.
Vamos a probar la existencia de un tal conjunto por induccién en n. Suponga que A =
{z,, .y T} €s un conjunto con n elementos y para todo B C A, B # @, Ypcpt =
ma' Mostraremos que existe ¢ € IN tal que el conjunto A= I M.
satisface el enunciado.

Sea £ = mme{ks, B C A, B # @} el minimo comin miltiplo de todos los
exponentes kp. Para cada B C A, B # @ asociamos un nimero primo pgp > {, de
forma que By # B = pp, # pp,, y asociamos un natural r con 7z = 0 (médulo p,),
VX # B, trg + 1 = 0 (médulo pp) (talrp existe por el teorema chino de los restos),
¥ tomamos

c= H (1 +m'§")"’
BCcA
B#0

Como ¢ es una potencia (-ésima, ¢ es una potencia kz-ésima para todo B C A,
B # @, por lo tanto, para B’ C {cz, cz3,..., czna}, B' # O, tendremos B' = {cz :
z € B} para algin B C A, B # . Luego ¥ ,cp = serd una potencia kp-ésima.

_ [
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Ademas,
E“z:c(1+mg")= H (1+m_’,§")"’-‘r ~(1+m§’)’"’+l,
L0 Xca
X#0,B

que es una potencia pp-ésima, pues ry es miltiplo de pg para X # B y brp 4 1 &
multiplo de pg.o0

Seccién 3: Ordenes y raices primitivas

Dados n € IN* y a € Z con mcd(a, n) = 1, definimos el orden de a médulo n,
ordna := min{t € IN* : a' = 1(médulo n)}. Dado @ € (Z/nZ)* definimos ords =
ordnpa.

Proposicién 3.0: {t € IN*: o' = 1(médulo n)} = {k - ordna, k € IN*}.

Demostracién: Como a”%¢ = 1 (médulo n), para todo k € IN se tiene a*ordné
(@)% = 1¥ = 1 (médulo n). Por otro lado, si t € IN, a* = 1 (médulo n), existe
k€ Ncont = k-ordpa+r,0 < r < ordsa = at = a¥%°%.q" = 1.a" = a" (médulo n)
= a” = 1 (médulo n), por lo tanto r = 0 (pues 0 < r < ordna contradiria ls

minimalidad de ordna), y t = k - ordnpa.o
Corolario: ordnalp(n).
Definicién: Siordsa = ¢(n), decimos que a es rafz primitiva médulo n.

Ejemplos: 2 es raiz primitiva médulo 5, pues 2! = 2, 2% = 4, 23 = 8, 2% = 16, que
es la primera potencia de 2 congruente a 1 médulo 5 y 4 = ¢(5).

e 1 es raiz primitiva médulo 2, pues ordsl = 1 = ¢(2).

e 3 es raiz primitiva médulo 4, pues ords3 = 2 = ¢(4).
Proposicién 3.1: a es raiz primitiva médulo n < {a', t € N} = (Z/nZ)".

Demostracién: Para todo a € Z con mdc(a, n) = 1 tenemos {af, t € N} C
(Z/nZ)*. Si a es raiz primitiva médulo n entonces los niimeros 1, a, a2, . .., a¥™}
son distintos (médulo n) pues a' = a? (médulo n), con 0 < i < j < p(n) = e~ =1
(médulo n) con 0 < j — i < ¢(n), absurdo = {a*, t € N} = (Z/nZ)".

Por otro lado, #{a’, t € IN} < ordaa (el argumento arriba muestra que de hecho
vale la igualdad), y por lo tanto {a%, t € N} = (Z/nZ)* = ordna = ¢(n). o
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Corolario 1: Si m divide n y a es raiz primitiva médulo n entonces a es raiz
primitiva médulo m.

Corolario 2: Se k > 3, entonces no eriste ninguna raiz primitiva médulo 2*.

Prueba: Por el corolario anterior, basta probar que no existe raiz primitiva médulo
8, y esto sigue del hecho que si a es impar,

a=2r+1,r€Z=a*=4r(r+1)+1=1 (médulo 8).0

Proposicién 3.2: Sean p un nimero primo, y a € Z raiz primitiva médulo p.
i Entonces a 6 a + p es raiz primitiva médulo p?.

 Demostracién: Por hipétesis,
ordya = ordy(a +p) = ¢(p) =p—1.

Por lo tanto p — 1|ordy2a (pues at = 1 (médulo p*) = a* = 1 (médulo p)), y, como
ordyalp(p®) = p(p — 1), debemos tener

ordpa=p—16ordpa=p(p-1) = e (p?).
Del mismo modo,
ordg(a+p) =p—16 ordp(a+p) =plp— 1) = ¢(p?).

Basta probar, por lo tanto, que ordyza # p— 16 ordya(a +p) # p — 1. Suponga que
ordyaa = p — 1. Por lo tanto, a?~! = 1 (médulo p?), y entonces

(a4 =a® + (p— 1)paP~2 + C2 ;0P - p? +... = 1 + (p — 1)pa®?
(médulo p?),

por lo tanto (a + p)*~! no es congruente a 1 (médulo p?), pues p® no divide
(p - 1)pa®* de donde obtenemos ordy(a +p) #p — 1.o

Proposicién 3.3: Sip es un nimero primo impar y a es raiz primitiva médulo p?
entonces a es raiz primitiva médulo p* para todo k € IN.

Demostracién: Tenemos o' = 1 (médulo p), pero a” ' no es congruente a 1
(médulo p*), por lo tanto a?~* = 1+b,p, donde p no divide b;. Vamos a mostrar por
induccién que ol = + bp*, donde p no divide by, para todo k > 1: Tenemos

a?0=N) = (@R = (14 byph )P = 14 bptt + C2bEp* + - = 1+ bypkH!

(médulo p**+2).
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Luego a?*®=1) = 1 — bpk*, con byyy = bi (médulo p). Sigue que p no divide byy.
Vamos ahora a mostrar por induccién que a es raiz primitiva médulo p* para todo
k > 2. Suponga que a sea raiz primitiva médulo p*. Entonces tenemos

P (p = 1) = (p*) = ordpralordpnale (™) = pF(p - 1).

Por lo tanto,
ordpenia = pF7(p = 1) 6 ordprna = p¥(p — 1) = p(p**),
pero el primer caso es imposible, pues oY) = 1 brpk, que no es congruente
a 1 médulo p**?, pues p no divide by. Por lo tanto ordprria = @(p**!) y a es rafz
primitiva médulo p*+1.g
Ejemplo: 2 es rafz primitiva médulo 5%, Yk € IN. De hecho, 2 es rafz primitiva
médulo 5, y, como 2% = 16 # 1 (médulo 25), 2 es raiz primitiva médulo 25 = 5
(como en la proposicién 3.2). Por lo tanto, por la proposicién 3.3, 2 es raiz primitiva
médulo 5, Vk € IN.
Ejercicio: Muestre que existe n natural tal que los mil Wdltimos digitos de 2"
pertenecen a {1, 2}.
Solucién: Observamos inicialmente que para todo k € IN existe un nimero my de
k digitos, todos 1 6 2, divisible por 2¥. De hecho, m; = 2 y my = 12 satisfacen el
enunciado.
Sea my = 2% - i, 7k € IN. Si 7y es par, tome
Mgy = 2- 105 + my, = 2671 (55 + i /2),
y si T es impar, tome
My = 10% + my = 287155 + 1) /2.

Como mie0 = 2 (médulo 10), 5 no divide r1000 = m1000/21°%°. Como 2 es raiz
primitiva médulo 5°°, existe k € IN con 2¥ = 71000 (médulo 5190). Luego 2 =
b+ 51%% + 71000, para algtn b € IN. Por lo tanto,

k+1000
QkHI000 _ . 101000 | 91000 o0 . 101000 4 oo

y las 1000 tltimas casas de 25+1%% son las 1000 casas de m1000, que pertenecen todas
a{l, 2}o

Observacién: Szp es primo impar, k € IN y a es un entero zmpar tal que a es raiz
primitiva médulo p* entonces a es raiz primitiva médulo 2p*, pues

(") = ordpmalordayealp(20¥) = (%) = ordgpma = p(2p").



)

Divisibilidad, Congruencias y Aritmética médulo n 85

Bsto implica que sia es raiz primitiva médulo p* entonces a 6 a+p* es raiz primitiva
médulo 2p* (pues a y a+p* son raices primitivas médulo p* y uno de ellos es impar).

Proposicién 3.4: Sin = ab, con a > 3 y b > 3 enteros tales que mdc(a, b) = 1,
entonces no existe raiz primitiva médulo n.

Demostracién: Tenemos ¢(n) = ¢(a)-¢(b) y, comoa > 3y b > 3, p(a) y ¢(b) son
pares. Si mde(k, n) = 1 entonces tenemos

fem/2 = (pe®)/2)e(@) = | (médulo a), y kPM/2 = (k#@)/2)20) = (médulo b).

Asi, k#™/2 = 1 (médulo n), y por lo tanto ord,k|p(n)/2 < ¢(n).a

Teorema: Eziste algina raiz primitiva médulo n si, y solo si, n =2, n = 4, n = p*
dn=2p* donde p es primo impar.
Prueba: Por los resultados anteriores, basta probar que si p es primo impar entonces
existe raiz primitiva médulo p, o sea, existe a € (Z/pZ)* con ordpa = p — 1.

Para cada @ € (Z /pZ)*, se tiene ordpal(p—1). Sea d un divisor de p—1. Definimos

N(d) = #{a € (Z/pZ)" : ordpa = d}.
Tenemos por lo tanto p — 1 = Y4, N(d). El resultado seguird de los dos lemas
siguientes:
Lema 1: N(d) < ¢(d) para todo d dwisor dep — 1.

Prueba: Si N(d) > 0 entonces existe @ € (Z/pZ)* con ordpa = d. Si ordya = d,
entonces a8 =1y, para 0 < k < d, las clases de a* son todas distintas médulo p, y
(a*)* = 1. Como la ecuacién ¢ — T = 0 tiene a lo sumo d raices distintas en Z/pZ
(pues Z /pZ es un cuerpo), sus raices son exactamente a¥, 0 < k < d. Por otro
lado, ordya® = d = mcd(k, d) = 1, pues si r > 1 es tal que r|k y r|d entonces
(@) = (a%)*/" = 1 (médulo p), luego ordy(a¥) < d/r < d. De esta forma,

{6 € (Z/pZ)* : ordph = d} C {aF, 0 <k < dymed(k, d) =1},
por lo tanto N(d) < ¢(d).o

Lema 2: Y4, ¢(d) = n, para todo n € IN.

Prueba del Lema 2: Considere los 7 nimeros racionales 1/n, 2/n, ..., n/n. Al
simplificarlos, aparecen exactamente ¢(d) de ellos con denominador d, para cada
divisor d de n. Por lo tanto, Y g, ¢(d) = n.o

Y .
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Fin de la prueba del teorema: Del Lema 2 sigue que Zdh,_l‘ﬁ(d) =p=ly,
como p — 1= F4,_1 N(d) y N(d) < ¢(d) para todo d, debemos tener N (d) = p(d)
para todo d. En particular, N(p — 1) = ¢(p — 1) > 0 = existen raices primitivas

mdédulo p.g
PROBLEMAS

1. Pruebe que existen infinitos nimeros primos congruentes a 3 médulo 4.

2. Determine todos los n naturales tales que (2" — 1)/n es entero.

3. Determine todos los n naturales tales que (2" + 1)/n? es entero. (Propuesto
en la XXXI Olimpiada Internacional de Matematica, realizada en China, en
1990)

4. Pruebe que si a y b son naturales y (a® + b%)/(ab + 1) es entero entonces
(a® + b%)/(ab + 1) es cuadrado perfecto. (Propuesto en la XXIX Olimpiada
Internacional de Matemética, realizada en Australia en 1988)

5. Sean a, n € IN*. Considere la sucesién (z,) definida por z; = @, Zg41 = o,

Vk € IN. Muestre que existe N € IN tal que zx+1 = 3 (médulo n), para todo
k> N.



