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BRASIL 

Introdu cción 

Este artícu.lo propone hacer una referencia elemental sobre los temas citados en el 
título, que aparecen naturalmente en diversos problemas de Matemática elemental1 

algunos de los cuales serán explícitamente tratados aquí. 

Sección 1: División euclidiana y el teorema funda­

mental de la a ritmé tica 

Los resultados que siguen tienen como base el siguiente hecho sobre los enteros: 
Dados a E ?l , b E IN ' existen q, r E ?l con O 5 r <by a = bq + r. Tales q y r 
estan únicamente determinados. De hecho, q = [a / bJ y r =a - bq (aquí [xJ denota 
el único entero k tal que k ~ x < k + 1). Como consecuencia tenemos la 
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P roposició n O (Divis ión E uc lidia na): Dados a E Z': , b E¡¡¡ · existen q, ,. E ?l 
Únicamente determinados tales que O :S r < lbl y a = bq + r . 

Dcfi níción : Dados dos enteros a y b, con a .¡. O decimos qu.e a divide b (denotamos 
olb ) si e:tiste c entero tal que b = ac. 

Prop os ición l : Dados a, b E ?l no ambos nulos existe d E IN ' tal qu.e dla , dlb y, 
para todo c E IN ' , cla , clb =>c id. Además, existen x , y E ?l con d = ax+ by. (Ese 
des llamado el máximo divisor común entre a y b: d = mdc(a, b)). 

Demost rac ió n : Sea A = {k > O 3 x, y E ¡¡¡ tales que k = ax + by) y sea 
d ::::. a:0 +byo 1 menor elemento de A. Mostraremos que dio. Como d E JN •, ex isten 
q, r e 7l coa a = dq + r y O :5 r < d. Queremos moslrar que r = O. De hecho1 si 
r > O, r = a - dq = a(l - qxo) + b(- qyo) E A, conlradiciendo el hecho de el ser 
el menor elemento de A. Por lo tanto1 r = O y a = dq =:> dla. Del mismo modo 

pru ba que dlb. uponga ahora que cla y c¡b. Entonces c¡a.xo + byo = d, como 
qu riamos probar. 0 

Loma: Si mdc(q, n) = l y n lqk entonces nlk. 
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Pru ba de l Lem a : Como mdc(q, n ) = 1, existen x , y E¡¡¡ con qx+ny = 1, luego 
qkx + nky = k , por lo tanto n lk (pues nlqkx y n!nky). o 

Coro la rio : Sean p un número primo y a, b E Zl. Si plab entonces Pla o p¡b. 

Teor m a fun d am enta l d e la a ri tmé t ica: Todo número natural n ~ 2 posee u.na 
único facton.z ación (a menos del orden de los factores), como producto de prirnos. 

Demostrac ió n: n = 2 es primo. Vamos a mostrar la ex:ist.encia de la factorización 
por primos por inducción: Si n es primo no hay que probarlo. Si n es compuesto 1 

n m ab , a, be IN 1 a < n, b < n y, por hipótesis de inducción, a y b se descom ponen 
como producto de primos, por lo tanto n se descompone como producto de primos. 

Vamos ahora mostrar Ja unicidad, también por inducción: Suponga que n admi ta 
dos factorizaciooes n = P1P2 .. Pr y n = q1q2 ... qJ como producto de primos. El 
Corolario arriba muestra que1 como pdq1q2 ... Qr 1 p1 debe div idir algún Q¡ y por lo 
tanto 'P1 = q, (pues ambos son números primos) y1 como n / p1 = 11 /q, < n admi te una 
única fo.ctoriución prima 1 por hipótesis de ioducción 1 concluimos que la factorización 
d n es única~o 

Propos ición 2: El conjunto de los números primos es infinito. 

De mos t raci ón: uponga que el conjunto de los números pri mos sea fi ni to, d igamos 
{p¡, P'J 1 • , Pn} · En ese caso1 el número N = P1P2 ··· Pn + 1 sería mayor que todos 
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los primos, pero no divisible por ninguno de eUos1 pues p¡ j(p1P2 ... Pn + 1) => P1ll 1 

absurdo. Tendríamos entonces un natural · > 2 que no sería múltiplo de ningún 
primo, cont.radiciendo el teorema fu ndamental de la aritmética.o 

Obse rvac ión: Las ideas de esta sección pueden ser utilizadas en situaciones mlÍ$ 
generales, como en el estudio de polinom'ios (por ejemplo con coeficientes racionales)1 

donde existe u.n algorürno de división, a partir del cual se puede probar de modo 
análogo result.ados correspondientes a los aquí presentados sobre máximo divisor 
común, existencia. y unicidad de facto rización. 

Sección 2: Congruencias 

Definición: Sean a1b1 nELl1 n > O. Decimos que a es congruente a b (módulo n) 
(denotamos a = b (módulo n)) si n l(b - a) . 

Observación: a = a (módulo n), a = b (módulo n) <o> b = a (módulo n), a E b 
(módulo n), b = c (módulo n)=<> a = c (módulo n), o sea, congruencia (módulo n) 
es una relación de equivalencia. 

Proposición: Si a = b (módulo n) y c = d (módulo n) entonces a+ c = b + d 
(módulo n) yac = bd (módulo n). 

Demostración: nl(b - a), nl(d - c) =<> nl(b + d) - (a + c) =<> (a+ c) = (b + d) 
(módulo n), y bd - ac = b(d - c) + c(b - a) =<> n l(bd - ac) =<> bd = ac (módulo n).o 

Definición: Dados n , a E ?Z , n > O, definimos a= a (módulo n)= {k E ?Zlk =a 
(módulo n)) . 

Dados a, b E 7Z definimos 1i + b = a+b y a· b = aii (es tas operaciones de suma 
y prod·ucto están bien definidas por la proposición anterior). 

Definimos aún. ?Z/n?Z = {a (módulo n), a E ?Z} ={O, I , 2, ... , n=l}. Cada 
a es llamada u.na clase de congruencia módulo n. 

Definición: Sean n , a E~' n > O. Decimos que a es invertible módulo n si exislt 
b E ~ con ab = 1 (módulo n) (o sea, tal que a b = 1) . Decimos que b es el inverso 
de a en ?Z / n?Z,. 

De fini ción ' (?Z / n?Z) ' = {a' a E ?Zy a es invertibk (módu lo n)} . 

Observación : a. es invertible (módulo n)<o> mdc(a , n) = l . De hecho, m dc(a, n) = 
1 <o> 3x , y E 7Z tales que ax+ ny = l <o> a· x = T (módulo n). 
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otoción: Dado un conjunt.o finito X, escribimos # X para signi fi ar el número de 
f lem nt.os de X. 

Definició n : La función 'I' de Euler, 'I': N - N e• defiruda por 'fJ (n) = # (?Z/n?Z)" 
#{k E 7l : O :S k < n ymdc(k , n) = !} . 

ot.emos que si p un número primo y k E IN entonces 1¡0 (pk) = pk - pk-t = 
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p'( l - 1/p). De hecho, m dc(r, p' ) = 1 si y solo si p no di\>ide r. Luego'(J(p') = # {r E 
7l : O:S r < p•ymdc(r, p') = 1} = # {r E 7l: O:S r < p•}-#{r E ?Z: O:S r < p• 
y plr} p•-p•- •. 

Defi nición : n números enteros a 11a2, ... ' ª"forman un sLStema completo de resi­
duo! (!.c.r.Jmódulo n si fa: 1, 0:2, ... , Cin} = 2Z/n~ , esto es, si. los a, representan 
lodOJ la.s clMCJ de congruencia módulo n (por ejemplo, O, l , 2, ... , n - 1 fon na11 
un a.c.r. (módulo n)). 
ip(n) números enteros b1, b2, · . ,_bip(n) fonnan un sutema completo de invertibles 
(a.c. 1.) módulo n 51 {b1, b., ... , b,(nJ } = (?Z / n?Z)" , CJ!o es, si los b; representan 
toda.s IOJ clG.$tS de congruencias invertibles módulo n. 

Propos ición : Seanq 1 r, n E 2Z 1 n > 01 q invertablemódulo n. , 01 1 a.2 1 ••• , a11 un 
1.c. r. (módulo n) y b1 , b,, . .. , b,(n) un s.c.i. {módulo n). 

Entonces qa1 + r , qa.2 + r , ... , qa,1 + r forman un s .c.r. {módulo n) y qb ¡, qb'J 1 

, qb•(•) forman un s.c. i. (módulo n). 

Demostració n: Vamos a probar que si a¡ , 1 On forman un s.c. r. (módulo n) 
entonces qo1+r1 •• , QOn r forman un s.c. r. (módulo n). Bast.a probar que qa,+r: 
qaJ + r (módulo n) :::::> i = j 1 pues en ese caso t.endremos n clases de congruencias 
distintas módulo n , que deben ser todas las clases de ?l / n?l. Sea y E ?Z ta l que 
qu E 1 (módulo n). Tenemos 

qa; = qa; + r - r = qa1 + r - r = qa1 (módulo n) 
=> qya, = qya; (módulo n) 
=>a , = ªJ (módulo n) 
:::::> 1 = j . 

a ahora b1t b'J 1 ••• , b.p{n) un s.c.r. (módu lo n ). Tenemos que qb , es invert.ible 
módulo n, paca t.odo 1, 1 :S i :S 'fJ(n), pues si x1 es tal que b;x1 = 1 (módulo n), en­
tone • (qb, )(z ,y) = (qu)(b; x1) = l (módulo n) . Por oLro lado, si qb; = qb; (módulo n) 
•ntonces b, = uqb, = yqb¡ = b; (módulo n)=> i = ] ,y por lo tan to qb., qb,, . .. ' qb>p(n) 

un s.c. 1. (módulo n).c 

Teorema (Eul r): Sean a, n E Zi: , n > O, la/CJ que mdc(a, n) = 1. Entonces 
a-<•I • 1 (módulo n). 
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D e mos t rac ión: Sea b1 , b2, . , bip(n) un s.c.i . (módulo n). Por la proposición ant.e-
ri_or, i•bi), (~2), . , !.":b•(•.'l.l fo rman_ un s.c.i. (mód ulo n ), y ~en~1os _ _ 
{b 1, b., ... , b,,¡n)) = {ab 1, ab , , ... , ab,(n)) = (71,/n?l,) " => b1 ·b2 ···b.,,¡n) = ab1· 

ab2 ... ;¡¡¡ n) = a.•(n) · b; b:; · · · ii,(n ) => b; · b:; · · · b.,,¡n ) (a'P(n) - l ) = O => a..Cn) = i 
pues b1, b,, ... , b,.¡n) son in vert ibles (módulo n) =>a n) = J (módulo n ). o 

Corolario: (Peque ño Teore m a d e Fe rm a t ) : Si a E 7l y p es primo entoncu 
aP = a (módulo p). 

P r ueba: Si pla, entonces aP = a = O (módu lo p). Si p no d ivide a , entonces 
mdc(a , p) = J => a.P- 1 = 1 (módulo p) => aP = a (módulo p). o 

Ej erc icio: Ex:iva n E IN tal que 2n tenga más de dos mil casas decimales y tenga 
entre sus 2000 últimas casas decimales 1000 ceros consecutivos. 

Solución: 2t;(52000) = 1 (módulo 52ººº), por teorema de Eu ler. Por lo tanto, exist.e 
b E .IN con 2t;'(52000l = 52000b -/- 1, y tendremos 22000~5'000 ) = I020ººb + 22000, y por 
lo tanto los 2000 úl t imos dígitos de 22000+Y'(5' 000l coinciden con la representación 
decimal de 22000

1 que t iene a lo sumo 667 dígitos, pues 

23 < 10 => 22000 < 23·667 < 10667 

Así, 22000+'1P( 52000) t iene por lo menos 2000 - 667 = 1333 ceros consecutivos de 
entre las 2000 últimas casas decimales, de modo que n = 4 · 51999 + 2000 satisface 
las condkiones del enunciado (pues <¡:> (52000 ) = 4 · 51999) . 0 

Teorem a C hino de los restos: Si mdc(m , n) = 1 entonces f ll /mn.~ -
71, / m?l, x 7l, / n7l, , definida por 

/(il (módulo mn)) = (il(módulo m ), il(módulo n)) 

es una &iyecci.ón. 

D emost r ación: f está bien definida 1 pues si a = b (módulo mn) entonces a = b 
(módulo m) y a. = b (módulo n). Como 71, /mn?l, y 7l, / m7l, x 71, / n.71, t ienen mn 
elementos cada, es suficiente verificar que f es inyectiva. Y, de hecho, si a. E b 
(mód ulo m) y a = b (módulo n ) entonces mj(b - a) y n j(b - a ) => b - a = mk, 
njmk => njk, pues m dc(m , n. ) = 1 => mnj(b - a ) => a= b (mód ulo mn).0 

Co ro la.rio: s; m1, m 2, ... 1 ffir 2: 1 son enteros, y mdc(m,I mj) = 1 para i ':f} 
e11toncesf: 7l, / m,m, ... m,7l, ~ 7l, / m,7l, x 7l, / m27l,x ... x 7l, / m ,7l, , definida par 

/(il(módu lo m 1 • m, · · · m,)) = (a(módulo m 1), ••• , a(módulo m, )) 

es una inyecaón. 
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Notemos que este Corolario muestra que, dados enleros o1, a2, . ar, ex iste un 
cn t ro n con n = 01 (módu lo mi), n = a2 (módulo m'l), . 1 n = ª ·r (módulo mr)· 

Propos ición: Te,,emos /(('Jl, /mn'Jl,) ' ) = ('Jl,/m'Jl,) ' x ('Jl, / n'Jl,) ' para la/unción f 
definida ambo. 

DcmosLración: Esto sigue del hecho de que a es primo con mn si y solo si a es 
primo con m , y a es primo con n.o 

o ro lnrio: mdc(m, n) = J ~ cp(mn) = cp(m) · (n ) . 

Como consecuencia, si n = p~ 1 , P2~, .. . , p~"" donde p11 p2, ... , Pk son primos 
distintos, O ¡, º" ... , O:k E lN ' entonces cp(n) = n{l - l / pi){l - l/p2) · (1 - l /p.). 
En particulM, si n ~ 3 entonces cp(n) es par. 

MosLra..remos un probl ma cuya solución usa de modo no trivial el teorema chino 
de los restos: 

Prob le ma: Pruebe que dado n E 1N existe un conjunto de n elementos A e u'I 
La.l que para todo B C A, B :/:- 0, L:ze B x es una potencia no triv ial (esto es, un 
número de la forma mk, donde m , k son enteros mayores o iguales a 2), o sea1 

A (x 1, x., , Xn) tal que 

aon Lodos potencias no triviales. 

olución: A = { 4} es solución para n = 1, A = {9, 16} es solución para n = 2. 
Vamos a probar la existencia de un ta l conj unto por inducción en n. Suponga qu A = 
{:z:1i ... , xn} es un conjuoto con n elementos y para t.odo B C A, B -;f 0, L:z D x = 
m~. Mostraremos que existe e E 1N tal que el conjunto A= { cx 1, cx2 1 ••• 1 cx11 1 e} 
saLisfo.ce el enunciado. 

Sea t = mmc{ks, B e A, B ,¡, 0) el minimo común mú lt iplo de todos los 
exponentes k9. Para cada B e A1 B f:. 0 asociamos u.o núm ro primo PB > t, de 
forma que 8 1 F 82 => Ps, f' Pa,. y asociarnos un natural r con ra = O (módu lo p,) , 
'IX f' 8 , lrs 1 = O (módulo Pa) (talra existe por el teorema chino de los restos), 
y Lomamos 

e= II (! + m~•)"• 
B C A 

8 ~0 

Como e es una potencia e-ésima, e es una potencia ks-ésim a para todo B C A, 
8 ,¡, 0, por lo l.allto, para B' e {ex , , ex,, ... ' CXn}. 8 ' F 0 , tendremos B' = {ex: 
• e 8} para a.lgú.o 8 e A, B "'0. Luego l:..,s, X será u.na potencia ks-ésima. 
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Además, 

L z = c(l + m~" ) = [ rr (1 + m~XJ"-'] · (1 + m~•J''•+ 1 , 
XEB'u{c} X e A 

X tF0, B 

que es una potencia Pe-ési ma, pues r x es múltiplo de PB para Xi: 8 y tr8 + 1 e 
múltiplo de PB·D 

Sección 3: Ordenes y raíces primitivas 

Dados n E IN ' y a E lZ con mcd(a, n ) = 1, definimos e l orden de a módulo n, 
ardna := min{ t E IN ' : a'= !(módulo n)}. Dado¡¡ E (lZ / nlZ )' defini mos ordii = 
ordna. 

P rop osición 3 .0: {t E IN ' : a'= ! (módulo n)} = {k ordna , k E IN ' ). 

D emos trac ió n: Como aord., a::::::: 1 (módulo n), para todo k E IN se tiene a.k ·ont..o = 
(a~"·• )• = 1• = 1 (módulo n). Por otro lado, si t E IN , a'= 1 (módulo n) , existe 
k E IN con t = k· ordna+r, O :'S: r < ordna => a' = ak·~a.ar::::::: 1 ·ar= ar (módu lo n) 
=> a' = 1 (módulo n), por lo tanto r = O (pues O < r < ardna contradiría ~ 
minimalidad de ordna), y t = k · ordna·o 

Coro lario: ardnal<p(n). 

D e finic ión: Si ordna = <P (n), decimos que a es raíz primitiva m6du lo n. 

Ej emp lo s: 2 es raíz primitiva módulo 51 pues 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8 1 24 = 161 que 
es la pri mera potencia de 2 congruente a 1 módulo 5 y 4 = <p (5). 

• 1 es raíz prim itiva módulo 2, pues ord 2l = 1 = ip(2). 

• 3 es rafa prim itiva módulo 4, pues ord43 = 2 = <p(4). 

Pro posición 3. 1: a es raíz primitiva módu lo n co (01, t E IN) = (lZ / nll) '. 

De most ració n: Para todo a E ?l con mdc(a , n) = J tenernos {(li, t E IN} C 
{ 72/n~ ) · . Si a es raíz primitiva móduJo n enLoaces los números 1, a, a2

1 . •• , a.,,(n)-l 

son distintos (módulo n) pues a1 =a' (módulo n), con O :5 i < j < <p(n) => a!- 1 =1 
(módulo n) con O< j - i < <p (n ), absurdo=> {a' , t E IN} = (lZ / niZ )' . 

Por otro lado, #(01, t E IN} :5 ardna (el argumento arriba muestra que de hecho 
\'ale la igualdad), y por lo tanto {01, t E u'i} = (.íZ / niZ )' => ordna = <p(n ). e 
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orolario l : S1 m divide n y a es raíz prim1hva. módulo n entonces a es raíz 
pnm1hva módulo m. 

orolario 2: Se k ~ 3, entonces no existe ninguna roú pnmiti.va módul 2k . 

Pru ba: Por el corolario anterior, basta probar que no e:ciste rafa primi tiva módu lo 

~J , y to sigue del hecho que si a es impar, 

o= 2r + 1, r E lZ => o2 = 4r{r + 1) + 1 = 1 {mód ulo ).o 

Proposición 3 .2: Sean p un número primo, y a E ll raú primitiva módulo p. 
EntonceJ a ó a + p es raíz primitiva módulo p2 . 

• Demostración: Por hip6t.esis1 

ord,a = ord,(a + p) = 'l'{p) = p - 1 

Por lo tanto p - l lordP'a (pues a' = 1 (módu lo p2) =>a'= 1 {módulo p}), y, como 
1 ordr•l'l'(p'J = p(p - 1 ), debemos tener 

ordp>a = p - 1 ó ordp>a = p(p - 1) = (p2). 

O 1 mismo modo, 

ordp>(a + p) = p - 1 ó ordp>(a + p) = p(p - 1) = 'l'( p2¡. 

B&St• probu, por lo tan to, que ord•'ª ,¡, p - 1 ó ordp>(• + p) ,¡, p - l . Suponga que 
ordp>• p - 1 Por lo Lanto, a•-1 = l {módulo p2), y entonoes 

(a+ py>- 1 = o•- 1 + (p - l )pa•-2 + c;._ 10,.... 3 · p2 + = l + (p - l )paP-2 

(mód ulo p2}, 

por lo tanto (a + p¡•- 1 no es congruente a 1 {módulo p2), pues p2 no divid 
(p- l)po,....'.de donde obtenemos ord,,(a + p) ,¡, p - Lo 

Proposición 3.3: S1'. p es un n·úmero primo impar y a u ra.Ú primitiva mód ulo p2 

entone .. a .. raíz pnmitiva módulo p• para todo k E N . 

Demostración : Tenemos o•- 1 = 1 {módulo p), pero oP- 1 no es congruent a 1 
(m6d11lo p ) . por lo tanto o•- 1 = 1 +b1p, donde p no dhide b1• Vamos a mostrar por 
Inducción que ... -•(p-l) = l + b,p', donde p no divide b•, para Lodo k ~ 1: Tenemos 

... <>-•> <·"-'(»-•>¡• = (1 + b,p•-• )P = 1 + b.p•+1 + C,b~p21 + ... = l b,p>+1 

{módulo p'+2 ). 

3 
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Luego aP1c(p-l) = 1- bkpk+l, con bk+l = bk (módulo p). Sigue que p no d ivide bk+I· 
Vamos ahora a mostrar por inducción que a es raíz primitiva módulo pk para todo 

k 2: 2. Suponga que a sea raíz primitiva módulo pk. Entonces tenemos 

pk- 1(p - 1) = <p(pk) = ordp•alordP'+'al<p(pk+l) = p•(p - 1). 

Por lo tanto, 

ordp'+'ª = p•-1(p - 1) ó ordp'+'ª = pk(p - 1) = <p(pk+l), 

pero el primer caso es imposible, pues aP1c-i(p-l) = 1 + bkpk, que no es congruente 
a 1 módulo pk+l, pues p no divide bk. Por lo tanto ordp1<+1a = ¡p(pk+l) y a es raíz 
primitiva módulo pk+l .o 

Ejem p lo: 2 es raíz primitiva módulo 5\ 't/k E IN. De hecho, 2 es raíz primitiva 
módulo 5, y, como 24 = 16 cF 1 (módulo 25), 2 es raíz primitiva módulo 25 = 52 

(como en la proposición 3.2). Por lo tanto, por la proposición 3.3 , 2 es raíz primitiva 
módulo Sk , Vk E IN. 

Ejercicio: Muestre que existe n natural tal que los mil últimos dígitos de 211 

pertenecen a {l , 2} . 

Solución: Observamos inicialmente que para todo k E IN existe un número mk de 
k dígitos, todos 1 ó 2, divisible por 2k. De hecho, m 1 = 2 y m2 = 12 satisfacen el 
enunciado. 
Sea mk = 2k · rk, rk E lN. Si rk es par, tome 

mk+1 = 2 · 10• + mk = 2k+l (5• + Tk/2), 

y si rk es impar, tome 

mk+1 = 10• + mk = 2•+1(s• + r•)/2 . 

Como m1000 = 2 (módulo 10), 5 no divide r1000 = miooo/2 1000. Como 2 es raíz 
primitiva módulo 51000, existe k E lN con 2k = r 1000 (módulo 51000 ). Luego 2k = 
b · 51000 + r1000, para algún b E IN. Por lo tanto, 

2k+lOOO = b . 101000 + 21000 . rrnoo = b. 101000 + mrnoo, 

Y las 1000 últimas casas de 2k+lOOO son las 1000 casas de m1000, que pertenecen todas 
a {1 , 2}.o 

Observación : Si P es primo impar, k E IN y a es un entero impar tal que a es raíz 
primitiva módulo pk entonces a es raíz primitiva módulo 2pk , pues 

'P(Pk) = ordp•alord2p>al<p(2pk ) = <p(pk) ~ ord2P"a ~ 'P(2pk). 
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Esto implica que si a es raíz primitiva módulo pk entonces a ó a+pk es raíz primitiva 
módulo 2pk (pues a y a+pk son raíces primitivas módulo pk y uno de ellos es impar). 

Proposición 3.4: Sin = ab , con a 2: 3 y b 2: 3 enteros tales que mdc(a, b) = 1, 
entonces no existe raíz primitiva módulo n. 

Demostración: Tenemos cp(n) = cp(a) ·cp(b) y, como a 2: 3 y b 2: 3, cp(a) y cp(b) son 
pares. Si mdc( k1 n) = 1 entonces tenemos 

k•(n)/2 = ( k•(b)/2)•(•) = 1 (módulo a), y k•(nl/ 2 = (k•(•)f2)•(b) = 1 (módulo b) . 

Así, k,t.n)/2 = 1 (módulo n), y por lo tanto ordnk lcp (n )/2 < cp(n).o 

Teorema: Existe algúna raíz primitiva módulo n si, y solo si, n = 2, n = 4, n = pk 
ó n = 2pk donde p es primo impar. 

Prueba: Por los resultados anteriores, basta probar que si pes primo impar entonces 
existe raíz primitiva módulo p1 o sea, existe a E ('lZ /p'lZt con ordpa = p - l. 

Para cada a E (7Z / p7Z)', se tiene ordpal(p-1 ). Sea d un divisor de p-1. Definimos 

N(d) =#{a E (7Z/p7Z)': ordpa = d}. 

Tenemos por lo tanto p - 1 = I:dlp-l N(d). El resultado seguirá de los dos lemas 
siguientes: 

Lema 1: N(d) :S cp{d) para todo d divisor de p - l. 

Prueba: Si N (d) > O entonces existe a E (7Z /p7Z) ' con ordpa = d. Si ordpa = d, 
entonces ;¡d = T y, para O ::; k < d1 las clases de ak son todas distintas módulo p1 y 
(;0)' = I. Como la ecuación x' - I = O tiene a lo sumo d raíces distintas en 7Z /p7Z 
(pues '?l, /p?l, es un cuerpo), sus raíces son exactamente (;k, O ::; k < d. Por otro 
lado, ordpa• = d => mcd(k, d) = 1, pues si r > 1 es tal que rlk y rld entonces 
(a')'I' = (ad)kf' = 1 (módulo p), luego ordp(ak) :S djr <d. De esta forma, 

{ii E (7Z / p7Z)': ordpb = d} e {Ok, O :S k < d y mcd(k, d) = 1}, 

por lo tanto N(d) :S cp (d).o 

Lema 2: I:dln cp{d) = n, para todo n E lN. 

Prueba del Lema 2: Considere los n números racionales l/n 1 2/n 1 ••• 1 n/n. Al 
simplificarlos, aparecen exactamente cp(d) de ellos con denominador d1 para cada 
divisor d de n. Por lo tanto, ¿;,In cp(d) = n.o 
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Fin de la prueba del teerema: Del Lema 2 sigue <¡ue I:dlp-l <p(d) = P - 1 y, 
como p - 1 = I:dlp-l N(d) y N(d) s; <p(d) para todo d, <ie1'em0s tener N~d) = 'l'fd) 
para todo d. En pa:rtica.olar, N(p - 1) = <p(p - 1) > © ==> existen raíces ¡¡>rimitivas 
módulo p.o 

PROBLEMAS 

l. Fruebe que existen iN•fi.ni,tos FJ.Úorn.e110s prim0s congruem·tes a 3 m©clt:Il© 4. 

2. Deterrn·ine t0cl0s los n I\la:tl!l•ra.iles tales c¡¡0ue (2n - I)/n es eB .. ter.0. 

3. Deterrnü1e tocl0s 1'0s n FJ.•ati.uales tales que (2n + l)/n2 es enter0. (PF0f>uesto 
em la XXXI 01.imp:ía.cia !FJ.iten1aci0nal de Maitemáltica, r.eailizacla en China, en 
!§§O) 

4. Prue0e <¡1'e si a y b S©Fl naiturnles y (a 2 + b2)/(ab + !) es en°teFo ellt©nces 
(a 2 + b2)/(ab + !) es cNaolra<io perfecto. (PFopuesto en la XXIX Olimpíada 
Intermaciona:l de Martemártica, :uea:loizad1a em ACJ.stra1ia en 1!'.988) 

S. Sean a, n @ IN'. C0nsider.e la sucesi©R (xn) defi.ni<ll.a p0r x1 = a, xk+I = ax11 , 

Vk E IN". Muestre c:que eúste N ¡¡;;;IN' trul <i}'l.!l.€ Xk+l =:: Xk (rnó<tl011l0 :n), para t©cdo 
k 2: N. 

r 


