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Uma cibica reversa é a imagem da aplicagdo
P! 3 [t,u] — [t3 t%u, tu? u%) € P?,

para uma escolha adequada de coordenadas homogéneas na reta projetiva IP* e no
espago projetivo P3. Ela pode ser visualizada no espago usual de dimensao trés como
a curva dada parametricamente por t — (¢3 t2 t).

Segundo Harris [4], “This is everybody’s first example of a concrete variety that
is not a hypersurface, linear space, or finite set of points”.

A cilbica reversa é a intersegdo de trés quadricas no espago projetivo tri-
dimensional.

Nosso objetivo é apresentar uma caracterizagao geométrica explicita para o
espago de formas quadréticas que se anulam exatamente sobre uma cibica reversa.

O espago vetorial das quadricas contendo uma ciibica reversa fixa ¢ tri-dimensio-
nal: isto é o que se costuma chamar de uma rede de quédricas. A rede de quadricas
pode ser vista como um plano projetivo p = IP? no espago projetivo de todas as
quédricas. Esse espago projetivo é um IP® que pode ser pensado como o espago das
matrizes simétricas 4x4 a menos de fator constante. Temos ai uma hipersuperficie
quértica distinguida A, dada pelo determinante da matriz simétrica 4x4 associada
& quédrica. A hipersuperficie A é a subvariedade de IP° cujos pontos correspondem
ds quédricas singulares de IP®. A intersegio de A com o plano p é uma curva plana
de grau 4. Substituindo na equagdo de A equagdes paramétricas para p, temos a
surpresa de que a equacdo dessa curva é o quadrado perfeito da equagdo de uma
conica irredutivel.
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O resultado que provamos diz respeito & reciproca. Seja p uma rede de quadricas.
Suponha que pN A é definido pelo quadrado da equagao de uma conica irredutivel.
Poderiamos esperar que o lugar dos zeros comuns a todas as quédricas de p seja
uma ctibica reversa? Veremos que a resposta é positiva, se exigirmos que nenhuma
quédrica degenerada do tipo unido de 2 planos (i.e., com matriz associada de posto
< 2) pertenga a p. Como a ctibica reversa nao estd contida em um plano de IP?,
evidentemente sua rede de quédricas satisfaz essa restrigao adicional.

1 Quadricas e seu discriminante

Indicamos o livro [4] para nogdes e propriedades elementares de variedades projetivas
que serao utilizadas.

Denotemos por z = [2y, ..., 24] as coordenadas homogéneas em P2,

Uma superficie quadrica em IP® é definida por uma forma quadratica nao nula,
i.e., um polinémio homogéneo de grau dois,

Q=Y auwl+2 Y ayzz, (1)

1<i<4 1<i<j<4

O fator 2 é conveniente para a expressao matricial
b7
Q"= z(ay;)z"

Nela aparecem dez coeficientes. Note que qualquer miiltiplo nao nulo de @ define
a mesma superficie. E natural entdo olhar @ ou sua matriz simétrica associada
como um ponto no espago projetivo IPY, Os ai, 1 £ i < j < 4 séo as coordenadas
homogéneas para IP°,

O discriminante da quadrica é o determinante det(a;;).

Denote por A a hipersuperficie quértica de IP° definida pela anulacéo do dis-
criminante. Vai desempenhar um papel central no que segue.

Seja X C A a subvariedade definida pelos menores 3x3 de (ai;).

Cada ponto Q € IP° \ A corresponde a uma quédrica ndo degenerada. A menos
de mudanga de coordenadas em P°, podemos escrever @ na forma

Q = 2923 — 2124.

Essa é muitas vezes referida como a quédrica de Segre, pois é a imagem isomorfa do
mapa de Segre,
o : P*xIP! e P?
@)
([z1, 22, [v1,%2)) = [21 = 2191, 22 = T1¥2, 23 = Ty, 24 = Toya].
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Note que a intersecdo da quddrica de Segre com outra superficie de grau m
em IP® corresponde, pelo mapa acima, a uma curva em IP'xIP!. Esta ¢ dada
por um polinémio bihomogéneo de bigrau (m,m). Com efeito, se a superficie é
definida por um polinémio homogéneo F(z) = X 5= cr2’, a substituigio 2; =
Zyy1,...,24 = Toyo fornece um polindmio F(z,y) que é homogéneo de grau m
em cada grupo de varidveis ¢ = [z1,%2),y = [y1,¥2] Verifica-se que a aplicagao
C[2]/{Q) — Clz1, T2, y1, y2] definida por z; +— 1y, ..., 24 > Tays é um isomor-
fismo sobre a subalgebra gerada pelos z;y;.

Cada ponto @ € A\X corresponde a um cone, definido por uma forma quadratica
cuja matriz simétrica associada é de posto igual a trés. Por uma mudanga de coor-
denadas ela pode ser escrita na forma

Q= z% — 2123-
O vértice deste cone é o ponto v(Q) = [0,0,0,1]. Em geral, o vértice v(Q) =
[v1,...,v4] de um cone quadrético @ de posto 3 satisfaz a equagdo matricial
v(Q) - (a;(Q)) = 0. ®)
Logo, o vetor de coordenadas homogéneas do vértice nos d4 uma base para o nicleo
da matriz simétrica associada.
Os pontos de X correspondem a quadricas de posto 2 ou 1. Estas sdo pro-

jetivamente equivalentes a 21z9 ou 212. Qualquer dessas é a unido de dois planos
(possivelmente coincidentes).

2 O hiperplano tangente de A

O espago tangente de uma hipersuperficie de IP™ é dado pelo ortogonal do gradiente

do polinémio que a define. Para a hipersuperficie A vale a seguinte interpretacao
geométrica.

O hiperplano tangente Tg,A no ponto correspondente a um cone néo degenerado

Qo consiste de todas as quédricas passando pelo vértice v(Qo). Em simbolos, temos
0 seguinte.

2.1 Lema. Para cada @ € A\ X temos
Tod ={Q' € P°|v(Q) € Q'}.

Prova. Inicialmente fazemos uma mudanga de coordenadas para escrever ) como
o cone

N R

2%+ 228 + 232 =0,
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ie., a11(Q) = an(Q) = ass(®) = 1, a;(Q) = 0 para os demais indices. Seu vértice é
v(Q) = [0,0,0,1]. Calculemos o gradiente. No nosso caso, A é a hipersuperficie dada
pelo polinémio det(a;;). Fixe a ordem das varidveis, digamos a11, ay2, a13, @14, 622, a23,
@94, 033, @34, agq. O gradiente é

= [D11,2D12,2D13, 2D14, Dag, 2D23, 2D24, D33, 2D34, Dag]

onde D;; denota (—1)(+7=1) vezes o determinante da matriz 3 x 3 obtida de (aj;)
omitindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna. No ponto @, calculamos V(Q) =
[0,...,0,1]. Logo, seu ortogonal consiste de todos os pontos Q' € P° com iltima
coordenada a44(Q") = 0. Esta é precisamente a condigdo de que o vértice v(Q)

estejaem Q. O

3 Redes de quadricas anulando a ciibica reversa

Substitua z = [t t?u, tu? u%] em (1). Resulta um polinémio homogéneo Q(t,u)
de grau seis. Impondo a condi¢do de que se anule identicamente, encontramos um
subespago do espago vetorial de quédricas, de dimenséao trés. Uma base é dada por

2 2
Q1 = 25 — 2123, Q2 = 2223 — 2124, Q3 = 23 — 2224,

Seja p C IP° a rede de quadricas gerada por Ql,QQ,Qa Sejam [ay, ag, ag] coor-
denadas homogéneas para o plano projetivo p 2 IP% O elemento geral de p é a
quédrica Q, = X aiQ;. Calculemos a intersecao p N A. Ela é definida em p pelo
determinante da matriz associada a Qa,
0 0 —-a; —ap
0 2a a; =—a3
det = (a1a — ad)2 )
—a; ag 2a3 0
—az —az 0 0

Vemos assim que pNA é uma quartica plana dada pelo quadrado perfeito da equagéao
de uma cdnica irredutivel. Dizemos também que se trata de uma cénica dupla. Além
disso, uma simples inspegéao revela que os menores 3X3 na matriz acima sé se anulam
simultaneamente para a; = ag = a3 = 0, o que é proibido para pontos em p. Logo
temos pN X = 0.

4 Recuperando a ciibica reversa

T

Fixe uma rede de quédricas p = (Q1, @2, Q3) tal que
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(i) pN A é uma cénica dupla C e
(ii) pN X =0, i.e,, p néo contém par de planos.
Procederemos com a prova de que os zeros comuns dos Q; formam uma cibica
reversa.
A primeira observagao é que os vértices dos cones correspondentes aos pontos
sobre a conica C' = p N A devem descrever uma curva em IP°.

4.1 Lema. v(C) = {v(Q)|Q € C} C IP® € uma curva projetiva irredutivel.

Prova. A imagem de uma curva irredutivel por um morfismo é ou bem um ponto
ou uma curva irredutivel. A conclusao desejada seguird do fato de que o mapa v,
que associa a cada cone nio degenerado @ € C C A\ X o seu vértice v(Q) € IP®, &
um morfismo injetivo.

Mostremos logo que v : C' — IP® ¢ injetivo. Caso contrario existiriam Qy, Qg € C
distintos e tais que v(Q1) = v(Q2). Por uma escolha adequada de coordenadas,
podemos supor que o vértice seja [0,0,0,1]. Logo z4 ndo aparece na equagéo de
Qi Seja L C IP° a reta que passa por Q) e Q. Cada ponto de L é uma quadrica
dada por 1@ + @2Q2, @; € €, ndo ambos nulos. Vemos que todo elemento de L
representa um cone com o mesmo vértice. Portanto a reta L estd contida na cénica
C, contradizendo a hipdtese de irreducibilidade.

Para completar a prova, devemos mostrar que v é um morfismo. Isto significa que
v pode ser expresso localmente por polinémios. Tome Qo € C. Queremos mostrar
que existe um mapa polinomial u : U — IP° tal que u(Q) = v(Q)VQ € U, onde U
é um aberto de A \ X contendo Qo. Estando Qo em C C A\ X, a matriz (a;;(Qo))
é de posto exatamente igual a trés. Assim, podemos escolher trés linhas, digamos
1 < a< B < v <4 que sejam linearmente independentes em alguma vizinhanga
U de Qo. Trata-se efetivamente de um aberto pois seu complementar é o fechado
definido pela anulagéo dos menores formados com as linhas @, f, . Agora para cada
Q € U construa o ponto u(Q) = [21, 22, 23, 24] pela seguinte regra. Ponha

1 j k l
Gal CGa2 Qa3 Qa4
ap1 ap2 ap3 ap4
Ayl Qy2 Qy3 Qy4
onde 1i,j,k,| denotam indeterminadas e as entradas a,, abreviam a,s(Q). Entéo
21, 22, 23 € z4 sao definidos pela expanséo det(Bg) = z1i + 225 + 23k + 24l (é similar
a0 produto vetorial usual). Pela regra de Cramer, o ponto u(Q) é ortogonal as linhas

a,f ey de (ai;(Q)). Logo u(Q) = v(Q) (cf. (3)). E claro que a expresséo para u(Q)
é polinomial nas coordenadas a;;. (@]

91
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4.2 Proposigao. Notagdo como acima, temos que a curva v(C) estd contida em
Q para cada quddrica @ € p.

Prova. Sejam Q;, Qs € C, Q; # Q2. Seja L C IP° a reta gerada por Q; € Q5. Temos
LNA=(LNp)NA=LNC ={Q1, Q2} porque C é uma conica irredutivel. Como
C é dupla para a intersegao pN A, o hiperplano tangente de A em cada ponto de C
contém p. Portanto conterd a reta L. Assim L C Tg,A N T, A. Pela descrigao 2.1
do espago tangente a A, vemos que v(Q2) € @, e v(Q;) € Q2. Fixando Q; e fazendo
Q2 variar sobre os demais pontos de C, deduzimos que vale v(C) C Q VQ € C.
Como C é uma conica irredutivel, ela gera a rede p. Portanto qualquer Q € p é uma
combinagéo linear de quadricas que contém v(C) donde @ D v(C). 0O

5 Final

Visto que a rede p ¢ A, existe uma quadrica néo singular Qo € p tal que v(C) C
Qo. A curva irredutivel (4.1) v(C) corresponde, pelo mapa de Segre, a uma curva
irredutivel D C IP* x IP! & Qo. Agora, em IP* x IP!, D é dada por um polinémio
irredutivel bihomogéneo F(z1, 3, y1, y2) de bigrau (a,b). Lembrando que p é gerado
por trés quédricas linearmente independentes, existem duas quadricas, digamos @,
e (o, independentes médulo Qo. As intersegdes de Q; e Q2 com Qo = IP* x IP! sdo
dadas por polinémios bihomogéneos linearmente independentes G; e G5 de bigrau
(2,2). Como v(C) C Qo N Q1 N Q2, segue que cada G; se anula sobre D. Logo F
divide G;. Isso deixa apenas as seguintes possibilidades para o bigrau (a,b) de F:
(0,1),(0,2), (1,1), (1,2), (2,2) (e simétricos). Vamos analisar cada possibilidade.

Caso 1: (a,b) = (0,1) or (a,b) = (1,0).

Vamos precisar do seguinte.

5.1 Lema. Sejam H,, Hy polinomios bihomogéneos linearmente independentes de
bigrau (2,1) nas varidveis [z1, To], [y1, yo]. Entdo ezistem constantes a;, ay tais que
H = a1Hy + agHy pode ser fatorado na forma H = PyP,, com bideg(Py) = (1,1) e
bideg(P2) = (1,0).

Prova. Seja S o espago projetivo dos polinémios bihomogéneos de bigrau (2,1).
Temos S = IP°, e podemos pensar em H; e Ha como pontos distintos nesse IP°. Seja
L C IP° a reta passando por H; e Hs. Seja

§'={H € IP°| H = PP, com bideg(P;) = (1,1) e bideg(P;) =(1,0)}.

r A
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Note que S’ é a imagem de IP®xIP* pelo mapa de multiplicagao. Aqui IP® (resp.
IP!) denota o espago projetivo dos polinémios bihomogéneos de bigrau (1,1) (resp.
(1,0)). Esse mapa é um morfismo claramente injetivo fora da subvariedade de IP° xIP*
formada pelos pares (Py, Py) com mdc# 1. Portanto, S’ tem dimenséao 4. Ora, num
espago projetivo toda hipersuperficie encontra qualquer reta. Segue assim que S’
intersecta L. (m}

Suponha o bigrau (a, b) = (0,1) (o caso (1,0) é andlogo). Sejam G e G2 os polindmios
bihomogéneos que correspondem as quédricas independentes Q1 e Q2 respectiva-
mente. Dado que F | Gy e F | Gg, existem Hy, H tais que Gy = FH; e Gy = FHa,
com bideg(H;) = bideg(Hz) = (2,1). Pelo lema acima, podemos encontrar um
polinémio H = a1 H; + agHo = PyPs, com bideg(P;) = (1,1) e bideg(Py) = (1,0).
Dai temos as relagges FH = F - (a1Hy + agHs) = oGy + Gy = (Py)(FPy).
Lembrando o isomorfismo € (z] /(Qo) = C [z1y1, . . ., Z2ys] dado pelo mapa de Segre,
vemos que o polindmio bihomogéneo P; corresponde a uma forma linear A(z). Da
mesma maneira, F P, corresponde a uma forma linear B(z), valendo uma igual-
dade AB = Q) + @2Q2 + a9Qo. Isso mostra que p contém o par de planos AB,
contrariando a hipétese. Isto elimina o caso 1.

Caso 2: (a,b) = (0,2) or (a,b) = (2,0).

Esse caso é impossivel porque todo polinémio homogéneo em duas varidveis é um
produto de fatores lineares enquanto F ¢ irredutivel.

Caso 3: (a,b) = (2,2).

Se (a,b) = (2,2) entdo F = 1G, e F = Gy, onde o e ag sdo constantes. Assim
3G, = a;G, contradizendo a independéncia linear de G; e Go.

Caso 4: (a,b) = (1,1).
Vamos usar o seguinte resultado.
5.2 Lema. Seja Q € IP° uma quddrica que contém uma cénica irredutivel C =

QoN H, onde H € um plano e Qo € uma quddrica. Entao Q = aQo + LH, onde «
€ constante e L € um polinomio linear homogéneo.

Prova. Podemos fazer uma escolha de coordenadas tal que H é dado por zg = 0.
Agora a interse¢ao de Qo e H é obstida substituindo zo = 0 no polinémio que define
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Qo- Resulta um polinémio homogéneo @ de grau 2 nas variaveis z;, 2 € 23. Seja (i)

obstido de @ de forma aniloga. Q' se anula onde Qf se anula. Segue que Qg divide

Q' e assim Q' = aQj. Portanto @ = aQq + Lzo. Aqui L é homogéneo de grau 1.
[

Se (a,b) = (1,1) entdo F' corresponde pelo mapa de Segre a um plano H C IP®. Daf,
v(C') deve ser uma cénica, intersecdo de H e Qo. Seja @ uma quédrica que contém
v(C). Pelo lema acima, segue uma relagao @ = aQo+ LH, onde « é constante e L é
homogéneo de grau 1. Sabemos que toda quédrica em p contém v(C'), e portanto ela
pode ser escrita como aQo + LH. Mas isso implica que p contém pares de planos.
De fato, sejam Q := a1Qo+ L1H e Q2 := a2Qo + LoH elementos distintos na rede
p. Se as # 0, entdo (,Qo + L1H) — E:(agQg + LoH) = (L, — %LZ)H é um par
de planos e pertence a p, jé que se encontra sobre a reta em IP° ligando Q; e Q.
Como p esta proibido de conter par de planos, o caso (1,1) é impossivel.

Pretendemos agora mostrar que, no dnico caso restante, v(C) é de fato uma ciibica
reversa. Isto é bem conhecido mas incluiremos uma prova para conveniéncia do
leitor.

Caso 5: (a,b) = (1,2).

5.3 Proposigdo. Seja D C IP'xIP' a curva definida por um polinémio biho-
mogéneo irredutivel F(z1,2,y1,y2) de bigrau (1,2). Entao a imagem de D pelo
mapa de Segre (2) € uma cubica reversa.

Prova. Podemos escrever

F (21, 72,41, 42) = A1(y1,¥2)71 — A2(v1, y2) 22,
onde A, e A; sao polindémios homogéneos de grau 2, e mdc(A;, A2) = 1, pois F é
irredutivel. Para os pontos de D onde z34; # 0 temos a relagao

2, s
T Ay
Dai seguem as igualdades de pontos em IP%,

(2131, T1y2, T2y1, T2y2) = [%f‘ ﬂ,?,yx.yz] =

[%. ‘“f‘,yuyz] = (1142, y2 A2, 1 A1, 2 A1)
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Isso mostra que um aberto denso de v(C) coincide com um aberto denso da curva
dada parametricamente por

P! 5 [y1, y2] > [y1 A2, y2 Ao, y1 A1, y2 A1) € P2,

Mostraremos agora que os polinémios y; Az, y2 A2, y14; € y24; sao linearmente inde-
pendentes, e assim eles parametrizam uma cibica reversa. Sejam «, 8,7 e § cons-
tantes tais que

ayiAg + fy2 Ao + YY1 Ar + 6y2A; = 0.
Reescrevemos essa identidade na forma

(eyn + Bya) Az = —(7y1 + y2) Ar.

Segue que Ay divide (yy; +0ys)A;. Como mde(A;, Ag) = 1, deduzimos que A, divide
(vy1 + 8y2). Como o grau de A, é dois, temos necessariamente @ = ff =7 = 6§ =
L2l

Observacgoes

(1) Enfatizemos que a hipétese pN X = () é essencial. De fato, seja p a rede gerada
pelas quadricas

Q1= 2124,

Q2 = 22123 + 22024 + (23 + 24)%,

Qs = 22923 + 23 + 23.
Calculando p N A como em (4), obtemos

(2‘1% = 0103)2,

novamente o quadrado perfeito de uma cénica irredutivel. Mas o lugar dos zeros de
Q1, Q2 e Q3 nado é uma cibica reversa pois esta contido no par de planos 2124 = 0.

(2) Literatura recente sobre este assunto considera a questio de construir um
espago de parametros adequado para o conjunto das cibicas reversas, cf. (2],(3].
Interesse renovado sobre os espagos de curvas racionais é motivado pelas predigdes

feitas por fisicos a respeito do nimero de tais curvas satisfazendo a certas condigdes
geométricas, cf. [1].
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