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Reparametrizacién en modelos jerarquicos .*

Antonio Sanhueza C. - Guido del Pino M.

Resumen.

Usualmente se tiene acceso a un conjunto restringido de

paq e tndtat putacionales, los cuales N
ciertos tipos particulares de restricciones. Por ejemplo, el
paquete estadfstico GLIM emplea restricciones de celda de
referencia, en tal caso las componentes paramétricas es-
tan condicionadas a ser expresadas bajo estas restricciones.
Sin embargo, a uno le puede interesar obtener nuevas com-
ponentes paramétricas empleando otro tipo de restriccién,
pero no existe algin paquete estadistico que permita re-
alizar ésto.
Mostraremos férmulas generales que permiten relacionar
dos parametrizaciones distintas (distintas restricciones) para
un modelo lineal con estructura factorial (modelos jerdr-
quicos).

1 Introduccién

El Modelo Lineal Generalizado (M.L.G.) es una herramienta estadfstica que per-
mite estudiar modelos lineales no cldsicos. Fue propuesto por Nelder y Wedderburn
(1972).

Un M.L.G. es en general definido por una distribucién perteneciente a la familia
exponencial, una estructura lineal y una funcién de enlace.

*Financiado completamente por proyecto DIUFRO 9323
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14 CUBO 11 A. Sanhueza - G. Del Pino

Sean Y5, ..., ¥, variables aleatorias independientes con densidades fj, ..., fn respecti-
vamente. La componente aleatoria de un M.L.G. especifica una familia paramétrica
de densidades a las que pertenecen las f,.

Se acostumbra a escribir la funcién de densidad de una variable en términos de la
parametrizacién natural y de un pardmetro adicional ¢ :

yo - b(”)

f(y,0,9) = exp{=———— +c(v,4)} (1.1)

con b(-) y ¢(-) funci idas y ¢ es Il do parametro de escala, que es
supuesto conocido para cada Y;. Notar que para ¢ fijo esta funcién de densidad
pertenece a la familia exponencial.

El pardmetro natural  esté en correspondencia uno a uno con la media u = B(Y).

Ejemplo 1.1 Modelo Normal. Consideremos la variable Y; con distribuciin
normal de media j4 y varianza 0. La funcion de densidad de Y; es

—(y=n? )

202

f(,0,6) = \/——exp(

que puede ser escrita como:

10,0,0) = exp (LT LT 4 og(amaty)

Por inspeccion esta pertenece a la familia exponencial y

- 1 2
D= b= b0 =5 clw¢) = -3 (% + log(ano®)

Suponemos ahora que la media j; de la variable Y; esté determinada por
los niveles z},...,z} de k factores F, ...

conjunto A, (discreto o continuo).

, Fi, donde el factor F; tiene niveles en el

La componente sistemitica de un M.L.G. es aquella que permite encontrar una
funcién conocida, supuesta mondtona y diferenciable, que relacione la media de la
variable Y, y una funcién de los niveles de los factores

s Fi, es decir :
AQ) = h(@hy oo, zh)y i =1,0m

Aqui A recibe el nombre de funcién de enlace y h tiene la forma :

r
Z,a,/.,
:

h =
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para algiin vector 8 = (B, ..., B)".
Lo anterior permite describir la estructura lineal del modelo, que es representada

por:
v=XB (1.2)

con

Y= (1) s B= (B B)

y X es la matriz de n x p (p < n) conocida de rango p. Decimos de esta forma que
el modelo es lineal en ~.
El vector « recibe el nombre de predictor lineal y X matriz de diseno.

Ejemplo 1.2 En el Modelo Normal :
Yij ~ Nz, 0®) , B(Yy) = py;
con funcidon de enlace y estructura lineal
g = Alpig) = iy, Ny = @+ 5,

Al trabajar con lelos lineales gener donde se ideran k factores
categéricos, el significado del vector de pardmetros 8 en (1.2) depende de las restric-
ciones impuestas (contrastes de identificacién). Esto se discute en detalle en del
Pino, Rodriguez y Quintana (1991), donde analizan los contrastes de identificacién,
encontrando una regla general que permite expresar restricciones adecuadas a una
parametrizacion arbitraria, lo que permite determinar una expresién general para
las componentes paramétricas presentes en el modelo como combinacién lineal de

los valores del predictor lineal.

2 Modelos Jerdrquicos

2.1 Conceptos Generales de los Modelos Jerdrquicos
2.1.1 Conceptos bdsicos

Consideremos un M.L.G. con k factores Fy, Fy, ... Fy, donde el factor F| tiene
niveles en el conjunto A; = {1,2,..,n}, i=12 ..k Sea A =A) x:: x A,
Para cada = € A, los tratamientos, tenemos un pariametro asociado 0 (pardmetro
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natural), llamado en este caso parimetro de celda. Esta relacién es representada
por una funcién real valuada h definida sobre A:

hiA— R, 0=h(z),
h es llamada funcién de respuesta. Si se impone la condicién de que esta funcién

pertenezca a un subespacio vectorial M se obtiene un modelo lineal.

Ejemplo 2.1 Sea Y;; variable con distribucién Poisson de pardmetro u;. Sean
Fy y F dos factores con niveles Ay = {1,2} y A, = {1,2,3} respectivamente. La
funcién h es:

h(i,5) = iy = log(ps;),

y un modelo lineal de interés es :

Oij =1+ + 5,

2.1.2 Notacién Funcional de los Modelos Lineales

Denotaremos por k al conjunto {1,2,...,k}, donde k es el nlimero de factores.
Usaremos la siguiente notacién :

1) B es un subconjunto genérico de k. B = ® 0 B = {iy,...,i,}, con iy < ... < ir.
2) zp = (Zif - T1,):

3) fg es una funcién que depende de & = (x),x,, ..., Z¢) ¥ que es constante con
respecto a los @, i ¢ B. Bn otras palabras el valor de fg(z) depende sélo
de x5. Si B = & se interpreta a fg como una funcién constante.

4) Ny es el conjunto de todas las funciones del tipo fz.

5) T es una funcién arbitraria de a =

T8 (=i 0 )

..x,,). De este modo fp(x1, -\ 1) =

6) Ny es el conjunto de las funciones f 5.
7) ng=[legm: BEB.

Para una familia B de subconjuntos B del conjunto {1.2,..., k} denotamos por
N(B) al subespacio
N(B) =3 Np

Al
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Definicién 2.1 El sub io vectorial M de funciones real valuadas con do-
minio comun A =A; x -+ X Ay es un modelo jerdrquico si y sélo si

M = N(B)
para alguna familia B.

2.2 Parametrizaciones en Modelos Jerdarquicos

Consideremos un modelo jerdrquico M = N(B). Para la funcién heM tenemos
que
h=Y hs hs€Ny, BEB (21)
Bel
que puede ser también escrita como :

h(zp) = 2 hp(zp), hp € Ng, BeB,
BeB
donde iy < i3 < ... < i, son los elementos ordenados de B.
En forma natural, una parametrizacién para el modelo jerarquico es :

B=(hg, BEB),

donde B debe considerarse como una familia ordenada de conjuntos.
Dado que el conjunto Ny estf en correspondencia uno a uno con el conjunto Np,
se puede elegir como una parametrizacién equivalente del modelo jerdrquico a @

B=(hg, BEB)

Especificar la funcién hig es equivalente a especificar los ng valores hp(zp).
De esta forma la funcién h estd expresada en términos de 3, np pardmetros.
La descomposicion de h en (2.1) no es tinica, presentando muchos pardmetros
redundantes.
La redundancia de pardmetros se puede visualizar también del modelo jerdrquico

M = N(B) = Np, + Ng, + ... + Np,

donde B = {B,, By, ..., B}, debido a que los subespacios Ng, i=1,2,..,rnoson
ortogonales entre si, ya que existen intersecciones no triviales en estos conjuntos.
Atin si B, y B, son disjuntos, se tiene que Ny [ Vg = N, que es el conjunto de
las funciones constantes,
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Para evitar la redundancia de pardmetros se debe imponer restricciones sobre

las funciones hg. En del Pino (1986) se muestra que bajo ciertas condiciones
b

encontrar Ry, B € B vinculados a los Ny, tales que los Ry

son una descomposicién ortogonal de un modelo jerarquico

M =‘iﬁﬂ‘.

lo que permitirfa evitar la redundancia de pardmetros. Estos subespacios ortogo-
nales son obtenidos aplicando el procedimiento de Gram-Schmidt a la sucesién de
subespacios :

Np,, Np+Np,, .. Np+Np +..+Ng,
Esto da como resultado los siguientes subespacios ortogonales :
Rp, = Np,

Ry, = (Np, + ot No) (\(Np, + o+ Np, ) 5=

De esta forma el modelo jerdrquico puede ser escrito como:
r
M=N@B) =Y Ry
=1

En del Pino y Qui (1993) se d ra la sigui caracterizacién :

Teorema 2.2 La funcion g pertenece al espacio Ry, siy solo si cumple con:
9€Np, 9LNg(\Ns, Yi<s (2:2)

Denotemos por 9s a un elemento genérico de Ry, la funcién h € M puede ahora

ser escrita como:

h=%gn. gn € Ry, (2.3)
1=l

La familia de funciones 3° = (g : B € B), puede considerarse como una parame-
trizacion del modelo jerdrquico, donde no existen componentes redundantes. Estas

componentes dependen linealmente de la funcién h.
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3 Operadores de Proyeccién y Reparametriza-
ciones

3.1 Operadores de Proyeccién
3.1.1 Conceptos Bdsicos

Introducimos una familia de operadores Pp, D € {1...,k} definidos en el
espacio de todas las funciones real valuadas sobre 4 =A; x -« x A;. La funcién
Pph pertenece a Np y se obtiene promediando los valores hi(x) con respecto a las
componentes x,,i € D. Simbélicamente podemos escribir

(Pph)(@1, ooy k) = h(z1, .o 22) 3.1)

con

Z=oni €D, z=%igD, (3.2)
donde el simbolo + en (3.2) indica promediar los valores hi(zy, ..., zx) con respecto
a la componente correspondiente de niveles del factor F,. El promedio sobre los
niveles del factor F, no debe ser necesariamente aritmético sino que puede entregar
ponderaciones diferentes a cada uno de los niveles del factor, como lo veremos en
la siguiente seccion. Denotaremos el operador sobre el espacio Ny por Py, = Py

Teorema 3.1 Para todo B C k = {1,
sobre el espacio Np:

vk}, el operador Py es un proyector

Demostracién Es claro que Pgh € Ny para todo h y que Pgh = h para todo
h € Ng. Basta entonces verificar que Pg es lineal, lo que es consecuencia directa
de Ia linealidad de la operacién de promediar.

La familia de proyectores (Pg, B C k) tiene la importante propiedad indicada
en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 Pam cualquier B,C € B, se tiene
PpPc = Pgnc (3.3)
De (3.3) se deduce que @
a) Si B C C, entonces PyPe = Py.

b) PaP- = PcPp
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3.1.2 Uso de los Operadores de Proyeccién
Anteriormente vimos la forma de encontrar pardmetros sin redundancia para
un modelo jerarquico. Esto dié como resultado a (2.2), que puede ser expresada
ocupando operadores de proyeccién :
98, € Ng,, Pging_ya. =0, i<s
En este caso
Po(\a.98 =0, i<s (3.4)

son las restricciones de estimabilidad.

Teorema 3.3 Pl siguiente sist de i tiene una y sélo una solu-
cion para un h € M = N(B) :

0
I1=Zga. g€ N, " V="1;2, "7

=
Pp(gp)=0 YD eD; i=1,2..r
donde
Di={BIM)B; s<a  i>2

La demostracién de este Teorema la encontramos en del Pino et. al. (1991).
Habiamos mencionado que era posible expresar a gg, B € B en funcién de h.
El siguiente teorema basado en Rodriguez (1989) ayudara a ver esto.

Teorema 3.4 Sea
Rp, = Np,

Ry, = (N, + .+ Ng,) [(Y(NB, + .+ Np,_)*. s=2,.,7

Sea también
Qp, =P, s=1,.r

Entonces

~1
Qp, = Py, H(l —Pp) a
]
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El teorema permite escribir gg; como :
g8, =Qph i=12,..71 (3.5)

lo que formaliza |a idea de que los pardmetros ga, se obtengan linealmente a partir
de h.

3.1.3 Casos particulares de Restricciones de Estimabilidad

El subespacio Ry, puede ser escrito como:

R, = {98, € Nb,/Pp,\p 98, =0, i< s}

Pﬂ.ﬂﬂny”' =0, i<s

son las restricciones. Como los proyectores estin deter dos por los pr
que los definen, diferentes casos particulares se obtienen para distintas elecciones

de los promedios para cada factor, es decir, para distintos significados de » en (3.2):

a) Restricciones Usuales :
Este caso corr
de Ia funcién h sobre los niveles del factor correspondiente.

ax=wecelp aritmético de los valores h(z), ..., k)

Estas restricciones son bastante usadas en los textos de Disenios de Expe-
rimentos, en particular para obtener efectos principales e interacciones. Se
usan también en modelos para tablas de contingencia (Bishop, Fienberg and
Holland (1975)).

b) Restricciones de Celda de Referencia:
En este caso « = ref, donde ref es un nivel fijo del factor, habitualmente el
primero o el dltimo.

Muchos paquetes catadfsticos computacionales emplean este tipo de restricciones
para Ia definicion de los pardmetros, por ejemplo SAS (ver SAS Institute Inc.
(1985)) utiliza como referencia el tltimo nivel, mientras que GLIM (ver Baker and
Nelder (1978), Payne (1986)) emplea como referencia al primero.
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3.2 Parametrizaciones Alternativas para un modelo Jerir-
quico

3.2.1 Planteamiento General

Estudiaremos en esta seccién la relacién que existe entre dos parametrizaciones
alternativas para un mismo modelo jerrquico. En del Pino, Quintana y Rodriguez
(1991) vemos férmulas generales que permiten encontrar mas de una representacién
arbitraria para un modelo jerdrquico, empleando distintos contrastes de identifi-
cacién (restricciones de identificabilidad). En esta parte deducimos férmulas gen-
| dos rey ciones Iquiera de un modelo jerdrquico de
Ia forma (2.3). Supongamos entonces que se han obtenido las representaciones

alternativas 5 A
M=) Rp=3 T
=]

=1

erales que r

correspondientes a dos tipos de promedio « y «. Sean P} y Pj los proyectores
correspondientes.
Los espacios R, y Ty, se construyen de manera andloga:

R, = {9n, € Np./PY, Ay, 98, =0 i<s)

To, = {fn, € Nu./ P}, (wp S0 =0 i<}
Podemos ahora escribir la funcién h de las formas :
i) h=Y senon
i) h=Y pea/n
©on
an, € N, P;‘--QNAy"' =0 i<s
In, € Np, P,‘v_'nx'./,,. =0 i<s

Ins cuales corresponden a dos parametrizaciones distintas para un mismo modelo.

Podemos encontrar tanto los pardmetros gy como los f5 como transformaciones
lineales de . Nos plantenmos el problema de encontrar los pardmetros fz en
funcién de las parAmetros gp, es decir, obtener nuevos pardmetros a partir de

otros.
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8.2.2 Teoremas Fundamentales

Toorema 3.5 Sean los espacios

Ry, = {9n, € Nu./Py, \y,98. =0 i<3)

Ty, = {fv, € N5,/ Py, Ay, f0.=0 i<s}

Consideremos dos parametrizaciones allernativas pam un mismo modelo

Jerdrquico, que son expresadas por :

I|=Zgn "=Z/“

BeB Bes

donde gg € Ry, y fp € T, con B = {By,Ba, ... B.). Sise conoce gy, entonces
fn se obtiene de la siguiente expresion :

.
Jo.=3 Pags, s=1

J=1

r -1
fn.=Y PoJ]( - Ps)os, «>1

fml w1

Domostracién Ocupando (3.5) podemos escribir a fg,

Sa, = Py

a1
Jo, = Po, [JU=Pa)h s=2.3,..r
=]

como

h=Y gn

J=1
Asi =
Jo, =P} 9s,)
=1

-1 r
o, = Po, [JU = Po)(}_as)
=

y=1
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Entonces :

In = Z Py, g8,

=

r -1
f8,=Y_ Ps,[](I - Ps)gs,
=1 =1
Si el conjunto B es cerrado bajo interseccién, es decir B € B , C' € B implica
B[ C € B, obtenemos una expresién para f en funcién de gp dada por el siguiente
teorema :
Teorema 3.6 Consideremos los conjuntos
S(B) = {C € B/C c B}
T(B) = {D € B/B C D}
pam algin B € B. Sea B cerrado bajo interseccion y M un modelo jerdrquico
con dos paramelrizaciones alternativas
= Zg" hi= z IB
Beti Be#l
Si se conoce gy, B € B, entonces puede obtenerse fp de la expresion :

fa= Y Ps [] U=Pc)ap

DET(B)  CeS(B)

Demostracién Como B es cerrado bajo interseccién escribimos a fp como

Js=Ps [] =Pk

Ces(B)

h= Z!’D

Det
luego

fo =Ps I (I=Pe))(X ap)
ces(B) pes

= Py Tl U=Poap+ ¥ Pa I (I-Pc)gy
DeS(B) Cces(n) DeT(B) Ces(H)

=+ » Pg 1 (-Pclao
pe(s(m Ty ces(B)
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donde
Y Pa Il (I'-Pynclap = Y Palogp-90) I1 (90~ Pego)
Des(B)  Ces(H) DeS(B) C e S(B)
C#D
=0
) Py Il (I=Pc)gp = > Pg 1 (90— ap)
pe(smTmy  CeS@) pe(s@ray - CeSE)
=0

Asi

Jo= Y Pa [] (I-Pc)eo
DeT(B)  Ces(H)

3.2.3 Una Aplicacién.

Presentamos una aplicacién del Teorema 3.6 & un ejemplo en particular.
Ejomplo 3.1 Consideremos un modelo con dos parametrizaciones:

h(zy, 22.23) = fo(21,22,23) + [12) (21, 22, 23) + [a) (=1, 72, 23) + S(2.9) (@1, 72, 1)
+na) (@1, 29, 7y
h(zy, 23.25) = ga(®1, 29, T3) + 901) (21, T2, T3) + g3 (21 22, 23) + 9(1.9) (1, 22, Ty)
+0(1.2) (@1, 22, 23)
En este caso B = {®,{1},{3)},{1,3},{1,2}) es cermdo bajo interseccion.
Aplicamos entonces el Teorema 3.6 :

i) Joy(Ev 2. z) = Y Py I (1= Pelan
DET({1)) ces((1))

S({(1) = (@)
(1) = {{1}.{1.3}.{1.2}}

con

Am

Joy(®r2s,25) = Pay(I = Pa)gpy (=1, 22, 23) + Ppay (1 = Pa)gpy,a) (21,22, 73)
+Pny (I = Pa)gp 2y (x1, 72, 23)

= (Ppy = Pa)gpy (=1, 22,23) + (Pay = Pa)gqa) (@1, %2, %3)
+(P1y = Pa)gga) (21,22, 23)

= () (31, %2, 23) = 91y (*. 22, 73)) + (9(1.3) (21,22, %)
=913 (% %2,#)) + (@p2) (21, %, 23) = 901.2) (% 4, 73))
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i) fpy(=om)= Y Pg [l (I-Pelep
DeT((3)) ces((a)
con
5({3)) = (¢}

T({3}) = {{3}.{1.3}}
Obtenemos

Sy (@ 72,73) = (Ppay = Po)gqa) (@1, 72,73) + (Pray — Pa)gqa.a) (%1, 22, %)
= (g(a) (1, 22, 73) — 943 (21,72, )
+(g(1,) () @2, 23) — g3y (072, %))

T2, T3) = Py, (I - Pc)gp
54): v (S =a124) ner%:u.n)) ‘”)z:esl(}u))

S({1,3)) = {®, {1}, (3})
T({1,3)) = {{1,3}}

con

Jom @i z2,33) = Pogy(I = Pa)(I = Pay)U = Prs))gqa) (1,72, 73)
= (Pay = Py = Pray + Pa)gna) (@1, %2, 73)
= g3y (@1, 22, 23) — g913) (T2, 2, #) = 91,3} (*, 2, 73)
+901,3) (+, %2, *)

w) fun(@mz)= Y Pagy I (7-Pc)ep
DeT({12)) Cces({12))

5({1,2)) = {¢.{1}}
T({1,2)) = {{1.2}}
Juay (@, xa,@3) = Puay(I = Pa)(I = Ppay)ggz) (a1, 22, 73)
= gpa (@, 22,73) = 912y (21, %, 73)
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