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Nrrn• Jssntde dg M1lrm4t k 11 sir 11 Zon" Sin 

Ciclotomía y Nivele Superiores 

Móa icn Coaol 

Rcilumon 

'' > 2 primo y :M:I\ d ~ 2 cutao &al qu d 1 p - l. 
En cslc Lrttbnjo qutm:.mO:'I OJt t,\blCCt"r un mdodo recurrente 
1>nrn oncont.rnr loit coclicícnltti de ll\ cc:uaci6n de periodo, 
n::~h· nl de In cc11nci611 ci lotómica X" - 1 • O pttrt\ d, 
e n l érmi1101t do trnm11.~ de CJH l\.Clctc! &to, mo1 ivMI~ por 

S\I rcln1;i611 con al nivel d~dirno de un cuerpo finil.o con I' 
lcm nt.os, definido corno 

-~r1(1"'11) m min {·•l-1 • a1 + +a~. a, E F~} 

1 Iutroducción 

Sra p > 2 primo, d ~ l entero tal que p - 1 • rlc ,, i!letm ( unn rnl?. ¡.>-bihnn 

ptinul.l\"Jl de ll\ unldACI y w 1111 gcncrAdor de F; d wupo mult.l¡>llcn.t.lvo lc llco d e 

IOf c.>lcmcntos no nuloit dol cuoq>0 ímllo con p dcmcnlm. 

El mctodo de O nus:i p1u-n rc:K>lv r In. cc:.uN:ión cidotOmiCl\ X" - 1 • O, Introduce 

lcie ooncrpt<ll' de pcrioilO!J y ccuM1611 de pcn'odo. 

La.1 p - 1 r"íccn d()I pollnomio i lotómk:o iTT't"ducsibk 

1 +X+ X1 + ... + X,...1 • O 

dMI~ por(, (1, ... , ("- 1, Lt·., , ('"' , ... , ,.... , , ~pueden agru1>nr e n ti v cModo.• de f 

\('fnu ddmitl<'W' ¡>or 
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,,, - (..,. + , .. , .. + C,tJ"'' ' ... .... ( .. . t)o•· . os 1 s d l 

qur ~t&:..4f'lll«n "'~u \lr\.'. u11 pollno rnio lrrcducibl(' :'!Obrr Z IX ) 

f',(X) ='n' (X - ,.¡ E Z (X( 
' o 

JhunMfO ctu.nc:iÓn de pcr-fotfo. 

El problcm1t cic lotómico p1u-1l d 1 ' ' - 1 :Jie d ice remello :ti ~ cono ·n los codi­
cirn'~ d('" I" c<trnclón dé poríodo. G~le ~ un anlig·uo ~· difidl problc rM. 

En nueuro c.ottmlio dt: rd w.:k-s :mpcriorcs de cuerpo!: f1nilo.s 11] ~ Jrn dcLcrminndo 

d ni~-rt J-~mo de F,, 

.~rt(F,,) 1:: 1111!1 (.• 1- 1 = o~+ . . + a~. o, E F~} 

en lcrm1nos de IO!I: primcro:-i cocficicnt~ ele P,(X ), 1>0r lo que 1Hll."8Lro problemn 

funrlturn:.nt&I d nhom e 11co 11Lrnr unn nHlllCrn d e df'lt'rininftr ex¡>lrcillLmcnlc ~to' 

c:odlci<"nt 

2 Sobre la determinación de los coeficientes d e 
la Ecuación de Período 

1>\ qur dl1tb l cc:mo.~ HU rné.tndo rccurrcnlc pnm xpt<::S&r Jos codi icnl t::'I de ln 

Wt.ción de 1> docto 11 Lérmiuo de sumn.s de cnrnctc re", ésto pu~ los pcríodoit 

mis~ ~n sum11.1 de c1U'1icLun::-1. 

Rccordc111~ que un cnrrí.cLcr sobre F; t:'! unn npliación X: F'~ - C - {O) rnl 

qU<" t (.r11) • x(.zi)x(JJ) , V:r;, y E F; . En J>ftrtic ulM r '(.z) - ;t( l ) - 1, 'rlx E F~. 

Lo!t Ql'l\Ct,crt:t i1ohre F~ formnn un gru1>0 l..,ino río tt r;, con In multiplícn.ci6n 

""'ural 1).1(.r} ~ x1(:r.)x1(:r.). e lic:nc: x 1(.x) = ,;z) • )Z(:r:) .v xo(x) = 1, 

'lf.r E r; ~ 111 11nid1l(I df'I grupo y~ dice u rA t(" r prlnc:ip.J. 

C"on."idn ·Mrlo { I • (P~)" t·I i1ubgrupQ el <" IM pntrnci•"' d..;..11nl\..1 <"n F'~, :ce tiene 

•Jo • (+ (""+ ( .. "'+ J(·· · ~ 1(\ 1) 
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T11 (x) -¿ x(:)(' 

'"" 
t:!I ¡,, ~um• de C1ut.~ l\."Od~I\ n..I CN' ltct t r X S'lbrt /1 5 r; 

Oc ~•e modo cmconlr11.m~ . po r pro¡>lcdtldei de C.Xl~n de CArM:l.c r d y 1'HmM 

de :1u L.,, qur 

'lo•~ L T(X) clondr 
\h.#• \~ 

y ftll ltCfltnl.J 

•/, • ~ ¿ ;((w' )T(X) 
\ h _¿• \I 

' ) • L x(•)C' 
..i- F; 

, .. d <»l\JU~MI .. de •)> on Q(<) ''°' Gol(Q('lo)/ Q) a r; / ,. - (.J(mod U)) . 
l~ UC" , co1to1;iderMclo lo11o cocficlnntc:i de P (.r) • :r" + o1z"-1 + r:r, :r:'-7 + ... + or1 

('nmQ 1 ,. fundo nd :d m Lrlcn." un lo:i llOrlodaet, rC'lulu, 

,, . 
n, • - L t/1 • - L (' • -(- 1) • 1 

•• o , .. f; 

dundc d('fJOUun~ o< b $1 u• wi(mod U), b • ¡Jl(modl'} )' O 5 1 < J S. ti - l. 

' ('n ~nt1""J 
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d.- lo qur n:::rnh" 

FA dt'cu, hrino~ com10~11ido cxprc:u~r In $11111R in1erior en 01, en l rmi nos de IM 

<1um <1 lilwd ¿: X1(r11) ,,((1,, ) .)' L -1¡ 1(a1), 1 "'Ct111.ltl:." 1>ucden C1' lcu/ 1\T~ pue3 por 
•1, a1 "' 

J>fOpt('CiMlt":t de :ii11 11Ht.-l de c1~rnctcrc;:_i :ce t it:.n 

" {" - 1 ¿_, x(x) = 0 
,,.F; 

!'li x= '(O 

:d X :F- o 

\ :ci \ es un c;nr1tc1.er de ordcu rl , c11yn.1 pot('ncin."l ind ucen 1od 0:5 lo:t cnrnc lc re1 con 

I" propiedad x" • xo. cnLonct.':'I 

,,_, { ¿: ' (- 1) - - 1 , ; 2di1>- I 
,,..0 X - el - l ~¡ 2d l 1~ - 1. 

~, = ~ ¿: ( ~ ¿: x ,(a¡ ) ¿: ;',(a,) -~ ¿: X1x,(a)) T(X¡)T(X, ) 

• ~ ~':(~ L ;(,.,) ¿: ;
0

(a,) ~ ¿: ;· •(a)) T(v' )T ') 

. ~ (~:ti' -:~T(xo)' - ·~ ~ T(> ')T(¡':) 

'( o) • L (' • -1 
, .. r : 

T(x' )T(\' )• '(- l )p. 0 • ~ J- 1 
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l ("' - d d • 1 ) " ' • -;¡; -2- - iP ~ \ '(- 1) 

~- { 
¡1+(d - 1) __ 2_d_ •I 2dlp-l 

(d - 1)(1 - p) .; '.lá l p-1. 
2d 

~f hemos ncontrt\do c.xplfcllnm(lntc ti cocflc:iV't(' a,. o t.énnlno.1 do '' y d. 

>\ nl\Jo~;ktnrnt ~ J>Ol'llbla cxprc~nr In. ~UrM ihlc:Ticu rn n.., en Lér mlnOl'I d ln .. 'J 

klmla !'ll ltlh..'! libra. it(n1 ) ... n(u., ), ... ,¿ , .. l~(~1) 

)1(, 

Primero 111troducircmon nlgu11M not~on~ Sc:-A.n 

L: - L: L: 1!•1) . • (-.) 
•1·- "'--• t1 ,.,,, \ ,. U¡, .Jll•t 

L: - L: L: ;:1(01) t.(a.) 
• 1• • ..., 1 \¡ ..... h ll o'- .Ca. ' 

' "' qt •, 

(71(n t) :• 1 + ( 1 + \) + T 11 - A¡ 

:• io~n-!e) +(1 + l )o!~ 1 ' ) - .,.(n - k}1 

• 11 + i(1 + 1) 1'-•(n - 1.-) 
+(• + 1)2 • + l )(n - k) 

+(i + 1 )0~; 1 •l' ..._ 

+ 11 - k)1 

+(n - k)' 

doncir 11 ? 2. O_ k S n - 1 y o~"-"t definido !\I 'l :. 1 _ n -

F.ntonc~..,... ohtl('fu• c l s l$(11ic11tc r'C'UhAdO 
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"' L • +(11 - 1)1 (1 +oi" 1>J ... 
+ ... 

[ (• • 'l (•- '>' (• ' ' ' ) ( ) + 1 +a, + a, + ... + a., n - k l 

+ ,, + 2 + 21 + ... + 2" 'l 2! 

+L: 

• 
-011 ~<" re:1uhl\do :w obll 110 re ·urrcnl em enlc IA ~Urtllk iot.cnot de: r.1" cu hincíó11 

de 111.1 :Jum "libf'C" ¿ , ¿:, ... , Í: 

,, ¿: • ¿: -a +2 

~· 

."f"' -6 'f +,·; L: -6 

."'f' - ·~"'f +3& .. 1 -~ +24¿: 

-1)' ' 1 .. 
J' 

. ,,.~ -~ 

1 
·--;¡; 

[:TI l:: r (• ,i l:: >'<•, '<··> 
111 ... 

- ~ . ' (•1) , • • ,.,¡ 
+~ ~ - .. , • • (::,¡ .(\')• . ~') 

~I 

((ti' :: 3~' + 2d) •(xo)' 

1- 3</' + ''" ~ 12</) ) +~·<•·> ;-:; , ''»<>"> + 'T L:, 
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'1 
L:,• L: 

1,j, J..· . 1 

, + 1 + k • O(d) 

como .-n c::otA Uhim1t l'!Umnto rl1\ ' ,xi y x••i ~ \ o, !'<(" Llene 1" :df{Uicntc rcl""ldn 

C't\Ur -.um.ii.. ... ck t.l\l"llCt rrt'l'I. SI 

2::.-

•(x'. x') • L x'(z} (1 - z ) 
,_f ; 

'' ¿: 
r,; • I 

'+ j ·f. O(d) 

nj • 

l , j • 1 
•+; rf!0(1/) 

"• • a!r W' - :id+ 2) + (3d - 6)p-?o¡,.) 

'1 L: •<,'»· ,,,... -·r·· ··-) 
,, ,.,., 1,. 

11 t ... t· 1,. ¡_ O{J) 
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C:.,lM um"'-" :0011 en ttl ml~mM 1111 prohlr:'ml\ no tri fb.;:1" n..hor" hctno ... 

cu o nl rM.lO Por o l o in6.lo<lo IM Ul\l;lon~ de J:>M'k>c.lo pit.ttfi i4 • 4, 6 y , 

Alx- dt:'t.M:M quc M: obtuvo CMln vez lo.; cocfidtlntd C'I,., ro tlf't'mlno ck f)ftril.tnctro~ 

qUt' n¡)ftrn;('n en In rcpre"'Cnlt\dón do J>, o múltlrklirt d.- p, pot' formM tllll\tlrAtl "' 

blnArlM ~l~n~ ¡>ftrAmrtn"M, ncce1nri0fl. y 1wfidmto,. qlk ir-hC'Ucntrl\ Olclc..".!On a11 

121 
J\ contmul\C'lón J>rt::'('nLnnu~ P11(:r:), d • .a, 6 como C'lf:'mplCl!'I J)l\l"n ti 1 v - 1, 

2tll p - l 

Tuor uu1o 2.2 ... rn p 1w u11 Q l11 f t¡uc ' ' • 1 {-1), p X l(~) "io:t Pt( ) In cnun idr. 
1lr,. 11cn0tlo n~•oc1n1fo, rnlon cc.• 

tl<mdr 

3 + 1> n, •-a-
1 + (1 +2• )1> 0, •----
1 + 2(16 + 2o(2 - o))p - 9¡1 

n~ • 1t.G 

¡¡ 11 E 'Z COrTT-"JKtlldr n la '"'1J ' 't1'óllfflr1 d r1 tJ111('D de p rotno ~umn de; do11 unrlrYI · 

1to~ 

p • n1 + U' ('(HI O . 1(-1), f. . :!). 

T corCIJ1..I) '2 .3 • (0 p p nmo t,nl q t1 1> • 1(6), p 7. 1(-1) . e.o P11(X) fn ccuni;ídn 

1l1 µ<noJ(I cuac1ntln , r 11t.rm cc.• 

donde 

r.+,, 

~ --¡¡; 110 (6(11 + 1) + l/l' - o) pJ 
3 l 

, • -, I& + (:1(/1 + 2)' + l(l /l' - o) - '.lo' - 6) p (61 + S)1>'J 1 • 
¡¡. ¡ 1 + (( n + 2)(:.1( /1 1) - •'l - (3(ft .. 1 - ll") + º + 1)) v .. , . 
+«11+2)(3'+ 1> J(r1+1 - R'¡ .i,,,¡ 

.. , - ~[(3(R+ l - fr}p +op - l}7 ((31+l)p+ R+ l) - n')'v] 
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• Z Hr n 
o .. \ (:!:,• 1 -· 9b 

\ (2) • P ll • 'l i te (2) • 
-o!. 9b 

.. 
- 2- .. \ ( 2)• i\ 

o ., \ (2)= 1 
- a -9b 

, (2) = p }( • 2 n .. x(2)• 2 
.. 

- o 9" 
2)- ¡; - 2- .. 

• 2 1« x(2) 
v(2) = 1 _, .. r (2) " 1 

J o rul.c p • - J ~ 1 :1, X r; .~ vi c;1U" IÍ l'I ~,. c 11'nco rk fimdn por ~ (..1) • p r.0 11 \.1 d 

m rortrr ;1 

(l Jb -:t 
11 • X(2)'11'(X1 V1 ) • - - 2--•. rn u a !!! J(:t). 
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