CUBO 11, 37-47 (1995)

Ciclotomia y Niveles Superiores

Ménica Canales

Resumen

Sea p > 2 primo y sea d > 2 entero tal que d | p = 1.
En este trabajo queremos establecer un método recurrente
para encontrar los coeficientes de la ecuscion de perfodo,
resolvente de la ecuncién ciclotémica X7 — 1 = 0 para d,
en términos de sumas de caracteres. Esto, motivados por
su relacién con el nivel d-ésimo de un cuerpo finito con p
elementos, definido como

24(Fy) =min {s|-1=af + . +af o €F}}

1 Introduccién

Sea p > 2 primo, d > 1 entero tal que p = 1 = de y sean ¢ una rafz p-ésima
primitiva de la unidad y w un generador de F}, el grupo multiplicativo ciclico de
los elementos no nulos del cuerpo finito con p elementos.

El método de Gauss para resolver In ecuacion ciclotémica X7 — 1 = 0, introduce
los conceptos de perfodos y ecuacion de periodo.

Las p — 1 rajces del polinomio ciclotémico irreductible

14X+ X 4.+ X" =0

=1

dadas por (, G, ¢ ey, € €% s, 7, se pueden agrupar en d perfodos de ¢

términas, definidos por
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n=C 4 LM LM Dgigd-1

que satisfacen a su vez un polinomio irreducible sobre Z [X)
-1 Y
Py(X) =TI (X —n) € Z|X]
=0

llamado ecuacion de perfodo.

El problema ciclotémico para d | p — 1 se dice resuelto si se conocen los coefi-
cientes de la ecuncién de perfodo. Bste es un antiguo v dificil problema.

En nuestro estudio de niveles superiores de cuerpos finitos [1] se ha determinado
el nivel d-ésimo de Fy,

24 (Fp) =min {s|-1=af + .. +af o, € F} }

en terminos de los primeros coeficientes de Py(X), por lo que nuestro problema
fundamental es ahorn encontrar una manera de determinar explicitamente estos

coeficientes.

2 Sobre la determinacién de los coeficientes de
la Ecuacién de Periodo

Aqui establecemos un método recurrente para expresar los coeficientes de la
ecuacion de perfodo en término de sumas de caracteres, ésto pues los perfodos
mismos son sumas de caracteres,

Recordemas que un carfcter sobre Fj, es una aplicacion x : Fj — C = {0} tal
que x(zy) = x(x)x(v), Yz, y € F}. En particular x> *(x) = x(1) = 1, ¥z € F}.

Los caracteres sobre F} forman un grupo isomorfo a F} con la multiplicacién
natural yyxs(7) = xi1(x)xa(x). Se tiene x~'(z) = %ﬂ = %) ¥ xo(z) = 1,
Fx € F es ln unidad del grupo y se dice caricter principal

Considerando U = (F

*)% el subgrupo de Ias potencias d-ésimns en F}, se tiene

Mo =Gk (Y (¥ A nrixe,

donde
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™x) =3 x(=)¢*
el
e In suma de Gauss asocinda al cardcter y sobre [ < F.
De este modo encontramos, por propiedades de ¥on de ¥ sumns

de Gauss que

m= :.' Z 7(x) donde )= Z x(=x)¢*
Vt=xe »F;
y en general
.,,-}‘ DI (0 L e I 0<i<d-1
xf=xe

los d conjugados de 1 en Q(C) por Gal(Q(m)/Q) = F; / U = (w(mod U)).
Luego, considerando los coeficientes de P(x) = = + a2 ' 4+ g™ 2 4 .. + ay
como Ias funciones simétricns en los perfodos, resulta

d-1
==Y ==Y C=(-1)=1

I = F;
m=3 (5 ) Y:(ul)?(Xl)) (5 o, Y,(o,)7(x,))
b S 10 -

donde denotamos a < bai o m W' (mod ), bmw/(mod ) y0€icjsd~1.
Y en general

a=C (2 i.(m)u-i.(n-))'()n)---f(xn)-

Xy \0i< <o

Abora debemos explicitar estas sumas. En
1
o=z 3 (): 2.<u.)i,(o=)) ()7 (x2)
‘f-‘:-n LI

observamos que 7(x;)7(x3) conmutan y que claramente

PIDIE A ACHED S ACH A CH)

Ny e cay Niows 4 ey
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luego

PID IS A AHEFD B PP ACHACHED B PEACH ACH)

o #y XiXa <y Nis 8y

de lo que resulta
m=z ¥ (% PIRACLABEED S Y.(a.m(m) (a)7(x):
T S T ayma

Es decir, hemos conseguido expresar la suma interior en ag, en términos de las
sumas libres Z ()X (@) y Z X1 X2 (1), las cunles pueden calcularse pues por

a8y a
propiedades de sumas de caracteres se tiene

ZX(:E):{ p;l " LA

si
il X # Xo

¥ %y e un cardcter de orden d, cuyas potencias inducen todos los caracteres con

In pmpmlnd x* = g, entonces

P T el i
ZX(")‘{J-I i 2d[p-1.

si

5 (12(,11 ()~ & Z ()7 (& ))

(xo) =3 " =~1
#F;

T(x)7(F) = x'(=1)p, 0<isd=1
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resulta
i)
(o &
a=a|=3 3P 2 x'(-1)
il il
U e 4
o ’—’*—@d——') s 2dtp-1
@=1 @-11-p
Aol ad | =1t
Asi hemos do explici e el coefici oy en términos de p y d.
Andlogamente es posible expresar la suma interior en a, en términos de lnx
s sumas libres 2 %1 (a1). X (@n), .Z X Xala)
“. A
Primero introduci algunas i Sean
Y = 2 ¥ Bl
Apfaat Xhod! S O
> = Z 2 %1(@1)-Xa(0n)
‘]Mu\ Bl XX A,
oY imig (i) +. + -k
) oY oM 4+ )Y + +(n - k)?
! =i i+ 1) . +iln = k)
+(+1)? + +(i+ 1)(n - k)
+(n - k)?
o it e L an— R

=0y

donden 22,0 <k <n—1y o™ definido si 2 <

Entonces se obtiene el siguiente resultado.
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n! Z z +(n—1)! [l +a$"")]

"< cay PR -
+a

+ [l +oV 4oty L +¢§""'] -k 3

LI,

e
+[1424204 4222 3
aco
k>
-
de lo que se sigue el resultado. [ ]

Con este resultado se obtiene recurrentemente la suma interior de a,, en funcién

de Ins sumas libres Z, Z..‘.. Z

A am aa.
Por ejemplo obtenemos:

1Y =¥ arar

Smcm  ama

4l z -2 —s.i +1.1'Z-62

Z ..Z -102+352 -5024»242

Ay G o

Ahora bien, con este resultado obtenemos

o
ay = - H’ X'(ay) ¥ (as) (1)
.’ll
‘:ﬁ Z X'(m) Z \""(n,]
-5 ?""(un] () () (x)
\ ((n'a 230 4 2d)
NI T g

7(x)®

I

+ 22 00§ riwriey + £ ):,)

donde
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d-1
.= 5. ()Y r(x")
nak=1
i+ j+ k= 0(d)

como en esta dltima sumatorin X', X! ¥y X**? # xo, % tienc la siguiente relacion
entre sumas de caracteres, Si

n(x'\ X)) = Z X (@ (1 -=2)
#F;

e Ia suma de Jacobi asocinda n x' y x’ Entonces

70)(x')
(x**)

m(x',x) =

de donde se obtienc

d-1
Y= X )T )n(E) = paj
i,j=1
i g % 0(d)
con

d=1
ag= Y xX(=x(x)
=1
i # 0(d)

ay = a—'ﬁ((:{'-auz)a,(u-e)p-zn;p)

Similarmente se obtiene a,,; en términos de la sumatonia

d-1

2o.= > 7 (") )T ()

iy oninm]

Iy 4 iy 0(d)
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Eatas sumas son en sl mismas un problema no trivial. Hasta ahora hemos
encontrado por este método lns ecunciones de perfodo pars d = 4,6 y 8.

Cabe destacar que se obtuvo cada vez los coeficientes a, en término de pardmetros
que aparecen en |a rep: i6n de p, o miltiplos de p, por formas cundriticns
binarina. Mismos parkmetros, necesarios y suficientes, que encuentra Dickson en
[2).

A continuacién presentamos Py(x),d = 4,6 como ejemplos para d | p = 1,
dtp~1:

Tooroma 2.2 Sea p primo tal que p = 1(4), p # 1(8). Sea P(X) la ecuacion
de periodo asociada, entonces
Py(X) = X4 X2 4 g X7+ on X + 0
donde
34p
g = ——

8
1+ (1 + 2a)p
Oy s

6
1+ 20+ 2a(2 - a))p + 97
e 256
ya € Z corresponde a la representacion unica de p como suma de dos cuadra-
dos
po=a’ 4 b con am 1(4), bm0(2)
Toorema 2.3 Sca p primo tal que p = 1(6), p # 1(4). Sea Pe(X) la ecuacion

de persodo asociada, entonces

Pe(X) = XO 4 XP o XY + 03 X? + g X? 4o X + o

donde
S54+p
= —
5 2

ay = W|10+(6(Il+l)+3ﬂ'-n)p]
(e Lﬁ_(s+(n(nu)’+2(zk-n)-ui-s)p+(e+5)p’]

an= o (14 (R4 DB(R+ 1) = a?) = (3(R+ 1 = B) +a+1))p
+((R4+2)(3t+ 1)+ 3(R+1 - ) +a) ¢

= g [BR+1=RIp+ap— 1)+ (3 4+ Dp+ HR+1) = a?)’y]
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L
a w=2Rer
a s x(2)=1
—a + 9%
R =2ReX()n = 2 « x(2)=p
=2 W x9=7
a s x(2)=1
—a - %
R =2Rex(@n = 7 s x(2)=p
—a+ 9% 2
2 si x(2)=5
> 2 s x(2)=1
t =2Rex(2) = 1 i (@) #1
donde p = 1‘%'—@, x es el cardeter eubico definido por x (w) = p con ¥ ol
cardeter y
by/= 3
= x(2)m(x, ¥) = 5-132—1 con a = 1(3).
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