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Conjunto de puntos limites de grupos
cuasifuchsianos. *

J. Contreras S., C. del Pino O. y P. Gonzdlez P.

Rosumon
En este trabnjo se presenta una manera de obtener re-
pr ol grificas del j de puntos limives de
grupos Fuchsl finl Jos & dos park
reales y de grupos A
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1 Introduccién

Como establece of clisico teorema del efrculo Limate (conjeturado por Klein y
Poinearé en 1852 y probado por Poincaré y Koebe en 1907 "toda superficie de
Riemann con puntos de ramificacién, excopto algunos casos excepcionales, puede
ropresentarse como S = H/G donde G ex un grupo Fuchsiano, ¥ H e ¢l semiplano
de Poincaré” (o considerando A en vez de H). En general, las propiedades de las
auperficies 8 asi presentadas dependen preferentemente de lxs caracterfsticas que
tenga el Grupo (. Uno de los nay que tradicional i de G nson s
conjunto de puntos limites, Ag, y su conjunto de puntos fijos, Fix( ().

La representacion grafica es de mucha ayuda para determinar ol dominio de los
pardmetros para Jos cuales resultan grupos discontinuce (Kleinianos). El articulo
de B. Maskit, Parameters for Fuchsian groups I mgnature (0,4), presentn
los grupos que se consideran en este trabajo a dos pardmetros reales. Cada uno
de estos grupos uniformiza una superficie do Riemann (finita) de signatura (0,4),
que es bomeomorfa a la csfora con 4 pinchaduras. Dando salores complejos a
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los parametros x e y se obtienen grupos cuasifuchsianos finitamente generados.
Usando resultados de J. Earle presentados en articulo Some intrisic coordinate
on Teichmuller space se parametrizan estos grupos a un parametro complejo.

2 Desarrollo

Sea X un espacio topolégico y sea G un grupo de homeomorfismos de X sobre si
mismo. El grupo G actiia disconti; te (propi e) en un punto z € X,
si y sélo si,

Stabg(z) es finito, y

Existe U tal que g(U;) N U, = @, para todo g ¢ Stabg(z).
El conjunto de discontinuidad de G se denotara Q2;. Sea G un grupo de homeo-
morfismos de X sobre si mismos.

e Qg es un subconjunto abierto de X, G-invariante

e Sea Y un subconjunto de X, G-invariante y sean z,y € Y, por ejemplo
Y = Qg. Six ey son equivalentes (existe g € G : gz = y), se tiene que
Y/G = {[y]/y € Y} es un espacio topolégico con la topologi: iente

Sea M = Aut((f) el conjunto de homeomorfismos conformes de C que preservan

orientacién, o sea, el grupo de las transformaciones de Mobius: M = PGL(2,C).
Sea GG un subgrupo de M, G es Kleiniano, si y sélo si, Q¢ # 0.

Observaciones:

Interesa el espacio Q¢/G. Cada componente conexa de Qg, (G-invariante),
se llama componente de G.

Interesan las propiedades de los grupos Kleinianos que son invariantes bajo
conjugacion en M.

e Generalmente se trabaja con el grupo "normalizado”.
Sea G un grupo Kleiniano, z € C es un punto limite para G si y s6lo si, existe

w € Qg y una sucesién {gm} de elementos distintos de G tal que gm(w) — z. El
Conjunto Limite de G se denotard Ag.
Nota: Ser punto limite no depende del punto de Q¢ sino de la sucesion de elementos del
grupo.

Algunas propiedades del conjunto limite de G son:

e AN =0
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o Ag es cerrado en C

e Ac es G-invariante.

o Ag =0().

o En toda vecindad de un z € Ag hay puntos de Q.
Sea G un grupo Kleiniano y sea Ag su conjunto limite. G se llama elemental, si
y sélo si, A tiene a lo mas dos elementos. Por ejemplo: G = {z — z+n,n € Z}
grupo ciclico parabélico es elemental ya que Ag = {cc}. Otro grupo elemental es
G =< z — 2z donde Ag = {0,00}

Si G tiene mas de dos puntos limites, G se dice no-elemental. Sea G un grupo

Kleiniano no-elemental.

e AgUQg =C; Ac N = 0.

e () tiene a lo méas un niimero contable de componentes.

Nota. Los puntos de = € Q¢ (si es que existen ) tales que Stabg(z) # {id} son puntos
fijos de elementos elipticos de G.

e Si G no tiene elementos elipticos, entonces ¢ es denso en @

e G tiene a lo mas dos componentes.

e Si G no contiene transformaciones elipticas de periodo finito, entonces

Fiz(G) = Ag.
Grupos Kleinianos son estudiados debido a su conexién con superficies de Riemann,
ya que, si G es Kleiniano, entonces, S = Q¢/G es una superficie de Riemann.
Nota: Un resultado de Alhfors prueba que si G es Kleiniano finitamente generado entonces
S es una superficie de Riemann finita.

En adelante G serd un grupo kleiniano no-elemental. Sea G un grupo Kleiniano
sin puntos fijos en Q¢. G es grupo Fuchsiano si y sélo si existe un disco D de @
G-invariante. La frontera de D se llama circulo al infinito, y esta contiene al
conjunto limite de G.

Nota: Sea G un grupo Fuchsiano y sea D tal disco. Siempre existe T € M tal que TGT ™"
es subgrupo discontinuo de PSL(2, IR).

Luego, Grupos Fuchsianos son subgrupos discontinuos (o discretos) de PSL(2,IR).

o Sea G un grupo Fuchsiano. Se tiene que Ag C IRU {oc}.

* Toda superficie orientable compacta, distinta de la esfera, el plano complejo,

el plano pinchado o el toro, se obtienen de la accién de un grupo Fuchsiano

sobre H sin puntos fijos.
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e Un resultado importante: Si G es un grupo Kleiniano no-elemental tal que
tr?(g) > 0 para todo g € G, entonces G es Fuchsiano.

Sea G un grupo Kleiniano que no fija puntos en Q. G se dice Cuasifuchsiano
si Qg tiene exactamente dos componentes ambas invariantes. La frontera de una
componente invariante de un grupo cuasifuchsiano es o bien un circulo o bien una
curva de Jordan que no tiene tangentes en un conjunto siempre denso, que original-
mente se denominé conjunto tipo fractal, debido a que ella repite exactamente su
estructura global en la vecindad de cada punto. Nuestro interés sera visualizar
A¢ para grupos cuasifuchsianos, ya que para grupos fuchsianos Ag es un subcon-
junto denso en IR. En este trabajo se consideran grupos Fuchsianos presentados
por B. Maskit en articulo Parameters for Fuchsian Groups I, Signature (0,4).

Sea G un grupo Fuchsiano finitamente generado de torsién libre de signatura
(0,4). Los parametros para tales grupos Fuchsianos son dados por puntos fijos
de algunos generadores geométricos. Cada uno de estos grupos uniformiza una
superficie de Riemann (finita) de signatura (0,4), que es homeomorfa a la esfera
con 4 pinchaduras.

e Sea S = H/G, y sea 7w : H— S la proyeccién natural (cubrimiento), se tiene
que:
G = 11,(S)
donde I1,(S) =< «, 3,7, 6/afy6 =1 > . Luego:
G =<A,B,C,D/ABCD =1 >

donde A, B,C y D son parabélicos y AB es hiperbdlico.
e El grupo G se normaliza de modo que:
AB tenga su punto fijo (de atraccién) en oo.
AB tenga su punto fijo (de repulsion) en 0.
C' tenga su punto fijo en 1.
Sean: x punto fijo de D, y punto fijo de B. Se tiene que: y<0<l<a
Nota: = e y sirven como parametros de deformacion de estos grupos.

e Los elementos A, B,C'y D en funcién de z e y son:

2%y —z?y(1 + x) ( 22y y*(1+2z)
A : i {
14z —2xy -1—-z 2y
5 2 -1-z i -2z 2*(1+3z)
(=(]+J? 2% ) D_(—]—~: 22
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Las transformaciones A, B, C y D forman un conjunto de buenos generadores
para G, y H/G es una superficie de Riemann de signatura (0,4).
e Los puntos fijos de los elementos de cada grupo Fuchsiano G considerados,
son niimeros reales.
Para cada uno de estos grupos G, con parametros reales, se tiene que Ag = IR.
Dando valores complejos a los pardmetros x e y se obtienen grupos cuasifuchsianos,
pero aqui no es claro el significado de buenos generadores.

Por lo anterior, se conviene lo siguiente: (1) Se con un grupo Fuchsiano G con
buenos generadores. (2) Se considera el espacio de Deformacién de G, D(G).
Una deformacién de un grupo Kleiniano 1 I G es un h
forme e g
w:C—=C
tal que wGw™" es un grupo Kleiniano. El espacio de deformacion de G es el espacio de
todas las deformaciones médulo las transfor i que iden con algiin i

de C en el conjunto limite.
Interesa determinar dominio de los pardmetros = e y tal que la accién de G

sobre C sea discontinua.
Sean ; y Q, las dos componentes conexas G-invariantes.

Sean S; = /G y S; = /G.
Interesa cuando S es conformemente equivalente a S,.

o Se construye F : Q; — Q, conforme, tal que
FgF'=®, gYgeG
donde @ : S — S es anticonforme, ®* = 1 (luego F? = 1). & determina
®, : I1;(S) — I1,(S) tal que:
A BB SN G S DD = e
Luego se determina F' conforme, tal que:

4 RSN tr(F) =0,
FAF=B~', FBF=A"!, FCF=D", FDF=C"!

(0 ﬁ)
F={1 1 |
e

obteniendo:
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e Por lo tanto, las matrices A, B, C y D quedan dependiendo s6lo de un

parametro complejo, z, ya que y = —1:
e —222 —z*(1+ 1) B— 2z (1+7x)
b e 2z = \ ey wyee)
e 528 = _( -2z 2*(1+3)
c"(1+:: -2z ) D_(—l—z 272
Nota: El tener a los d d; diendo de un sélo a lejo, reduce

la complejidad del problema, facilita el ingreso del parametro con un cierto orden con
el fin de tener una mejor vision de la variacion del parametro, pero no se resuelve

completamente el problema.

Sea G un grupo do por las transfor i repr das por las matrices

A,B,C y D senaladas anteriormente en el parametro complejo z. Con el fin de
&

grafi e Ag, haciendo variar x se generé un programa computacional
cuya estructura basica es la siguiente:

. Aritmética compleja.

~

. Generacion de las matrices A, B,C, D.

3. Determinacién de elementos del grupo G y el o los puntos fijos correspon-
dientes.

4. Representacién grifica de los puntos fijos de distintos clementos de G.

Las figuras adjuntas muestran una representaciéon grafica del conjunto limite (un
subconjunto), obtenido para valores de z alli indicados.

La accién de un grupo causifuchsiano G sobre C determina dos componentes
conexas 2, y {, cuya frontera es-el conjunto limite Ag.

Asi se obtienen, para cada grupo G cuasifuchsiano, dos superficies de Riemann
Sy =0/G y S; = /G ambas homeomorfas a la esfera con cuatro pinchaduras.

Graficamente, para ciertos valores de z se observan claramente las dos compo-
nentes, y en tales casos se concluye que para esos valores la accion es discontinua.
En cambio en otros aparece en la pantalla una nube difusa de puntos, en tal caso no

S Wi

es posible sacar ya que no se las dos

F conexas,
pero si ayuda a conjeturar una solucién parcial al problema.
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