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Clasificación de las métricas invariantes a 
izquierda en grupos de .Lie 

Juan Leiva Vivar 

Resumen. 
Si G es un grupo de Lie y g su álgebra de Lie, cualquier 

producto interno en g, determina una métrica invariante 
a izquierda en G. Recíprocamente, dada una métrica in­
variante a izquierda en G, queda determinado un producto 
interno en g. 
En este trabajo se establecen condiciones necesarias y su­
ficientes para que dos productos internos en g, determinen 
métricas invariantes a izquierda. en G, que sean isométricas. 
Esto es, se clnsifica:n lus métricas invariantes a izquierda 
bajo isomeliría. 

1 Métricas invariantes a izquierda en grupos de 
Lie. 

Sea G un grupo de Lic n-dimensional y g su álgebra de Lie asociado.. Dado x EC, 

la aplicación &.,, : G __. C, tal que L: (y) = xy, es un difeomorf1smo, llamado 
brMlación a izquierda por x. 

Un campo vecLorial X en C, se dice invariante 11. izquierda si : 

(dl,,) c X (e) = X (x), 't:fx E C, donde e es el elemento neutro del grupo C. 
Una métrica Ricmn.nnia.nn en C se dice ilwllritui tc a izquierda si hui trnslo.ciones a. 

izquierda son isomctirfas, esto es ; 
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(1) 

Un grupo de Lie con una tal métrica resulta ser unx variedad homogénea, pues 

pA.ra x, y E C existe la isometrfa /.,y:r. - 1 que lle\ff1. x en y. 

Dada una métrica invari ante a izquierda en G, {, ), quecln determinado un único 

producto imcrno en g = TeC, y éste es( , )e· Recíprocamente, dado (. }e un producto 

interno en g, según 12) ,queda determinada una 1ínica rnétricA invariante a izquierda 

en G por : 

También tencmo!' que, dada una base {e 1, •.• ,e,, ) de g , ésta de termina un único 

produc to imerno en g, para el cual esta base es ortonornrnl , y a.sí queda determi­

mulR una Única métricu invariante a izquierda Cll C. 

r-.•IRs general me nte, dada 1urn matriz real de orden 11 , simétrica y posil iva definidn, 

queda dcterminadA una única métricn invariante n izquierda en G. Por tanto, existe 

lllH\ familia ~ 11 ( 11 + 1)-dimenslonnl de métrica...-; invariantes a. izquierda en G.(ver 

pj). 
PMR el ca._~ pa.rt.icular en que G = D·l:i,.+1 es el grupo de Heisenbcrg, en [41 se mues. 
traque todn mét.ricA inw.i.r i1lnte a b:quiercln en IHz,,1 1 es equivalente bajo isomclrÍI\ 

n nnn de la...;; métricas: 

9A, ... A, = ,q (cr~ + fif) + ..... . +,\~(o~+ J;) + _,'.l , 

con \ 1 •••• ,\,. E R - {O\, donde (cr, = d:r. , ;d, = dy,;...i = d:. + ~; .. 1x ,dy,) es ln 

base dual de la base de campos Í ll\1ariant.e a iu¡uicrda dRdR por : 

{X, = .f;Y, = :-x,~;Z= ~} 
CJ :l.1 U !f1 U- U-

donde (:z:., y,, .::)es un sistcrnu de coordcnndns globnlcs. 

Así ¡>0r ejemplo , parit IH:i, flC t iene que 

{ x = i'... ;~· = i'... - x.!'..;z =.!'.. } 
ax 8y {J= (}:. 

es bft..;;c de 113 y {o = d:1;; f3 = dy; w = d.:: + xdy} es base dual y ¡>0r t.Rnto las mét.riCIL'< 

in"nriRntcs 1\ i7..c¡uicrda sobre ll·l3 son ec¡uivalcntcs bajo isomctrin a. u n" de las s i­

c:uicntcs : 
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2 C las ificación d e las m é tricas invaria ntes a iz­
quierda 

Se quiere det.erminar condiciones necesarias y suficienl.es !!IObre el álgebra de Lie, 

de modo que si (,) 1y {, }2son métricas invariantes a izq uierda en un grupo de Lie 

G, se tenga que (G,{, )1)y (G,(,) 2) sean isométricos. Los teorema.s 2.4 y 2.5, a 

cont inua.ci6n, da.n respuesta a este problema. 
Pr imera.mente enunciaremos algunos hechos conocidos acera de gr upo3 de Lic 

que se usará n en las demos traciones de Jos tco reml\.9 . Esl.05 pueden encontrarse en 

[3[ 

Propos ición 2.1 S i G es un grupo de Li.e conexo , entoncu ez\.olte G , espa· 

cio de cubrimiento tal que (; es un grupo de L ie .9 imple m en.te con exo y la 

aplicac ión de cubrimiento 1r : e - e CJJ u n homomorfumo de grupos ,[e 

/., i e. 

P ropos ició n 2 .2 Sean. G y G' gru.po3 de Lie conezo3 v ¡p : C - C1 un 
homomor:fismo. Entonces :r.p es aplicaci6n de cub,;micnt.o ., ¡ y solam.ente si 

di.pe : TcG - Te·G' es un is omorf~mo. 

P roposició n 2.3 Sean. G y G' grupos de Lic. co n ñlgebro_, de Li e g 11 fl re­
spec Liuamentc. y G simplem ente co n ezo. 

Sea lb : g - fl hornomorf1..:nno de álgebm.:J de Lie, ento n,te., existe un ún ico 

hom omorM m o de grupos tlc Lie t.p : C - G' , tal que dip, = tJ1 . 

Toore m a 2.4 S ean G grupo de Lic con exo n- dirn e nsionnl lJ g 3 tt álgcbm de 

Lic Mocinda.8 1 = {e1i ... , en} bMe de g,(, }! producto intem .o en g tal que 8 1 

e3 ortononnal y ( ,} 1m étrica invn.n·an.tc a i:quie nfo e n C. determinada por 

<.>!. 
Sea ade-m á3 , <P: g - g automorfl8mo de álgebra de Lie; Mi' 8 7 = {l/l (e1), ... ,d>{en)} 
también es ba.Je de g. Sea < , >! producto i r1.t en 10 en g tal que 8 2 e~ orton.or-

mal 11 <,>' métn ca in.variante a i:quienfo en. C, dctenninn.d.a por < . > ~. 

Entonce,, (C.<, >1) C3 i.som étrico n {G, <. >' ). 

Demosu sción. Supongtimos pri mero que e es simplemenle conexo, MI de (2.3) 

ex iste ({' : G - C automorfis mo de jt?'U PQS de Lic tal QllC d1p" = l/J, donde 
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<bp, '9- · -
Probaremos que :(C, < , > 1) ___. (C,<,>1 ) es unRisomctrín. Ose>\ 

{d1p,,. (11), dJ.p7 (v)}!(:i:) =={u, u)!, V'J: E G,'r/11 , u E 'T;,.G . 

SCJ\n x = e (el e lemento ncut>ro de G'), u = e, , u= e,; e., e, E Bi; se tiene 

(d<p, (e;), <bp, (•;))~ ('!>(e,),'!> (e,)); 

ó,, 
(c,,c,}! (2) 

(Pues B1 y Eh son ort.onormales respecto a <,>! y <. >~ rcspccLivamcnte). 
Sean, a hora, X E e' u, V E T:i:G Cll/\lcsquicra. Como L,. es di fcomorfismo, entonces: 

es isomorfismo y por t.Uinto existen 11', u' E T.,C tales que 

Así tenemos : 

(d<p.(u). d<p, (<>))~¡,¡ 

J.1u-go rp rs Hn f\ isnrnr.llrÍn .. 

/ j = (dJ.,,,.)., 11 1 ,11 = {d/_,7),.1/. 

((dl ¡.¡-•) d<p, (u), (dL_.¡,¡·•) d<p, (u))~, de (1) 
"' ..,(z.) .... (:r) 

((dL ¡,¡_, ) <bp, (dL,), u'. (dL,¡,¡·• ) d<p, (dL, ), •>'); 
• •Í"I •(•\ 

{d ( f.,op(:i:)- ' o rp o/.,,.)., u', d ( L<.,:.(r)-' o cp o /.,z ),, u')~ 
{dvi., 11' , dip.,u')~. pues L....,(:r)- ' o i.p o l,. = <¡:> 

{111, v')! . ele (2) y bilincalidad 
((dL,); ' u, (dL,); ' u)! 
(1i,11)! , pues Ja métricn es in,·ariantc 8 izquierda. 

Ahora supon Amos que G' no es si mplemente conexo. De (2, l ), cxisle e grupo 

de Lie simplcmcmc conexo , c::ipacio ele cubrimiento ele G, tal que la aplicación ele 

cnbrimienlo r. : (; - C es homomorfismo de grupos de Lie. Además, de (2.2)sc 

tiene que d'ti; : !j - g es Isomorfis mo (donde !j es el N1o?ebra de Líe de G y C es 16 
idcnticltu:I ele G· ). 
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Asl tcncm°' el diagrama siguiente, y puede definirse ¡ g 
~ = d1í; 1 o rp o dn-¡ que es automorfismo de álgebras de Lie . 

g . L g 
d"; ! l dK'¡ 

.!. g 

n 

g ' por 

Como {: es simplemente conexo, existe ip : {: - e l\Utomorfismo de grupos c\e 

Lie tal que 

o sea 

de donde 

(3) 

Ahora tenemos el diagrama siguiente, donde queremos defini r cp : G - G automor­

fismo de grupos de Lie, tal que: d/{)0 = ,P . 

e :!. e 
~ ¡ 1 " 
G .'!'_ G 

Primero observemos que, como 7r es epimorfismo , puede definirse e : G - C 
homomorfismo de grupos de Lie tal que 7r o e = I de Asf tenemos que 

d(rro~). = I d, 

o sen 

de donde 

(4) 

Defi namos a.ho rR cp : e - G por cp = 7r o !p o e Se Licnc , de (3) y (4), que : 



CUBO 11 J. Lcfrn 

Ahora , como d ip< C=" isomorfismo, entonces e¡; es A.plicadón de cubrimicm .. o , debido 

a (2.2} ,y por t anto v> debe ser a.utomorflsmo de C. 
Finalmente, Aplicando el mismo rnzonamicnto que en el c 1\.-;o simplemente conexo, 

se prueba que (G. <, >1) es isomé~rico a. (G, <. >2). • 

Teorema 2.5 Sean e !/ f'llPO de L ·ic n -1lún erl.': ion af. g ·"" rilgebtYI rfr J.,i c , < . >1 

y <. >2 m éfricn.'I i n.va,-in.nlc:J rt i ::t¡ 11ier'(/n Ctl C . 
.. 'Ú (C:.<.>1)C.! ,,,.omélri'co n (G» <.>2) c 11 lo ru·e ... e.r1~d. t o nut omorfi.smo tft f 

nlgcbrn de L u .. g In.! t/ll C s·i 8 1 = (c1, .•• , cn) c ... bn3C rh. _q .or·to11or-r11al 1u pect o 

ni protlucLo inlt..rno < . >~ 1m.g,8c l.icne q11c 8 1 = {Q(i 1) .... o(c,, )} e.'1 bn.:1c rh 

y. orton ormal r"t-'1p ec, f,o n.l protlw;lv i11 t.tw11 0 <. >'! 

De mostración Sea 1p : (C , <, > 1) - (C, <, > 2)isomctrío., enloces o= d.tpe : g - g 

e<: i:;omorfi:-mo de cspncio~ vectoriales. Sea 8 1 = { t 1, •••• r n} ba..<:.e d e g ,ortonormnl 

res¡>t'cto al 1>roducto interno < . >!en g. 8 1 dete rmina 11nn ba...:;c de campos invnri­

RlllC:'i 1\ izquierdl\ en C, l E11 .. . ,En}, dcflnidog por 

c.ntonce::1 

tRmbiCn es base de cnmpog \nvariiultcs a izquierda. 

Como dVJ,,CS isomorfonno, 11 t1n 1Hlo log s ímbolos ele C hris toíel, se obtiene que : 

d1>nclf' '(' <"" hl C"fl lW:.:ió n llif'1111umin1111 l' ll C . ,_\¡':f t"llf'lllO" el<" (5) y ele In !limctd n <lo• 

'(' c¡uc 

.J.;. u::. ) ·""'· U0ll t:,,.;>, (E.Jd~,, (/~:J - \ •• ·.4&.>"<P~ (E, ) 
d'l'.(v E. E,)- d;. (' °< é,) 
d<p, jE, . E,I 

Por UUllO o= d1.,~. es 1111 Lo111o rfls m o ele algebms dC' Li . 

FimJmc:•ntf'_ 8i N' ortouorn111I rcspt·cto u <. >?. En t'ÍCcto · 
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(~(e,)'~ (e;))~ (d<,o, (e;)' d<p, (e;))! 
(e,, e¡}!, pue!! l(J es isomelría. 
Ó;¡, ya que B 1 es ortonormaJ respecto a (, }~ 

Así se complet.a la prueba. • 
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