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Resumen.

Si G es un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie, cualquier

producto interno en g, determina una métrica invariante
a izquierda en G. Recfprocamente, dada una métrica in-
variante a izquierda en G, queda determinado un producto
interno en g.
En este trabajo se establecen condiciones necesarias y su-
ficientes para que dos productos internos en g, determinen
métricas invariantes a izquierda en G, que sean isométricas.
Bsto es, se clasifican las métricas invariantes a izquierda
bajo isometrfa.

1 Meétricas invariantes a izquierda en grupos de
Lie.

Sea G un grupo de Lie n-dimensional y g su dlgebra de Lie asociada. Dado x €G,
la aplicacién L. : G — G, tal que L;(y) = zy, es un difeomorfismo, llamado
traslacién a izquierda por .

Un campo vectorial X en G, se dice invariante a izquierda si :

(dL:), X () = X (z) ,Vz € G, donde e es el elemento neutro del grupo G.

Una métrica Riemanniana en G se dice invariante a izquierda si las traslaciones a

izquierda son isometrias, esto es :
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((dL)y u, (dL;), v)y = (u, )zy, Yo,y € G, Yu, v € T,G (1)

Un grupo de Lie con una tal métrica resulta ser una variedad homogénea, pues
para x,y € G existe la isometria Ly~ que lleva x en y.

Dada una métrica invariante a izquierda en G, (,). queda determinado un tnico
producto interno en g = TG, y éste es (, ).. Reciprocamente, dado (, ). un producto
interno en g, segiin [2] ,queda determinada una \inica métrica invariante a izquierda
en G por :

< u, v >;=< (dLz1), 8, (dLz-t), v >¢,Vz,y € G, Yu,v € T,G

También tenemos que, dada una base {ey,...,e,} de g, ésta determina un tinico
producto interno en g, para el cual esta base es ortonormal , y asi queda determi-
nada una tinica métrica invariante a izquierda en .

Mas generalmente, dada una matriz real de orden n, simétrica y positiva definida,
queda determinada una inica métrica invariante a izquierda en GG. Por tanto, existe
una familia %n (11 + 1)-dimensional de métricas invariantes a izquierda en G.(ver
[1)-

Para el caso particular en que G = Iy es el grupo de Heisenberg, en [4] se mues-
tra que toda métrica invariante a izquierda en IHy,., es equivalente bajo isometria

a una de las métricas:

Dad, = A (0} +B8) + e+ A2 (0f + 37) + 7

con A\j,... A, € R — {0}, donde {oq = da; B = dy;;w = dz + SF_ zidy;} es la

base dual de la base de campos invariante a izquierda dada por

a a a a
{"' = i n‘:}

b= — 1
Ay,
donde (z,,y,, =)es un sistema de coordenadas globales.

Asi por ejemplo, para I3, se tiene que
a d é d
N Ve O
Lk Ay az d=

es base de hy v {a = dz; f = dy;w = dz + xdy) es base dual y por tanto las métricas

invariantes a izquierda sobre IHy son equivalentes bajo isometria a una de las si-

guientes :

g = A (? + %) + w? = Ndx + (A2 + 2*) dy? + d=? + 2zd=dy, \ € R.
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2 Clasificacién de las métricas invariantes a iz-
quierda

dici ias y sufici sobre el Algebra de Lie,

Se quiere determinar
de modo que si (,)'y (,)%son métricas invariantes a izquierda en un grupo de Lie
G, se tenga que (G, (,)")y (G,(,)?) sean isométricos. Los teoremas 2.4 y 2.5, a
continuacién, dan respuesta a este problema.

Primeramente enunciaremos algunos hechos conocidos acerca de grupos de Lie
que se usaran en las demostraciones de los teoremas. Estos pueden encontrarse en

(3]

Proposicién 2.1 Si G es un grupo de Lie conexo, entonces emste G, espa-
cio de cubrimiento tal que G es un grupo de Lie simplemente conexo y la
aplicacién de cubrimiento m : G — G es un homomorfismo de grupos de
Lie.

Proposicién 2.2 Sean G y G' grupos de Lie coneros y ¢ : G — G' un
homomorfismo. Entonces {p es aplicacion de cubrimiento si y solamente si
dip, : T.G — T.G' es un isomorfismo.

Proposicién 2.3 Sean G y G' grupos de Lie, con dlgebras de Lie g y g re-
spectivamente, y G simplemente conexo.

Sea 1 : g — g’ homomorfismo de dlgebras de Lie, entondes existe un tnico
homomorfismo de grupos de Lie ¢ :G — G', tal que dg, = 1.

Teorema 2.4 Sean G grupo de Lie conero n-dimensional y g su dlgebra de

Lie asociada,By = {e1,...,ex} base de g,(,)} producto interno en g tal que B,

es ortonormal y (,)'métrica invariante a izquienda en G, determinada por
sl

Sea ademads, ¢ : g — g automorfismo de dlgebra de Lie; asi By = {¢(e1), ..., d (en)}
también es base de g. Sea <,>!producto interno en g tal que By es ortonor-
mal y <,>? métrica invariante a izquierda en G, determinada por <,>? .
Entonces (G, <,>') es isométrico a (G, <,>?).

Demostracién. Supongamos primero que G es simplemente conexo, asf de (2.3)
existe ¢ : & — G automorfismo de grupos de Lie tal que dp, = ¢, donde
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dip.:9 — 9-
Probaremos que ¢ : (G, <,>') = (G, <,>?) es una isometria. O sea
(dips (u) , depz (V)2 0y = (w,0)3 Vo € G Vv € T=G.
Sean z = ¢ (el elemento neutro de G), u = e;,v = ¢€;; 6, €; € By se tiene

(dioe (e)  dipe ()2 = (0(e) 0 (e))5
biy
("H(J)" (2)

(Pues By v B, son ortonormales respecto a <, >! y <, >? respectivamente).
Sean, ahora, x € G,u,v € T:G lesquiera. Como L. es dife fismo,

(dBe), : TIG =TI
es isomorfismo y por tanto existen ', v' € T,G tales que
w= (dLs), v = (dLs), o'

Asi tenemos :

(e () e iy = {(dhioye ) e () (Al ), e (0N de (1)
brd . 2
= ((dl,v(,,..)v(x) dipe (<), s (‘L*"V')wm dips (dLz), v')?
= (Lw(x),. 0o L,)'u’.d(Lw)q o;oL,) )2

(diperd dipv')?, pues Lyyropol=¢ &
(')}, de (2) y bilinealidad
((dLs); " u, (dL:); " v)}

= (u,v)!, pues la métrica es invariante a izquierda.

Taiego ¢ es una isometria.

Ahora supongamos que G' no es simplemente conexo. De (2, 1), existe (@ grupo
de Lie simplemente conexo, espacio de cubrimiento de G, tal que la aplicacién de
cubrimiento 7 : G — G es homomorfismo de grupos de Lie. Ademds, de (2.2)se
tiene que — g cs isomorfismo (donde 7 es el Algebra de Lie de G y es Ia

identidad de
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Asf tenemos el diagrama siguiente, y puede definirse 6 : g — g, por
b= dr;' o ¢ odm- que es automorfismo de dlgebras de Lie.

)

g Epis g
dr- | i 1 dr
Y = 9

Como G es simplemente conexo, existe @ : G — G automorfismo de grupos de

Lie tal que

dp=§
o sea
dgz = dr..:’ o¢odm-
de donde

¢ = dro dpro dnz! (3)

Ahora tenemos el diagrama siguiente, donde queremos definir ¢ : G — G automor-
fismo de grupos de Lie, tal que: dip, = ¢ .

(G
m | |
Gl iS00G

Primero observemos que, como 7 es epimorfismo, puede definirse € : G — G
homomorfismo de grupos de Lie tal que 7 o € = Id; Asi tenemos que

d(mo&), = Id,

0 sea

dm~o d, = Id,

de donde

dg, = dn! (4)

Definamos ahora @ : G — G por ¢ = 7o Fo € Se tiene, de (3) y (4), que :
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dp. = dmyodgrods,
= dr-odp-odn=’
“ o 3
= ¢
Ahora, como dy, es isomorfismo, entonces  es aplicacién de cubrimiento, debido
a (2.2) y por tanto ¢ debe ser automorfismo de G.
Final licando el mismo r iento que en el caso simplemente conexo,
se prueba que (G, <,>) es isométrico a (G, <) ]

Teorema 2.5 Sean G grupo de Lie n-dimensional. g su dalgebra de Lie, < . >'
y <. > métricas invariantes a izquierda en G.

Si (Go<.>Yes isométrico a (G, <,>?)entonces eriste o automorfismo del
algebm de Lic g tal que si By = {e,...,cn) €s base de g,ortonormal respecto
al producto interno <,>len g se tiene que By = {0(ey).....0(eq)}es base de

g. ortonormal respecto al producto interno <, >7 .

Demostracién Sea ¢ : (G, <,>!) — (G, <, >?)isometria, entoces 0 = dip, : g — ¢
es isomorfismo de espacios vectoriales. Sea By = {¢,....¢,} base de g,ortonormal
respecto al producto interno <, >len g. By determina una base de campos invari-
antes a izquierda en G {F), ..., B, )}, definidos por

By (w) = (dLs), €01 = 1.

entonces
{dpe (Br) , ..o dipe (Ey))
también es base de campos invariantes a izquierda.

Como dg.es isomorfismo, usando los simbolos de Christofel, se obtiene que :

Vi (Eydipe (By) = dipe (VE,

) (5)

donde ¥ es la conexion Riemanniana en G. Asf tenemos. de (5) v de la simetria de
V. que

dg. (B) . dee (B))) =

]

Por tanto o . cs automorfismo de algebras de Lie

Finalmente, B, es ortonormal respecto a <, »? . En efecto :



CUBO 11 79

(dipe (es) , dipe (1))
(eire;)s, pues @ es isometria.
&, ya que By es ortonormal respecto a ()}

(9(e) 9 ()

Asf se completa la prueba.
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