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Un algoritmo de puntos interiores con fase-I
integrada.

Constande Nicolas B.

Resumen.

En este trabajo se presenta una generalizacién de cierto
tipo de algoritmos Cuasi-Newton de puntos interiores (iinico
en su género), para programacién no lineal, desarrollada por
Herskovits (3]. Esta familia de algoritmos no requiere de
un punto inicial viable. Ellos combinan automaticamente
las operaciones de inicializacién (fase-I) y de optimizacién
(fase-II). A diferencia de los métodos de direcciones viables
desarrollados por Polak [1] con combinacién fase-1, fase-II
cuya convergencia es de tipo lineal. Estos algoritmos pre-
sentan la ventaja de tener convergencia superlineal.

1 Introduccién

Los métodos Cuasi-Newton utilizados para resolver el problema de Programacién
no Lineal (P):

(P) Min{f(z)/z € X}, X ={z€R"/a(z)<0,i=1,---,m} (1)

se fundamentan en encontrar la direccién de biisqueda resolviendo el sistema de
ecuaciones no lineales, resultante de aplicar las condiciones de optimalidad de

K.K.T. al problema (P), es decir
Vf(z)+ Vg(z)A =0, g(z)A =0, 9(z) <0 ; A20; 9,A € R™ (2)
¥ luego resolver el sistema (2) aplicando el método de Newton, con la salvedad que
|la matriz Hessiana es aproximada por una matriz simétrica definida positiva. Sea
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£(x, A) Ia funcién de Lagrange de (1), o sen,
Lz, \) = f(z) + g(@)A

El método de Newton linealiza el sistema (2) en una vecindad del punto

(26, \e) en la iteracion "k" resultando el sistema:
[ [B) V() ] [.’L‘q - x] Yha [Vj(.z) + Vg(xz)A @)
LA[Vg' (@) diaglg(@))] | Ao = A diag[g(x)A] 4
donde A = diag[A] y B es una matriz simétrica definida positiva que aproxima a
WVerli(z, X)) (z, A) representa el punto actual y (g, Ag) es la nueva estimacién.
Diferentes métodos se encuentran en la literatura usando esta idea, en particu-
lar los algoritmos debidos a Herskovits (Cuasi-Newton de puntos Interiores) que se
caracterizan por iterar en el interior de la region viable X. La forma en que definen
la direccion de biisqueda estos algoritmos es a través de una combinacién lineal de
la direccion (dy = @ — x) obtenida del sistema lineal (1) con una nueva direccién
de deflexion, resultante del sistema homogéneo perturbado de (4) y representado

por el sistema (5), es decir

Bdy + Vg(a)N\o = =V f(x) (4)
Vg (w)do + G(a)\g = 0
Biy + Vg()\ = 0 (®)
AVg! (z)dy + G(m)A) = —Aw; w > 0, € R™
donde G(z) = diag[\].
La direccion en el espacio primal es d = dy + pd; v en el espacio dual
\=Ng+p\y, pEIR?

En diseno de ingenierfa son comunes los problemas de programacion no lineal
que presentan I siguiente estructura: (OSI-P)

Min{f(z)/= € X},

X ={zeR"/g(x)20i=1,  mjd(w,u) <0;%uwe [ L
foat R — R, : R™ < (1) — R;UP CRP py €N, j=1,---.rii=1,---,m.
(6)
[77 son de cardinalidad infinita ¥ compactos. Si U’ ="o

v 1 r ¢l problema (OSI-P) es de finitas restricciones (m + 1), en caso
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contrario es un problema de infinitas restricciones o problema Semi-Infinito como
es conocido en la literatura.

En general el problema (OSI-P) se resuelve por discretizaciones sucesivas de
los conjuntos U’ lo cual da origen a una sucesién de problemas (OSI — Pi) de
finitas restricciones {Pi}ien, donde

Min{f(z)/z € X}
Xi={zeR"/gi(z) <0i=1, . mipj(x,u) SOGYue Ul j=1,-+,r} (7)

con |07 [<o0, Vi=1,,r

2 Preliminares

En la resolucién de probl de Optimizacién Semi-Infinita, los algoritmos de
puntos interiores que resuelven el problema reducido discreto OSI — P) requieren
de forma continua de un método Fase-I que permita en cada refinamiento de la
discretizacién asegurar el punto de iniciacién en el interior de la regién viable X;.

De la literatura se conoce un procedimiento general para hallar un punto
viable, reflejado a través de un problema de Programacién Matemética. Por sim-
plicidad consideremos el siguiente problema de Programacién no Lineal de finitas
restricciones, su aplicacién al problema (OS7 — P¢) resulta inmediata:

Min{f(z)/gi(x) 20, i=1,---,m} (1)
donde g, f:IR" = R, i¢=1,..,m son funciones continuas diferenciables.
Un punto inicial viable para (1) se obtiene resolviendo el problema

Min{ip(z)/a € IR") (2)

donde @ : R® — IR, estd definida por
(@) = Max{a(@)/ =1, ,m)
El problema (2) es equivalente al problema
Min{w/gi(x)—w <0, i=1,--m , weIR} (3)

(z,w)) € R™!

con « € R" arbitrario y w) = maz{g(z)/i = 1,---,m}. La sefial de parada

Para el problema (3) se encuentra un punto inicial viable =
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para el problema (3) estd condicionada por w < 0 o alguna otra condicién que
asegure que en la iteracién "k" se genera un punto viable, identificado por (@, wf)
dondempies el puntoideseados

Desgraciad e el método senialado genera puntos viables sin considerar
la funcién objetivo del problema original, el cual aplicado reiterativamente, como

ocurre en los problemas de Optimizacién Semi infinita, hace que la evolucién hacia
un punto optimo local sea degradada por los continuos retrocesos en su descenso.
En virtud de esto tltimo, en este capitulo presentamos un método que construye
puntos viables considerando la funcién objetivo. La idea de este método se basa en
plantear un problema de Programacién no Lineal similar al problema (3) en que la

funcion objetivo del problema (1) es considerada, es decir
1
Min {j(’L) + 5710'/:: €R", we IR} (4)

gi(@)—yw <0, i

donde "5" es un pardmetro Booleano o simplemente un conmutador, v € {0,1}
cuyo objetivo es controlar el sistema completo dependiendo si el punto "x" pertenece
o no al conjunto viable. La definicién de "4" es la siguiente

_ [ 0 siMax{gi(z)/i=1,---.m} <0
7= ! Deotra manera

Denotemos por X C IR" el conjunto viable para el problema (1), es decir

X ={veR"/g(x) 20, i=1.---.m}

v denominemos por intX el interior de X, y X¢ el complemento de X. Observemos
En este caso la variable w > 0 decrecera
0). Size X en

tonces el problema (5) es equivalente al problema (1) v en este caso una apropiada

que si € X7 en el problema (5) y =

hasta que se verifique la condicién de parada (w < 0 =

direccién "d” generada por el Algoritmo (Quasi Newton de Puntos Interiores) se

obtiene de la resolucién de los sistemas (6), (7)
1) Bdg + Vg(x)Ao = =V f(x) 1i)AVg'(z)do + G(x)\s =0 (6)

i) Bdy + Vg(x)\ = =V [f(x) iv)AVgi(z)d + G(x)\; = —Aw;w > O,w € R™ (7)

dedonde d =do + pdy; A= N\g+p\, pEIR"
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Con la intencién de obtener una direccién de biisqueda de la misma naturaleza
que la antes citada cuando € X© y con la misma razén de convergencia, resulta
obvio aplicar el Algoritmo al problema (5).

El Lagrangiano queda expresado por
L@\ y) = £(@) + gy + Nlo(a) - yue]

donde ¢! = (1,::+,1), e€R™.

Las condiciones de optimalidad de primer orden de K.K.T. se expresan por

a) Vf(z)+ Vg(z)A =0

b) y(w — A'e) =0 (8)

c) diaglg(z) — ywe]A = 0

d) g(x) — ywe <0

e)A>0, AeR™
Nétese que cuando v = 0, (8) representa las condiciones de optimalidad del pro-
blema (1) v L(x, A, v) su respectivo Lagrangiano.

Aplicando el método de Newton al sistema de ecuaciones (a, b, ¢) en (8) y
aproximando su Hessiano H(x, A,7) dado por

H(z, A7) = [w{’(z)] + [V2g(x)1.0)

H(z,\,5) = B € R DD B matriz simétrica definida positiva (BFGS), obte-

nemos el siguiente sistema lineal

i Vo(z) S | 9£() + Vg(a)A
- . =—|| quw-=Ae
AlVg'(z) — el (=) — ywe] "A’: T lo(=) — ywe]A

To— T

denominamos d, = [ } € R"'; Ay € R™. Simplificando y transponiendo
Wy — W

términos resulta

V). Bdat va(’) do=- 7] ©)
2) AlVg(@), =]do + lo(x) — ywe]do = 0
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gy Vy(:)l e R, Vﬁ[t)] € R A = diag(h) €
SRl
IRRers [Vo(z). -] € lll"‘""“); [9(x) — ywe] € R™™ matriz diagonal.

En el do" ( direccién en el
espacio primal) en do; € R" y do, € IR con el objetivo de otorgar la fexibili-
dad necesaria a la direccién de bisqueda dependiendo del espacio en el que esté
operando el Algoritmo R" o IR™*',

1) Bds, + Tg(a)do = —Vf(x)

2) edow — 3¢ Ao = —yw (10)

3) AV (x)dos — YAdou + [9(x) — ywe]Xo = 0

ema (9) es preciso descomponer la solucion

En (10) B € R™" es la submatriz de B = (by),i.j = 1,-:-,n+1 que se
obtiene por la eliminacién de la fila n + 1 y columna n + 1 ¥

Zbl(rvl) (11)
=1

Resulta claro que con esta descomposicion el sistema (10) calcula la direccién
"do:" en R" y (doz, dow) en IR™' de forma combinada. Sin embargo a pesar
de ser (do:, dow) una direccién de descenso (8] para el problema (5) interesa que

cuando = € X<, la derivada direccional, en la direccién e,.; = (0.0, -+, 0,1) sea de
descenso, es decir, dowyw < 0. Tal situacién no esta garantizada en la resolucion
del sistema (10). Para asegurar el descenso en la direccion ¢, ., optamos por una

duplicidad de la direccién dy,, definida como sigue

a) Side la solucion de (10) resulta do,, < 0 verdadero, tomamos la direccion en
R™*" por (dos, dow).

b) Si resulta que dgy, > 0 hacemos do, = —dg,. ¥ en este caso tomamos |

direccién en R"*" por (doz, —dow)-
En el caso () la direccién (dox, dow) es de descenso para el problema (5). No es
dificil ver que esto también es verdadero en el caso (b). En efecto, como

w

(i) [V,{ (“’)] St e

ademas

(dy, -,/....,)[V/( ’ o ){v;, o

Y yu
Debe observarse, en general, que cuando x € X la direccion "do," no necesa-

rinmente sord de descenso para f(x), lo cual implica que no siempre decreceri ln
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funcién f(x), ademis w siempre es mayor o igual a cero.
Nétese que = € X implica v = 0. Luego, do, = 0 se obtiene de la ecuacién 2 en
(10).
3 Algoritmo bésico unificado
En esta seccion se presenta el Algoritmo Unificado Fase I- Fm 1 parn el problema

2.0 (1), cuya ién al probl (OSI-P) es inmediata, h
hy(x) = 6;(z,u) con u € U, tal que Ul C U’ y | U} |= s < 0.

3.1 Algoritmo modelo

Pardmetros: a1, 5,4 € (0,1);p > 0.

Datos: = € R"; A€ R™, A >0, B € R"" simétrica definida positiva;
weER™, w>o.

0.- Si Max{g,(z)/i =1,-:-,m} <0, hagay =0. En caso contrario haga vy = 1.

1.- Calcular la direccién de bisqueda.

i) Determine (do., oy, Ao) resolviendo el sistema lineal (1)
1) Bde: + Vg(x)Xo = =V {(z)
2)  cdoy —7e' Ao = —yw (1
3)  AVg'(x)dor — yAdow + [9(x) — ywe]do =0
Si (dos, dow) = 0, pare.
Si dow > 0 haga doy = —dgu
ii) Determine (dy,, dju, Ay) resolviendo el sistema lineal (2)
1) Bdy. + Vg(z)A =0
2) odyy—7e'A =0 (2)
3)  AVE(x)dis — YAdye + [9(z) — ywe)Ar = —Aw
iii) Si < (dys,diw), (VS(2),7w) > >0, haga
p = Min{y || (dos, dow) ||*; (a = l)(dm-du.)[
Si no, haga p = ¢ | (dox, dow) I

iv) Caleular Ia direccién de bisqueda (d,, d.)

Vi(z) ] N(dreidy )[V/(z) ])

Yo yw
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d: = do: + pdiz; dy = dow + pdyw ¥

2.- Bisqueda Lineal.
Calcular' Max {¢/t= Bt A=0,0 2/} tallque
:
fa+td) + 30+ 1) < S0+ Tt vt [V{ff’ ] (devde)
[g(z + td2) — y(w + tdy)e]) 210

o
g + tdz) — 3w + td)e) < Olg(e) = yive]

3.- Actualizaciones

i) Haga * = x4+ td;; w = w + td,, y defina nuevos valores = > 0: A > 0; B
simétrica definida positiva.

ii) Vaya al paso (0)

Observacion. Diferentes algoritmos se pueden obtener dependiendo de la forma de
actualizar \,w y B. %

En el paso (0) si 5 = 1 haga wy = maa{gi(x)/i = 1.---.m} v considere el punto
inicial (z, wp) € IR™'.

3.2 Propiedades del algoritmo modelo

En lo sucesivo asumimos las siguientes hipétesis en adicion a las de [3]:
m

Suposicién A:  Para todo © € X€, ZA;,# wy c % 0, donde "c" estd
=1

definido como en 2.0 - (11).

El objeto de la hipétesis anterior es asegurar la existencia de una direccién de
descenso (d..d,,) para el problema expandido 1.0-(4) en el sentido de no alcanzar
o evitar un falso punto estacionario (x, w) tal que = € X

Sea S C X el conjunto de puntos estacionarios para el problema 2.0-(1) que

satisface las condiciones de K.K.T. Estoes, ¥x € S xes punto regular y existen

multiplicadores A\, 20 i=1,2 ... m talque
B
V= -Z\,v,,.(.,:) =50
=
a(@)\ = 0
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Lema 3.1 Asumamos que la suposicion A es verdadera. Fntonces

a) SiF € X es solucidn éptima para el problema 2.0-(1) (dog, dow) = 0
b) Para todo ¥ € X¢, doy <0

¢) (doz,dow) = 0 si y sélo $iT €S

Demostracién
a) Como Z € X entonces v = 0, y de las ecuaciones 1 y 2 del sistema lineal 3.0 (1)
en el paso 1i) resulta
1) Bdo: + V(@) = =V f(7)
2) edoe = 0 — doy, = 0 ya que c# 0
r = —(Vf(F) + Vg(@Ao)B~Y; B~ # 0 s.d.p. implica doz = 0
b) Como = € X 7 = 1. Nu de la i6n 2 del sistema lineal (1)

se tiene edg,, — ye'A\g = —yw = do,, = 1/overc (Z A —w | # 0, por aplicacién
=1

de la suposicion A. Ademds del paso 1i) se tiene que dg, < 0

¢) (=) Supongamos (dos, dow) = 0 del sistema 3.2.-(1) obtenemos

1) (VJ(@) + Vg@M) B! = 0

5)7(2/\",—w =0

=1

6) [o(@) — ywelAy = 0
De ecuacién (4) como B! # 0 entonces V f(%) + Vg(F)As = 0. De la ecuacién (5),
probaremos que 5 no puede tener el valor 1. En efecto, si asi fuere implicarfa que

m
Z A', = w | = 0, lo cual no puede ser por que contradice la suposicién A. Luego
=1

debe ocurrir que 4 = 0. Esto tiltimo implica que Max {g,()/i = 1,--«;m} <0y

de (6) gi(F)As =0 ¥i=1,-:,m, locual prueba T € S.
4=) Supongamos 7 € S, entonces Max {g(%)/i = 1,---,m} < 0de donde v = 0,
con lo cual trivialmente se desprende del sistema 3.0-(1) ecuaciones 1), 2) que

(doz, dow) = 0. n

Resulta inmediato verificar que las propiedades b) v ¢) del Lema (3.1) son
también propiedades para la direccién deflectada (ds, d..) debido a que por cons-

truccién de esta misma se tiene
d, = dos + pdiei dy = dow + pdyy,
en que el parametro p depende de la derivada direccional de (dy,, dow) respectiva-

mente
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En lo sucesivo denotaremos nuestro Algoritmo Modelo por la multifuncion A :
X — P(X) o por A, : X, = IP(X,,) dependiendo si nos referimos al problema
2.0-(1) o al problema 2.0-(4) respectivamente. Donde X, es el conjunto definido
por

Xu = {(z,w) € R™/gi(w) —yw < 0 om}
Suposicién B: intX, es no vacio y acotado.
Lema 3.2 Supong s que las Suposiciones A y B son verdaderas. Sean

(x,w) € (intXy) y (2',0') € B[(x,w),¢] N Xy tales que (z" w") € Ay(z',w').
Supongamos que existe b(x) > 0 tal que w" — w' < — entonces

Max{g,(z")/i =1, - ,m} — Maz{g:(z')/ i=1.---,m} £ =6
Demostracién Observemos en primer lugar que (=", w"), (z'. w') € X,,. Ademas
por hipétesis w" — w' £ =4 lo cual implica que existe ¢ € (0, 1] tal que

ol = e w" = w' +tdy, = tdy < =6

Por otro lado ¥(z, w) € X,, se tiene que :

2 [Vﬂ.(m)] : ['I,

><0
=7, do | 7=

lo que equivale a

< Vgi(z).d: >= vdy £ ytdy £ =6, Yi=1,-:-,m.
Nétese que dy, < 0 luego aplicando el Teorema del Valor Medio a g,(z") en
t & (0.1) resulta Max {g,(2' - tdz)/i = 1,--+,m} — Max
Max{g(z') + t < Vg(x)dy > /i = 1,:--,m} — Ma
tMax{< Vg(x).d;, > /i = 1,:::,m} £ Max{< Vg, (=

A IA

s

Esto dltimo prueba que el descenso de "w" esta estrictamente ligado a un
descenso de la funcién Max {gi(z)/i=1,---,m}.

En el siguiente Teorema (3.3) se dan condiciones que si son satisfechas por el
algoritmo A(x) aseguran que todos los puntos de acumulacion de la sucesion {z, }

pertenecen a S, es decir viables y satisfacen las condiciones necesarias de K.K.T.

Teorema 3.3

a) Sen x € X y supongamos A(x) # 0 entonces ¥x' € Alx) se tiene ' € X, ex



Un algoritmo ... CUBO 11 91

decir A(z) C X
b) Sea z € (IR" — S), existen escalares § > 0,¢; > 0i = 1,2 tales que:

1) f(z") = f(z) < =&; Vz' € B(z,6) N X y ¥z" € A(z)

i) Maz{gi(z")/i = 1,++ m}=Maz{g(z')fi=1,---.m} < —b;  V(a',v') €
Bl(z, w), e2) N X y ¥(z", w") € Au(a',w').
¢) Todo punto de lacién T de una ion infinita {z,} generada por
el Algoritmo satisface T € S ( es decir, es un punto estacionario).

Observacién. La notacién B(x,e) se refiere a una vecindad de centro z y radio ¢,
es decir B(z,c)={y € R"/ [z —y < e}
Demostracién
a) Si z € S entonces y = 0. Existe ' € A(z) tal que =’ = z + td;, como t > 0
y dr # 0 estian construidos de tal manera que d; es direccién viable y t es tal que
gz +td.) <0  i=1,---,m. Luego z' € X,V2’ € A(z) por lo tanto A(z) C X.
b) Como = € (IR" — S), entonces z € (X — S) o x € X° luego:

i)Siz € (X—S), como X es p X-Ses p por lo tanto
existe ¢; > 0 tal que B(z,6;) C (X — S). Sea 2’ € B(z,€;) v =" € A(a’) entonces
2" = 2'+1d, cont = 5 k=0,1,2,:++ y B € (0,1). Del sistema (1) en el Algoritmo
se desprende que < Vf(a),d: >2 a < Vf(Z),do: >< —app || doz [|?< O
([2,3]) luego existe 0 < 6, (x) < app || doz ||, > 0, > 0. Del paso (2) se tiene que
1)~ J() < Tn < Vf(),ds > 1 < VJ(), dow > e | dos |, donde
by = apnt || doz [ ¢ > 0, @, 7, T € (0,1). Luego f(z") - f(z') < —6, Va'E
B(z, €;).

ii) Supongamos que x € X° entonces 7 = 1 y existe w > 0 tal que (z,w) € Xy,
como X, es compacto entonces existe ¢; > 0 tal que B(x, w), &) C X,,. Tomemos
(2!, w') € Bl(z,w), &) y (a", w") € Au(a’, w') entonces del paso (2) se desprende que

. 1 = (V E :
S@) + 3a(w) - () + 5y < n,( i) )m,..:,» < —apn || (dos, dow [[*< 0.
Esto tiltimo se puede expresar por w” — w' < —2apnt || (dos, dow) ||? /w" + w' +
. (f(a') = f(="))/w" 4+ w'. En consecuencia existe & > 0 tal que
0 < & <| —2amt || (dox, dow) [|* /w" +w' + (f(z') = f(="))/w" +w' | por lo tanto

w' —w' <

Del lema (3.2) se concluye

Max{g(z")/i=1," " ,m) —Max{g(z')/i=1,---.m) < =&

¢) Sea {z, }ere una sucesién construida por el algoritmo v supongamos que tiene un
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punto de scumulacién F ¢ S (es decir, para alguna subsucesion K € N z, L
v ¥ € S). Se tienen dos casos:

1) Existe N > 0, tal que para todo i > Ny, z, € X de (bi) se tiene que la sucesion
{f(x,)) \ = monétona decreciente, por la continuidad de f se tiene que f(z;) L
/(%) cuando 1 — o0 0 sea .ILT»U(:'“) (@) =0y fz)-fz) < -&H ViEK,
lo cual es una contradiccién, luego T € S

2) Supongames que , ¢ X,i € IN entonces existe una sucesion {w, },ex € R tal que
la sucesion {(z,. uy) }ien C Xy de (b, ii) y Lema (3.2) la sucesion {Max{g(z)/i =
1. .m) Jer e una sucesion mondtona decreciente, ademas existe la subsucesion

{Max{gi(x)/i=1,"-,m}hex, KCN

convergente a Max{g;(F)/i=1,.:-,m}. De aqui que

T

.I.iﬂ Max{gi(2;41) = au(x,) /2 .m}=0

pero de (bjii) s tiene que
Max{ou(z;a)/i= 1,00 ym) = Max{g(;) /i =1, . m) <~ <0

% € K. lo cual es una contradiceién, concluyendo ¥ € S [ ]
Observacion.  La condicién a) establece que si r es viable entonces cunlquier
subsucesion de puntos generada por el algoritmo es visble. La condicién b) es
tablece que si x no es un punto estacionario entonces el algoritmo produce una
reduccién 8 > 0 en la funcién ‘' para todo punto viable ' € B(z,¢;) ¥ una re-
duccién & > 0 en Max{gi(«')/i = 1,--+,m} para todo punto no viable x' tal que

(', w) € Bl(x, w),ea].
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