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Un algoritmo de puntos interiores con fase-I 
integrada. 
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Resumen. 
En este t.rnbnjo se presenta una gcncrDlizació n de cierto 

tipo de algoritmos Cue..si~Newton de puntos intcriore:'I (único 
en su género), para programación no linesl, de531T'Olliuia por 
Herskov its !3]. Es!Ja familia ele algoritmos no requiere de 
un punto inicia.! viable. Ellos combinan automátiCMDcntc 
las operaciones de inicialización {f&..'JC-- 1) y de oplimiz.ación 
(fase- JI). A diferencia de los métodos de d ireccio nes viables 
desarrollados por Polak [lj con oombinación fasc-1, r~u 

cuya convergencia es de tipo lineal. Es tos algoritmos pre­
senta n In ventaja de tener convergencia s upcrlincN . 

1 Introducción 

Los mé todos CuMi~Ncwton utilizados para rC50lvcr el problema de Programación 

no Lineal (P): 

(P) M;n(f(x)/x E X), X =(xE Ul"/ g1(x)S 0, ;=1, ... ,mJ (1) 

se fund arnenltu1 en cncontrnr lo. din.'Cció n de bí1sq 11cdn resoh•ie ndo el sistema de 

ccuuciones no li neales, resultante de o.plicnr IM condiciones de optimo.lidad de 

K. K .T. ni problema (P ), es decir 

V / (x) + Vg(~)>. =O, g(x)>. =O, g(x) S O ; >. 2 O; g,>. E IRm (2) 

y luego resolver el sist.ema (2) aplicando el mé.lodo de New ton, con la salvedad que 

lo. matri z HC!SiMa e'! 11.proximnda po r una nmt.riz simétrica definida positiva. Sen 

RI 
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C(x . ,\) I" íunción de Lngrnngc de ( 1 ), o seo, 

L(x, ,\) = f (x) + g(x ) 1 

El método dc Newto n lincalizn el sistcrnn (2) en unn vccindncl del pulllo 

(.:i:t. ,\t) en la i1.crn.ci6n "k" rc:rnlbnndo el sisl cnrn: 

[ !BJ 'Vg(x) l [ x0 - x l ['V f (x ) + 'Vg(x )>. l 
.l!'g'(x)J dú<.q[g(x )i ,1,, - ), = - •hag[g(x )J. j (J) 

donde 1\ = dra9j..\] y J3 es mu~ rrnll,riz si métrica dcfinidn posi1iva que nproxim11 i1 

VuC{:t . ..\.) , (x , ,\) rcprescutu el punto 11ct 11nl )' (x0 , .\0) es la rrnevn cstimnción. 

Oiíerentcs métodos se cncucutrnn en In litcrntura usando esta. idea, en pnruicu· 

lnr los algoritmos debidos o. Mcrs kovits (Cun..,.i-Ncwton ele puntos Interiores) que se 
nr1u;tcri7.An por iternr en el inccrior ele la región viable X. Ln fo rma en que definen 

la dirección de b1'1sq11e<la csCos nlgoritmos es a tmvé:; de unn combinación lineal de 

la dirección {do = xo - x) obtcnidl\ del s istcmn lincnl (·1) con unn rn1cw1. d irección 

de dcílcxió n, rc:;;1il tnntc del sistema homogéneo pertmbn<lo <le (·1) y re prescntndo 

por el sistcmn {fl) , <:s decir 

/iJd-0 + 711(,)J.o = - '<;- / ( .. ·) 

'Vg'(,, )do + G(.<0).lo = O 

B d.i + \79(:r.).\1 =O 

/\\7.í/(:i:)d1 + C(:i:).\1 = -t\w; ~ > O . .J E nr 
dond C (.r) = dia_qj..\]. 

(·l) 

(o) 

f,f!. clirccció n e n el esp1\cio primnl es ,¡ = do + pd1 y c-n el cspncio dunl 

\=Ao +p\ 1. pE lll ' 

En di~i10 ele iugcnicrfil SOll com11 11cs los problc rnn...: de progrn 11u1ci611 no liru·nl 

que ¡>rcscnurn In ~igu icn~l' C':"truct ura: (OSl· P) 

~ l in(/(r)/r E X J. 

X ={rE IR"/!1, (:r.).:5 0, i = l , ··,rn;efi1 (-x, u):S O:'fo Ei"J. ;= L ··· . r} . 

f .!I· : Ill"- Dl; ai1 : ITT " x (IJ_. lll;UJ ~ IR"' . J'' E CX.;= 1, · . r , i= l . ··, m . 
(6) 

Lo" conjunh)!l l '1 ~n de Cl\rdi11111id11d inflniln y compactos. Si {IJ = o 

'1) "" l r t·I prol1lrrn11 {OSl· P) c:t de flnill\.-c N"tlrin:ionroi: (m + r ), n en.~ 
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c:onLrario ~ un probleml:\ de infinitas restricciones o problcmf!. Semi- Infinito como 

es conocido en la litera.turo.. 

En general el problema (OSI-P) se res uelve por di.saetiULCiones succsiVM de 

los conjuntos LJJ lo cual dn. origen a una sucesión de problcmss (OS I - Pi.) de 

finitas restri cciones {Pthe~ 1 donde 

Min(f(x)/x E X) 

X,= {x E Dl "/g¡(x) $ 0, i = !,, ".,m;~¡(x,u) $ O; Vu E ll, , j = !, · ·· ,r.) (7) 

con j u: 1 < ex>, 'VJ' = 1, · · · J r 

2 Pre limina r es 

En la resolución de problemas de Optimización Semi- In fi nita , los a lgoritmos de 

puntos imeriores que resuelven el problema reducido discrctO OS I -Pt) requi eren 

de forma continua de un método Fns<."'-I que permita en cad~ refinamiento de la 
discretizru:ión asegurar el punto de iniciación en el interior de Ja región viable X, .. 

De la litera.tura se conoce un procedimiento general para hall a r un punto 

viable, reflejado a través de un problema de Progrnmación ti.'ht.t.cmática. Por sim­

plicidad consideremos el siguiente problema tic Programllción no Lineal de finiLns 

restricciones, su 11.plicación o.! problcnm (OSI - P1J resulta inmedinLa: 

Min{f(x)/g¡(x) $ O, i = ! , ·· ,m) ( ! ) 

donde g.,f : Ul" - IR, i = 1,··· ,m son funciones continuas clifcrcnciablcs. 

Un pu nlo inicial vi1tble pnrn (!)se obtfonc resolviendo el problcmn 

Min(<p(x)/x E Dl") 

donde ({): IR" - IR, est{i definid11 por 

<p(x)= Max(g;(x)/ i = l ,···,m) 

El problema {2) es eq uivalente nl problcmn 

Min{w/.q;{:r.)-w .$. 0, i= l ,···, m , wE Dl} 

(2) 

(3) 

Pa.ra cl problema (3) se encuen~ ra un punlo iniciAI via ble .: = (::r::, w8) E IR"+1 

con ::r:: E ll" Mbilrnrio y wR = mcu:{g1(::r::) / i = l ,···, m ). La señal de pnrndn 
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para el p roblcml'!. (J) está condic iono.do. por w :$.O o 1t.lgun& olrA condición que 

l\SCgllrC que en la iteración "k" se genera un punto ,.¡"ble. identifiClldO 1>0r (x., wi) 
donde x 1 es el pu nto clesendo. 

Ocsgraciadamcnt.e el método ~cñu.lado gcncrR puntos ,·illhlcs sin con.sidernr 

IR fu nción objc1i,·o del p roblema origilml, el cua l apliC11.do rciternth'Rmemc, como 

ocurre en los 1>roblcma.<1 de Opt imií'.1lCión Semi infinirn., hl\Cc q ue In evolución hl\CiA 

un punto óptimo loclll !'.le11 degrnd11d11 por los continuos rctrocc::;os en s u descenso. 

En 'ri rtml de esto últ imo, en este co.p(u1lo pr~cnrnmos un método que cons truye 

punt s ,·iables considcro.ndo la función objetivo. Ln idea de este método se bnsa cu 

plnntcru- un problcmn de Programació n no LincN s imilar Rl problema (3) en que In 

función objetivo ele] problcnrn (1) es co11sidcrndn, C."i decir 

(·1) 

,q, (~;)-1w :S O, i= l .···.m 

donde •-y• ~ nn p1t.ril.mct.ro l3oolc1LllO o .simplemcmc 1111 conmutfl.dor , 'Y E {O. 1} 
CU\'O objetivo es oont.rolflr e l s is t ema comple to dependiendo si el punto ";.:" pertenece 

o no ni conjunto viable. L1l d efin ición de "1 " ei In s iguiente 

1 = {O si Mn.x{g, (:r:)/i= l .· 
1 Oc otrn mnnern 

.m}::;: O 

Denotc1110:0 1Nr X ~ lll" e l conj1111Lo viable pilrn el problcnrn ( 1), ~ decir 

\ dcnomincrnoo por int.X e l inte r ior ele X, y X ( el complcmcmo de X. ~rvcmo:"I 

qut• s i .r E x· ('ll C'l pro blcrfül (5) 'Y = 1. En CSlc nso h1. \1lriffblc w > o d ccreccrn 

hn.:nn que :'I<' \'Crifiq11t: li1 condic ió u de pnrnd n (111 :S O ::::i- ) = O). i x E X en· 

el 1>roblt.•m1t (5) es cqui vnlcntc 1d problrmn ( 1) ~ en este CASO unn npropindn 

diroc ión '"d" 1tCncrndo. p or d Algoritmo (Qun:~i Newton de PuntM lnlcrior~) :ic 

obtiene de In ~lución de lo:; s istc1111L'l (6), (i) 

>)Bdo + '°g(x)~o =-'V f (x) i i )1\ 'Vg'(z)do + C(x) =O {6) 

rn)Bd1 + 'g{r) >.1 = -'V / ('J;) i,tt)1\ 'Vg' (:c)d1 + G(.1:)>.1 = - \ w;w > O.w E 01.m (7) 

dt" donde d =do+ pr/1; ,\ = .\.0 + p,\ 1 p E llC 
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Con la intención de obtener una d irección de búsqueda de hi. mis ma naturalezn 

que In anle!J cilsda c uando x E xc. y con la misma rAZÓn de com•ergcncia, rernltn 
obvio apliCllr el Algori tmo n.I problema (5) . 

El LagrangiMo queda expresado por 

L(x, .!, -y)= f(x) + ~-,w' + .!'[g(x) - 1·w.:j 

dondee1 =(1, ·· , !), ee m.111 • 

Las condiciones de optimnlidad de prime r orden de K.K.T . se expresM por 

n) 'C/ / (x ) + 'C/g(x).! =O 

b) -y(w - .!'e)= O (8) 

e) diag[g(x ) - -ywej.! = O 

d) g(x)- -ywe $ O 

e) ,\ ~ O. ,\E IR.'" 

Nóte<JC que c uando "'f = O, (8) representa las condiciones de optimalida.d de l pro-. 

blemn (1) y /.,(z, ..\, "'f) su respectivo Lngrangiano. 

Aplicando el método de Newton a l sistema de ccu&cioncs (a , b, c) e n (8) y 

a proximando su Hessia no N(x, ..\, "'f) clndo por 

[ 'Cl' / (x)¡ ' H(x, .!, -y)= -, + ['C/ g (x ).!.O) 

H (x, ..\ 1 1).::: B E Dlfn-t l )•("·~ 1 l, B mntriz simétriCA d finida J>O!'iLivu (BFC:S), obt1..-. 

ncmos el s iguiente s istema linctd 

[ 
xo - " ] 

dcnominn.mos do= ; E IRn+I; ..\o E Blm. 

wo- w 

implifiCPtndo y trn11sponicndo 

t~rminos rcsultl\ 

1) Bdo + r":;x)] .10 = - [ 'C/~~x) 1 
2) A('Cl,q(x), --y(<fo + {g(x) - .,..,,¡ = O 

(9) 
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donde [ v~;z)) Ill(11 + l)•u•¡ [ 17 / (x) l 
¡w 

ar ·•. l17g(z ), - 1·1 E Ul""l"·"i; [g(x) - ,-wcJ E Dl"'º"' m~.1ri1. diA o nal. 

l~n el sislemA (9) es preciso descomponer h\ solución ~do" ( dirección en et 
eipn.cio pri rmJ) en do~ E Ul" y d0,,, E IR con el objcti \·o de otorgar lll ncxibili­

di\d nccc:>llriA n IA clirccción de bú:iquccla. d ep endiendo d el c:spncio e n el q ue C$h ' 

o pcrn.ndo el Algoritmo ITl" o JJln·t l. 

! ) Éldo, ' 9(x).lo = - 17 /(.• ) 

2) cdo. - 1<:1 = - ')'W (10) 

3) ,\ vg'(x)do, - >),do. .. + fg(x) - , ·we],\0 =O 

En {10) BE Dl""" l!:i lu :mbrnitlrriz de B = (b,1). i.j = l ,· ·. n + 1 q ue ,e 
obtiene por ht cli minnción ele ln Ahl 11 + 1 y colu nmn 11 + l y 

"H 

<"= Lb•(n~I) ( ! ! ) 

Rc:sult11. clnro que con c:-i ~il cl c~c:ornposici611 el si:;1cmn ( 10) cAkuln In d irccci u 

~dw ~ en Dl"' y (''º~' do,.,) e11 lll'H 1 d !.! formn comhin11cl1t. Sin cmb11rgo a pC!lnr 

de ser (dar . d0vi) mm dirccció11 d e d csccuso !SJ p llrn el problenm (5) intcretn qm• 

cuA.nclo :r E X' , In ctNivnd1\ d ircccio ua l, en ln di recció n , n- I =(O. O.· ··. O. 1) ~a dv 

tlcsccn30, ~decir, do.,. ')'W < O. T1d s iLunci6 n no c:-ui. gnrnnLiz.adn en la rc:solud n 

del :;.i:uem" ( 10). Pnrn n.scg11rnr e l clC$Ccnso e n 111 clirN:ri6n f'n-l optruno, po r unn 

<h1plici<i"'I ele In clirccció11 r/0 ,,, de finida como ~i • 11c 

) Si de In sol11ción de ( 10) rcs11l1a r/0.,. < O \'c• rclndcro, 1omnm~ 11\ d irección en 

0l"" 1 por {dtir•ff11.,,). 

b) i r ·uh ~' q m.: rl<Jw > O lun:cmo.-: rl0 .,. = -1/ 0.,. _\ en f~lc ca.'IO tomnmos ln 

dircc-ción en Dl " .. 1 por (rl0,., - d0.,,). 

f'n el c11...-;o (n) 111 dirccd611 (do~.r/0,,,) es de cl~en:io pnra el 1>roblem1\ (5). ~o e, 

dificil \'cr c¡11c ~10 tnrnbién es vcrdilClc ro en el cit...:io (b ). En C'ÍCcto. C'OlllO 

(' ) ["!(•)] r1{1,., do111 < O nU/urlo dw > O 
1'" 

ndc1ml'4 

(dh,.-d, ,., ) ¡v/(x)) S (•fo, . d ... ) ["f(r lJl < O 
')'111 "}U 

Dclx t>~r"'o'JU':'-t', C'l1 ~mu;ml , que i;munlo r E ,\"r In dinTC'ión .. ,¿,3 .. no ne CSli · 

rüun<'nt1· ~"' <I(' dc!'ICcn!4o Jlllrtl f(x), lo ul\l implic11 flllr "° !'icmprc d i.: rccerA I" 
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funcl n f(x), Ad('mM w l'liempre es m"yor o igu&.I a erro. 

Nó t t"M' que- z E X implica 'Y = O. Luego, rlo.,, =O !IC obtiene de la ecu&ción 2 en 

(10). 

3 Algoritmo básico unificado 

En t.-Sl l\ sección se presenta el Algoritmo UnifiCA.do Fase 1- FMC 11 para e l problema. 

2.0 ( !) , cuytt. extensión aJ p roblcmA (OSl- P) es inmcd i&ta, h&eiendo 

h,(x) = ó1(x, u) con .. E ut, tal que u: ~ LJI y 1 u: I= .~ < oo. 

3.1 Algoritmo modelo 

Pnrt'l.rnc tros: c1, 1), 11,JJ E (O, l ); ¡p > O. 
Ootos. .r E Dlº; .>. E IR"' , ,\ > O, 8 E Ut" . ., ~imét ria deli11icla positivH.; 

w E Dl"', .,., > O. 

O.- i Mu{g,(x)/1 = 1, · · ·, m ) :;; O, haga 'l' = O. En caqo contrario hllga 'Y = 1. 

1.- CAlcular la dirección de bl1squedn. 

i) Octcrmine (Jo.,,dow,, .\0) resolviendo el .sis tc m A lincaJ ( 1) 

1) Bdo. + 'Jg(x)J.0 = - 'J f(x) 
2) a/o.. - '}'C1 Á() = -"'(11.J 

3) 1 'Jg'(x)do. - ~Mo"' + 1.q(x) - ~me) = O 
; (do,,do,.) = 0, J)MC. 

s; do.. > o h&g• do. = - dow 

li) Determine (d11, d1..,,..\1) resolviendo el ~il'ILCJll l\ linc"l (2) 

1) iJd,. + 'Jg(x)J. 1 • O 

2) al'1. - 1<"1 ..\1 - o 
3) ,ffg'(x)d,, - ~M1 ., + jg(x) - 'Y'"<)\1 • -,\ _, 

lii) Si < (di. ,d1,,.).(V/ (x).'Yw) > > 0, hagfL 

P ~ Min{; 1.t. •. do..) 11': (n - 1)(<1o,. do..)[' ;~.z>' J 1cd,, d,.) [ 'J ;~.~)' J J 
S1 no h•~· P .;> 11 (<lo., <lo.} 11' 

iv) 'Ncul.v la ~tf'('(TiÓn <11' bl1-'Qued" (d1 . d.) 

(1) 

(t) 
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d,,. =di):+ pd¡~; \= \o +P 1 

2 .- Búsqueda LinCl\l. 

C alculr.r ,\ I A.,.{ 1 / 1 =/~!·, k = 0. 1. 2,··· } Utlq u1· 

f (x + td, ) + ~1("' + Id,,,)" S f( x ) + ~1' '"' + 1•/ [ ' f(x)'] (d,,d.) 
2 2 )11' 

l!!(x + Id,)- 1(w + t.d,., ),) S O 

3 .• Act unli7.acionc.~ 

i) 1-lagR .:r: = .r + td7 ; w = w + /,d,.,, .r dcfinn n11C'\'0:1 ,·11lotc:l - ' > O: \ > O; B 

si 111étricn definida ¡ ~o~ i ~ ivH. 

ii) Vaya al ¡>MO (O) 

Obs n'ftción. Di f rentes 11 lgori~mo~ sc pucdcu obtener dcp ndí net o de ln formn de 

l\ClUAJiz.n.t \ • ...i )' J3 . • 
En el ¡:m.._~ (O) ~¡ 1 = l lm g11 1n0 = ni mt:{g, (x)/i = 1. · ·, m) ~· considc-rc <.'l pm1 lo 

inicial (x. u'O) E U~" · 1• 

3.2 Prop iedades de l a lgor itmo mod e lo 

En lo s ucesivo A.Smn im o.'J las .'ii g 11ic n~cs hipó u!:' is í'll 11clid011 a Jru; de [31: 

uposició n A : 

dcímido romo en 2.0 · (11). 

El ohjc'o dl' ln h i póLr· ~ i ~ nr1c cri or e:i rL~g 1 1 rn r In cxi.,ll•nda <le 111rn dirccci n el•• 
tlr.- ·n ... "O (11,.d.,,) pnrh el p ro l1l (· 111 n 1·xp111 1dic\() 1.0-( 1) •'11 rl 'f.'n l ido dt• nn 11knnzur 

o C\.itl\f un Íftl<o p1111lo t::'l L11do r111ri n (x, w) tal qm· .r 'E' X 

- n S ~ X <-1 co11j 1111Ln dr• p1111 to:1 e1t11rio 11 11 r i1):( pnr>t <-1 prohlcnrn 2 .0~( 1 ) qne 

~\isf1u;e '"-' comlidoncs <le I< .J< .T . l·:.. ... to es, 'rf:r E S .r 1 .... pumo rc-1tulnr y c:-.:ii1te11 

multipli dof'C'l ,\, ~ O i = 1. :l , .... 111 t"I <11w 

'°f\.r ) L A,l7f1,(") = O 

,o,(x)A, 
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Lcmn 3.1 AJ1urnnm os t¡ue In "uposic ión A tUJ uenladern. Bn ton.cc.., 

a) i ~E X e.~ .'fOluc id n. ópt.ima J>am el pmbfemn !.O-( 1) (do,. do.,,) = O 
b} Parn Lodo:!" E x c, do.i. < O 

e} (do:. , do..)= O _,¡ y .'IÓlo s i X ES 

Oomostreción 

n) Como % E X entonces ¡= O, y de los ecuaciones 1 y 2 del sis~ema Jinea.J 3.0 (1) 

cm el pnso 1 i) rcsul tn 

1) ÍJdo. + 17.q(x)-'o = - 17 f(x) 
2) cdo., = O - d.,,, = O ya que e ¡é O 

d,,, = -(17 / (x) + 17g(x) .10)8- 1; {J- 1 ¡,O s.d.p. ;mpJ;c• do.= o 
b) Como% E X " entonces 1' = 1. Nuevamente de la ecuación 2 del sistema lineal (1 ) 

1lt.' tiene cdo. - ')'t 1..\o = --yw :::::> do,~= l / 011erc (t .\f, - w) yf O, por aplicación 
,. ¡ 

de In suposición A. Ademil;¡ del pa.'«) li) se t ie ne q ue do. < O 

e)(:::::.) uponga mos (d03 , do1u) = O del sis tema 3.2.-( l ) obtene mos 

'1) (17 f (x) + l79(x).lo)8- 1 = o 

5)7(f: .l(,-w) =0 
G) l.9<~t- -rwcJ.1, = o 

Oc ecut\ci6n (4) como B- 1 rF O entonces 'V /(X)+ \i'g(X)..\o =O. De la ecuació n (5), 
pro hnr1•mrnt qm· ') nn p11r.rl<! t.P.nP.r d wdnr 1. En f' Íf'f"ln, ~¡MÍ ÍHPrP implir.nrí11 r')llP 

(t ..\'0 - w) = O, lo CUfll no puede ser por q ue conlrndice la s u1>0sició n A. Luego 
,. ¡ 

debe ocurrir qul' ')= O. EsLo últ lmo implicn c¡ue 1\ \1\X {g.(Z)/1 = l ,··· , m) :S: O .Y 

dc{6)g,(%) ' = 0 Vi = l ,···, m , locunl prueba X E 
.;::) upongamos TE S, C11tonces Ma.x {g,(X)/i = 1, · · ·, m} :S: O de donde¡= O, 

con lo cual lrivin..l111cnLc se clesprc11dc del s islemR 3.0-(l) ecu8Ciones 1), 2) que 

(d., ,d.,,,) =0. • 
RernltA inme<liRt.O vcriflco.r que h'3 propicd"des b) y e) dd l..cmn (3. 1) son 

t l\mbién ptopicch1.des l>Rrn In din.-cc.ión dcíl t ad R (d,, d,..) debido a que por con~ 

t.rucci6n dt' Co'U1. mi.•unn ~· t.kut· 

d.., - t/o- + pd,.,. 

en que d panUnf:"ltO p dcpcmlc de In dcrivl\d R dirccclonll.I tlt' (do., do .. ) l'C'!J>CCLivn-

lllf' ll l f' 
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En lo succ:sh·o dcnornrc inos ni1e;Lro Algoritmo Modc:lo por In multi funci n A ; 

X - P (X ) o por A.,, : X 11, - IP(X..,) depe ndiendo si nos rc forim0$ 1\1 problcrnn 

2.0-(1) o N problcmn 2.0-(•1) rcspcc~ivsuncnte. Donde X., el onjum.o definido 

por 

X.,,= {(x, 111) E Ill" ... 1/ g,(x) - 1111 :SO 1 = l. · ·. m) 

S u posició n 8: intX,.. es no vo.c ¡o y 1u.:ol Mlo. 

Lc m n 3.2 • ·ur><n19<111w.~ q111· lrt.~ ~'i'11vo~ii.;ionu . 1 y H "'w r·uYlndc m.J. 'c1111 

(.r. w) E (mtX.,,) y (:z;' , w') E 8 ((9:,w).t ] n X,.. tnlc " r¡u._ (.i:" , u•") E Au,(x', u.'). 

,:,'u¡JOn 9nmott que e.:r.i .st,e 6{:i;) > O /,a.f que 111" - 111' S -h c nlo11ct-c 

,\/n.r{g,(x 11)/i = 1, · · ·, m.J - M11x{g,(:r')/ 1 = l. ··· . m} S -6 

De mostración Obscrvemo~ en primer luf,!:nr que {r", ,,."), (.r' . 111') E X.,,. A<lcm1is 
por hipótesis 111" - 111' :5 - b lo cmd implicn que cxis t t> I E (O. l j 111.J que 

:r:" = !1:' + ul,; ,,," = w' + tri,,. =- rd.,. :S -

Por ot ro h1do V(x, w) E X ,,, :-<C tiene q ue : 

lo que equhrnlc 1t 

< '\""_q.(x). d7 > $ 1·d,,, $ ...,.1.r/00, $ - 6, Vi = 1. 

:--.:ótc::;.c que d,,. < O luego 1\plicn11do el Tí'orcm11 del \ ·R..lor .\lcclio 11 y,(:r") t~n 

ti:: (0, 1 n"-:111111 :-. l a :.: j,q, (.1:'+trf,)/1 = l . ···. m} - '.\ ln.'>{9',(r')/ i = l. ···. rn) = 
Mn...'>{g,(z') I < \ly,(:i;), rl, > /i = l, ··., m) - .\111.x{q,(r')/1 = l. ···. m} $; 

t '.\11\.'(< '\"" .q,( r ).117 > / i = J, .. · ,m} $ Mn .. -..:{< \ !¡, (.r). d: > /1 = l. ··· .m} ~ 
-,\ • 

E..<cto 1íhimo p rucb11 quf' el d L"'<:Cn:to dí' • w" ~lñ. c:;.trictRmcntt' lig1Hlo a un 

cle:icen..'10 del" hi nci6n Mn .. -..: {g,(:r.)/i = l. ··· , ni }. 
En 1 <i~uicntc Teorema (3.:1) se d1tn condicionc::.oi qui: q l'On !tll.li:-i fc hl\S ¡>Or (•I 

ali;toritmo A( s ) R..~gur1111 que tod os los p unto$ d Ar111m1l"'!ión de In s ucesión {x, } 

1~r1cnccc-n a , (~decir vinbk-s y s11ti$ínccn IJ\.<1 conclícionet h<"C:CMriM d e K.K.T . 

Teore ma 3.3 

n i :iu1 .r E. \' y •upOllfJllll !IJ~ A(:r.) ::/:O r:-nt1uu-c • V/ E l r u '1n11 r' E. X . , " 
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decir A(z) ~ X 
b) S e.a% e (ll" -S), ezi,j t.cn C.•calare.'f 6, > O,t, > º' = 1. 2 ln.le.! que: 

;) f (r') - J(,f) S -6,; Vz' E B(x, <,) n X u V>" E A(x') 

ii) M""(g, (x")/ ; = l ,··-, m) - Max{g;(x')/ ; = \ , .. · .m} S -6,; V(x'.w') E 

B((x, w). t 1 J n X' y V(:i; 11 , w11 ) E A..,(x' , w'). 
e} Todo punlo de ncumuln.ci6n X de una sucuión infinita {x,} gen.erndn por 

d Algon°lrnQ ,.,n.t.i.sfa ce $ES (e.!! decir, e,., un punto f!.'flnci'.on.nrioJ. 

Ob6cr va.ci6n. La no tación B(x, e) se refiere a UllA. vecindad de centro x y radio e, 

'" cl cci• B(x, <) = {y E Ill" / 11x-Y11 < <. ) 
Domost raclón 

A.) Si X e s entonces i = o. Ex iste x' E A(x) tal que r = :z: + 14, como t. > o 
y d-,. .¡. O cstÁ. n const ruidos de tal manera que d7 es ,di rección villblc y t. es tal qu e 

g;(x+ td ... ) 5. O i = 1, · · · ,m. Luego x' E X,Vlf E A(:r) por lo ta.nto A(:z:) ~X. 

b) Como :z: E (tR" - S), entonces x E {X - S) o x E X " luego: 

i) Si :z: E (X -S), corno X es compacto, entonces X - Ses co mpacto, por lo tanto 

ex iste ti > O tnJ qu e B(x , ~ 1) ~ (X - S) . Sea :z:' E B(:z: . t-1) y :i;1' E A(:i} entonces 

x" = :i:'+ld.. con i = pk, k = O, I, 2, · · · y {3 E (O, 1). Del s.i.ste mR (1) en el Algoritmo 

se desprende que < 'il/(x1),d,,,. >S a < "V/ (T), 4 >S -arp U ~r 11 2 < O 

([2,31) luego exis<e O < 6, (x) S '"P 11 do. 11'. a > O, <p > O. Del paso (2) se t iene que 

J (x") - J(,f ) S ¡~ < 'V / (x'), d, >S i1¡a < 'V J(,f) , do, > S -a'P'J¡ 11 e/o, 11 ', dond e 

ó, = a'P'JÍ 11 do,11' <p > O, a, 1¡, i E (O,!). Luego / (x" ) - J(,f) S -6,, Vx' E 

B(x ,q). 
ii) uponglUTlOS q ue X E xr ento nces i = 1 y existe ur > o tlll q ue (:t, w) E X,. ,, 

como X,. es compacto entonces ex iste tr 2 > O tnl que Bl(x , w),c-1] ~ X~,. Tomemos 

(:t' , w') E B ((.r , m), t1] y (x" , ru") E A,,. (J.1, w') c nto n~ del pa..qo (2) se d~prcndc que 

f(x" ) + ~ o ( u •")' - (!(x') + ~~w") S ¡ ,, ('V / (x)' ) (d, .d.) < - n <p1¡¡ 11 (<fo.. , """' 11' < O. ') 2 ') 111 -

Esto últi:OO ~puede xprc:mr por w" - w' :S: - 'ln i;;11i 1 (do, , do..,) JI' /w" + 111 1 + 
. (/(x')- / (r"))/ u1" + u/ . 8 11 co nsecuonci t\ cx i:fü• "'1 > O u1J que 

O< 6, 5.I -2o ,,; 11 (do,., do.~) 11 2 /w" + w' + (l (:r.' ) - / (z!"})/uf' + w' ( 1>or lo tanto 

w" - u/ $ -6, . 
Del le.mil (3.2) ~ conchl)'C 

,\l ft.l({g,(r")/ ; • \ , .. ., m) - Mu{g,(z')/• =l. , m) S - 6, 

e} Sen f.r, ), . .,.. un11. ituc°'í6n ton~truid & ¡>Or el algoritmo \ :1upong1tmo1'1 que tien e un 
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punto dt' M:Umt1lftci6n X <F. s ( d decir, j>l\rl\ a.lgunl\ <(U~u~6n K e,;;;: N .x, ..!!.... r 
y r ~ S ) li~nl"'n do! CR.~~: 

1) 1-.:xi~e ·'O>º· Ll\I que pnr n todo i ;?: No.:r., e X dt> (hi) ~ tic_n que ltt. ~\lcc::tión 

{/(.1:,)} , , ~ mon6t.01u1. d ocn.-ciontc, p or lr1. continui(hul dt' r :c.t" 1icn que / (x,) ..!!_ 

/ (z) cu ... do. - o""" lim IJ (x,., ,)- /(x,)I =o) /(.r,. ,) - / (r. ) < -1>, '(; e K . 
lo Clll\I C'! unft 0011tr1u:iiccíÓ~; , luego ii: E$ 

2) llp01l5!.•-"'°'QllC ;r., ~ X ' i e N entonces C..'<i:!t t" Ulll\ :lllCCCi6n {u1, ) .; N l_;;: lll llÚ que 

lri. "u~i6n {(z,. ui,)),.,. ,.,. e,;;;: X,., de (b, ii) y Lcml\ {3.2) IR :iu~ión P,IA...x(g, (x)/1 • 

l. , m )),~ r. et ur111 ~uce'lión mo116to11n de r ientc, ftdt'rnM cxislt' In sul>.1ucC'liÓ11 

{ r-.fax{.r¡, (:r.)/i = 1, • · •, nJ} } ,i::K, 

con,·crgentt'" ) ltu; {g,(X)/ i = 1, ·· , ni } . Oc aquí que 

pero de (b,ii) ~tiene qu(' 

Ma.'<{g,(.r,-1 1)/ i = 1, ··, ni} .., Ml\,.x{g,(.r,)/i = 1, · . m} :S -6, < O 

'f1 E K , lo rmJ ~ 111111 co111irndicci611, concluyendo l" E S • 
o~~ción l.11 conclici611 1\) C!:'ltl\blccc que :<ti r (':! \ 1i1111blt- cnt ont't."~ urJquk·r 

.. 11hoi,uce-1u11 d .. pumo~ gcmirndi. por el nlgor il mo '~ \"Ínhlt" . 1..n condición b) <'ii 

lftbl~ qlh· !ti r no es 1111 punto c~t11cionnrio c11101n:-('-I: d ;tf oril mo produ e mm 

rNiucc:ión 1 > O en 111 fund6 11 ' í ' prirn todo pu1110 \"ifthll' r' E H(r ,(1) ,. un/\ rt'" 

duC'Ción 0<"n ,\ 11u: fo,{.1:')/i = l ,···, m} pnrn iodo pu1110 no ,·inblc x' l 1 q111• 
' .r' u') E 11((.r. ,,.¡.,,J. 
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