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Resumen 
Este trabajo está en el contexto de Pro JI a [3]. Sea (F, \ · 1) 

un anillo división no t rivialment e valuado y sea E un es­

pacio vectorial (no trivial) sobre F . El autor determina 

condiciones suficientes sobre E para que exista un subpro­

du~to escalar no arquimediano (una restricción de! concepto 

de subproducto escalar dado por Choquet [2]) . 

1 Introducción 

Definición 1.1 Sea E un espaci o vectorial sobre un anillo valuado 

(F , ] · 1). Un :mbconJunto S de E se dice que es F-convexo, si se cumple 
Lo siguiente: 

:t, y, z en S y a, b, e en F con a+ b + e= 1, lal 5. 1, lb\ $. l ,lc\ $. 1, implican 
queax+by+cz ES. 

De finición 1.2 Sea (F, 1 1) un anillo división valu ado. Un .rnbcon;·unto S de 

E, E un espacio vectorial sobre F , se llam a absorvente si , paro cada x E E . 

existe un 6 > O tal que para cada a E F , la] ';?: 6 implica x E aS . 

Definició n 1.3 Sea (F, l· I~ un anillo división valuado. Un subconjun to S de E 
de un espacio vectorial E sobre F se llama balanceado si aS es subconjun to 

de S para ca.da Jal $. l . 
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De8nicló n 1.4 Soo E un. espacio 11ectorial sobre. tm anillo de división F . Uri 
subcnnjunto S de E se llama no-arqulmodiano si S + S e.s subcnnjunto de S . 

De8nición 1.5 S ea E un espacio vec;toriBL sobre. ( F, 1 1). Un a seminorma 

sobre E es un a función p : E - IR tal que: 

( 1) Para todo x en E' p(x) ~ O 

{2} Para todo x en. E y todo a en F : p(ax) = lalp(z) 

(.9) Pam todo :r:, y en E , todo a en F : p(:r: +y) .5 p(x ) + p(y ) 

S'i además 

( ,1) Paro todo :r:, y en E: p(x+y) .5 máx(p(x) , p(y )) entonces diremos que 

p es una sem inoMna no-an1uimediana sobre E. 

Definició n 1.6 {Choquet , (2/ ) S ea E un espacio vectorial s obre (F, I · 1). Lla­

maremos subpro d ucto escalar en E a toda fu nción B de Ex E en R+ U {O} 

tal que: 

( 1) Paro. todo x , y en E : B (x , y ) = B (y, x ) 

(2) Para todo x , y en E y todo a en F : B (ax, y) = la lB(:r:, y ) 

(9) Pam todo x , y ,= en E ' B(x + y, z),;; B(x, =) + B(y , z) 

(,1) Para todo x , y en E: B'(x, y) ,;; B (x ,x)B(y , y) 

2 Prelimina res 

P~oposición 2.1 Sea E un espacio vectorial sobre un. anillo divi.3ión vtiluado 

(F, 1 · 1). Las siguientes son equivalen tes paro cualquier .mbconj v.nto S no 

vacío de E : 

( a) S e3 F -convezo y O ES; 

{b} S e.,, balanceado y no-a,vuúnediano; 

{e} x , y en S y a. b en F con lal .5 1, Jbf .5 1 implican que ax+ by E S 

Dem ost ración: Prolla !3J, pag. 81. • 
Proposició n 2.2 Sen E un. e3pacio vectorial sobre un anillo división no tn·­

vialmen te valuado (F, I · 1) . Si existe un 3ubconj unto V de E con O E V, 

nbsoven.te y F -con uu.o; ent.on~s existe una semino,.mn no-nrquimediana p 

sobre E ta l que: V,(O, I) e V C \ip(D, 1). Si el valor absoluto de F e.,, di.scre.to . 

entonce.' \1 = Vi O, 1) 
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Demostración: Prolla [3), pag. 85. • 
Observación: En proposición 2.2 cuando (F, l · I) es no trivialmente value.do y V 
es abierto, entonces le. seminorme. p definida allí es continua. 

Demostración: Prolle. [3], pag 87. • 

3 Resultados principales 

Teorem a 3.1 Sea (F, l · I) un anillo divisi6n no trivialmente valuado y sea E 
un espacio vectorial {no trivial) sobre F. Si existe un. subconjt.mto V de E 
con O en V, F -convexo, absoniente, entonces eriste B: E x E - W U {O} , no 
trivial, no constante, con la.s siguientes propiedades: 

(a) Paro todo x,y en E' 8(x,y) = 8 (y,x ) 

(b) Paro todo x en E.' 8(0,x) = 8(x,O) =O 

{c) Para todo x , y,u en E: B(x+y,u) :S B(x,u) + B(y,u) 

{d) (Condici6n de no Arquimedianidad) Para. todo x , y, u en E: 

8 (x + y, u) S máx(8(x, u), 8(y, u)) 

(e) Paro todo x,y en E ' 8 2 (x, y) S 8(x, x)8(y,y) 

(f ) 8(0,0) = o 
(g) Paro todo x, y en E y a en p, 8(ax, y) = lal8(x, y). 

TOOrema 3.2 Sea (F, 1 • 1) un anillo división no trivialmente valuado y sea 
(E, T) un espacio vectorial topol6gico {no trivial} sobre F . Si existe una 
vecindad V del O en E, F-convexa, 

Entonces existe B: Ex E - JR+ U {O} , continua, no trivial no constante, 
con las siguientes propiedades: 

(a) Paro todo x,y en E, 8(x, y) = 8(y,x ) 

(b) Paro todo X en e .. 8(0,x) = 8(x,O) =o 
(e) Paro todo x , y, u en E ' 8(x + y,u) S 8 (x , u) + 8 (y, u) 

{d) {Condición de no Arquimedianidad) Pam todo x , y, u en E: 

8 (x +y, u) 5 máx(8(x, u) , 8(y, u)) 

(e} Paro todo x,y en E.' 8 2 (x , y) 5 8(x ,x)8(y, y) 

(f ) 8 (0,0) =o 
(g) Paro todo x , y en E y a en p , 8(ax, y) = lal8(x,y). 



CUBO 10 

4 Demostración de los Teoremas 

Demostración: (Teorema 3.1) 

Sea (F, 1 · 1) un anillo división no trivialmente valuado y sea E un espacio 

vectorial (no t rivial) sobre F. Si existe un subconjunto V de E con O en V , 

F-convexo, absorvente, entonces se puede aplicar la proposición 2.2 de este trabajo 

y se concluye que: 

Existe una seminorma p: E - lft+-U{O} tal que x .._. p(x) (no trivial) . Definimos 

B' E x E - IR:' U {O} ?0' B(x, y) '= p(x)p(y) 

(a) Sean x , y en E' B(x, y) ,= p(x)p(y) = p(y)p(x ) = ' B(y, x ) 

(b) Sea X en e, B (x , O) '= p(x)p(O) = p(x)O = o 
B(O, x ) '= p(O)p(x) = Op(x) = O 

(e) Sean x , y, u en e, B(x + y, u) ,= p(x + y)p(u) S (p(x) + p(y))p(u) = 
p(x)p(u ) + p(y)p(u) =' B(x, u)+ B(y, u) 

(d) Sean x,y, u en e, B(x + y,u) = p(x + y)p(u) S (máx(p(x),p(y))p(u) = 
máx(p(x)p(u), p(y)p(u)) = máx(B(x, u), B(y, u)) 

(e) Sean x , y en E' B'(x, y) = (p(x)p(y))' = (p(x))'(p(y))' = (p(x)p(x))(p(y)p(y) ) = 
B(x,x)B(y , y) luego B'(x, y) S B(x,x)B(y,y) 

(f) 8(0, O) = p(O)p(O) = O · O = O 
(g) Sean x , y en E y a en p, B(ax, y) '= p(ax)p(y ) = \a\p(x)p(y) =' lalB(x, y ). 

Además, por ser p una semi norma no trivial, existe un xo en E tal que p(x0 ) =FO. 
Luego, B(x0 , x0) = p(xo)p{xo) -:/; O Por lo tanto, B es no constante y no trivial. • 

Demostració n: (Teorema 3.2) 

.F'alta por demostrar que Bes continua. 

Teniendo presem.e la observación de este trabajo se tiene que si V es abierto, en­

tonces la seminorma pes oontinua en E. Luego, B(x , y) = p(x)p(y) es continua.. • 
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