"

CUBO 10, 01-05 (1994)
Octava Jornada de Matemética de la Zona Sur.

Subproductos escalares no arquimedianos.

Alejandro Figueroa Cortés

Resumen
Este trabajo esta en el contexto de Prolla [3]. Sea (F, |-|)
un anillo divisién no trivialmente valuado y sea E un es-
pacio vectorial (no trivial) sobre F. El autor determina
condiciones suficientes sobre E para que exista un subpro-
ducto escalar no arquimediano (una restriccién del concepto
de subproducto escalar dado por Choquet [2]).

1 Introduccién

Définicién 1.1 Sea E un espacio vectorial sobre un anillo valuado
(F,| - |). Un subconjunto S de E se dice que es F-convexo, si se cumple
lo siguiente:

z,y,zen S yabcen F cona+b+c=1, |a| <1, |b| <1,|c| <1, implican
que ax +by+cz € S.

Definicién 1.2 Sea (F,|:|) un anillo divisié; luado. Un subconjunto S de
B, B un espacio vectorial sobre F, se llama absorvente si, para cada z € E,

existe un § > 0 tal que para cada a € F, |a| > § implica = € aS.

Definicién 1.3 Sea (F,|:|) un anillo divisidn valuado. Un subconjunto S de E
de un espacio vectorial E sobre F se llama balanceado si aS es subconjunto
de S para cada |a| < 1.
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Definicién 1.4 Sea E un espacio vectorial sobre un anillo de division F. Un
subconjunto S de E se llama no-arquimedi; 31 S+ S es sub j de S.

Definicién 1.5 Sea E un espacio vectorial sobre (F,|-|). Una seminorma
sobre F es una funcién p: E — IR tal que:

(1) Para todo x en E : p(z) >0

(2) Para todo = en E y todo a en F : p(az) = |a|p(z)

(8) Para todo z,y en E, todo a en F : p(z +y) < p(z) + p(y)

Si ademds
(4) Para todo z,y en E : p(x +y) < maz(p(x),p(y)) entonces diremos que
p es una inorma no-arquimedi sobre E.

Definicién 1.6 (Choquet, [2]) Sea E un espacio vectorial sobre (F,|-|). Lla-
‘maremos subproducto escalar en E a toda funcion B de E x E en RTU{0}
al que:

(1) Para todo z,y en E : B(z,y) = B(y,x)

(2) Para todo x,y en E y todo a en F : B(az,y) = |a|B(z,y)

(8) Para todo z,y,z en E : B(z+y,z) < B(z,2) + B(y, z)

(4) Para todo z,y en E : B*(z,y) < B(z,z)B(y,y) :

Preliminares

Proposluén 2.1 Sea E un espacio vectonal sobre un anillo division valuado

(F\| - ). Las siguientes son equii para lqui bconjunto S no
vacio de E :

(a) S es F-convero y 0 € S;

(b) S es bal do y no-arquimedi

(c¢) z,y en S ya,b en F con |a| <1, |b| <1 implican que ax +by € S
Demostracién: Prolla (3], pag. 81. [ ]

Proposicién 2.2 Sea E un espacio vectorial sobre un anillo division no tri-
vialmente valuado (F,|-|). Si existe un subconjunto V de E con 0 € V,
absovente y F-convero; entonces existe una inorma no-arg di P
sobre E tal que : V,(0,1) C V C V,(0,1). Si el valor absoluto de F es discreto,
entonces V = V,(0,1)
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Demostracién: Prolla (3], pag. 85. ]
Observacién: En proposicién 2.2 cuando (F, |- |) es no trivialmente valuado y V
es abierto, la i p definida alli es continua.

Demostracién: Prolla (3], pag 87. [ ]

3 Resultados principales

Teorema 3.1 Sea (F,|-|) un anillo divisidn no trivialmente valuado y sea E
un espacio vectorial (no trivial) sobre F. Si eziste un subconjunto V de E
con 0 en V, F-convero, absorvente, entonces existe B:E x E — R*U{0}, no
trivial, no constante, con las siguientes propiedades:

(a) Para todo z,y en E: B(z,y) = B(y,z)

(b) Para todo = en E: B(0,z) = B(z,0) =0

(c) Para todo z,y,u en E: B(z +y,u) < B(z,u) + B(y,u)

(d) (Condicién de no Arquimedianidad) Para todo z,y,u en E:

B(z + y,u) < méz(B(z,u), B(y,u))

(e) Para todo z,y en E : B*(z,y) < B(z,z)B(y,y)

(F) B(0,0)=0

(g9) Para todo z,y en E y a en F: B(az,y) = |a|B(z,y).

Teorema 3.2 Sea (F,| - |) un anillo divisién no trivial, t l y sea
(B,7) un espacio vectorial topoldgico (no trivial) sobre F. Si eriste una
vecindad V del 0 en E, F-conveza,

Entonces existe B:E x E — IR* U {0}, continua, no trivial no constante,
con las siguientes propiedades:

(a) Para todo z,y en E: B(z,y) = B(y,z)

(b) Para todo = en E: B(0,z) = B(z,0) =0

(¢) Para todo z,y,u en E: B(x+y,u) < B(z,u) + B(y,u)

(d) (Condicion de no Arquimedianidad) Para todo x,y,u en E:

B(z + y,u) < maz(B(z, u), By, u))

(e) Para todo x,y en E : B*(z,y) < B(z,z)B(y,y)

(f) B(0,0)=0

(9) Para todo z,y en E y a en F: B(az,y) = |a|B(z,y).

T——
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4 Demostracién de los Teoremas

Demostracién: (Teorema 3.1)

Sea (F,| - |) un anillo divisién no trivialmente valuado y sea E un espacio
vectorial (no trivial) sobre F. Si existe un subconjunto V de E con 0 en V,
F-convexo, absorvente, entonces se puede aplicar la proposicién 2.2 de este trabajo
¥ se concluye que:

Existe una seminorma p: B — IR*U{0} tal que & — p() (no trivial). Definimos
B:E x E — IR* U {0} por B(x,y) = p(z)p(y)

(a) Sean z,y en E: B(z,y) = p(z)p(y) = p(y)p(z) = B(y,z)

(b) Sea z en E: B(z,0) := p(z)p(0) = p(x)0 = 0

B(0,z) := p(0)p(z) = 0p(z) = 0

(0) Sean @,y,u en B B(x +y,u) = plz + v)p() < (o) + p(u))p(u) =
p(@)p(u) + p(y)p(u) =: B(z,u) + B(y, u)
~ (d) Sean z,y,u en E: B(z + y,u) = p(z + y)p(u) < (maz(p(z), p(y))p(s) =
- max(p(z)p(u), p(v)p(w)) = mdz(B(z, u), B(y,u))
| (@Semnz,yen B: BY(x,1) = (p()p))? = (p(@)(6(»))* = (0@)p(@) p(1)p(1)) =
' B(2,2)B(y, y) luego B*(z,y) < B(z,2)B(y,y)

(f) B(0,0) =p(0)p(0) =0-0=0

(8) Sean z,y en B y a en F: B(aw,y) := p(az)p(y) = lalp(z)p(y) =: la| B(z, y)-

Ademés, por ser p una seminorma no trivial, existe un o en E tal que p(zo) 5 0.
Luego, B(xo, ) = p(xo)p(zo) # 0 Por lo tanto, B es no constante y no trivial. B

Demostracién: (Teorema 3.2)

Falta por demostrar que B es continua.
Teniendo presente la observacion de este trabajo se tiene que si V' es abierto, en-
tonces la seminorma p es continua en E. Luego, B(z,y) = p(z)p(y) es continua. W
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