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Soluciones Analiticas de un Problema de Valor
Inicial y de Contorno.*

Eric Paredes U.

Resumen

En este trabajo se considera un Problema de Valor
Inicial y de Contorno (P.V.I.C.), en el cual la ecuacién
diferencial parcial es de segundo orden, lineal y de tipo
hiperbélico. El P.V.I.C. corresponde a una generalizacién
de problemas ya tratados en forma parcial en Spiegel (9] y
en Myint [6].

El objetivo del autor es estudiar el P.V.I.C., deter-
minando soluciones analiticas. En particular, se obfienen
condiciones suficientes para obtener dichas soluciones.

1 Introduccién

Consideremos el Problema de Valor Inicial y de Contorno siguiente:

Uzy = K(z)u: + L(z),z >0,y >0
(P):4 u(0y) = F(y) (P1)
uz(2,0) = G(2) (P2)
donde K, L, F y G son funci nocidas. Sup mos que el problema (P)

admite una solucién u(x,y) tal que uzy = uy,. Determinaremos a continuacién dicha
solucién.
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Sean p = uz y p: = Uzy. Entonces, la EDP del problema (P) se puede
escribir en la forma:
py — K(@)p = L(=)
]a cual es una EDOL, cuya solucién es:

Pz, y) = uz(z,y) = K@y /L(X)e'K(’)de + eXEvC(z), (1)

donde C(z) es arbitraria.
Al integrar (1) con respecto a @, se obtiene:

u(z,y) = / K@ / L(z)e K@Vdy)dz + / C(z)eX@vdz + A(Y), (2)

donde A(y) es arbitraria.
El problema se reduce ahora a determinar las funciones C(z) ¥ A(y) de

era explicita.
Sean:

o e / La)eKEWdy ®)
by / HEWO(z)d, )
'~ entonces, (2) se puede escribir en la forma:
u(e,y) = [ KBy (o u)de + Bale ) + AG) ®)
Derivando (5) con respecto a x se tiene:
s (z, 4) = KO By (2,y) + (Ba)a(w,y) = OB (3, ) + eKEwC(x)
En la tltima igauldad se utilizé (4). Aplicando (P2), se obtiene:
C(x) = G(z) — By(=,0) (6)

Al reemplazar (4) y (6) en (5):

XEV(B, (2,y) — Bi(z,0))dz + /r’«‘)’G(z)dz +A@W. (@)
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Definamos ahora
Bzl /ek(z)yC(:r)d:x:
Bi(ziu)i= /ek(’)y[B‘(m, ¥) = Bi(=, 0))dz,
entonces, (7) se puede escribir de la forma:

W, y) = Ba(z,9) + Bs(z,y) + Ay).

Aplicando (P1), obtenemos:

A(y) = F(y) = Ba(0,y) — Bs(0,v)

Luego, utilizando (10) y (11) se tiene:

u(z,y) = [Ba(z,y) = Ba(0,y)) + [Bs(z,y) — Bs(0, )] + F(y),

utilizando (8) y (9) se obtiene:
- :
= [ OB - B0l + [ KOG+ P,
0 0

utilizando (3) se obtiene:

= / i ey / ; L(t)e ¥ O=dz)dt + / KOVG(t)dt + F(y).
0 0 0

Asf hemos obtenido como solucién del problema (P) la funcién:

= o “
u(z,y) = / efwg / L(t)e K O:dz)dt + /n eKOVG(t)dt + F(y),
0 0

Podemos observar que:

(10)

(11)

(12)

Para que (12) sea una solucién del problema (P) deben satisfacerse algunas

A ta

continuas.

Proposicién 1.1 La solucién del problema (P) es tinica.

de integrabilidad en las funci K, L y G, por ejemplo: K, L y G
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Demostracién
Sean u; y us soluciones de (P) tales que uy # u, y consideremos la funcién:

v(z,y) = w(z,y) — v2(z,y)

Entonces:
vy — K(z)v: =0 (13)
(@): 4 v(0,y) =0 (@1)
vz(z,0) =0 (Q2)

Sean g = v y gy = v.,. Entonces (13) se puede escribir en la forma:

@y — K(x)g =0

que es una EDOL, cuya solucién es:

q(z,y) = ve(z, ) = C(@)eXC, (14)
donde C(x) es arbitraria.
Al integrar (14) con respecto a X:

u(z,y) = / C(a)eX@dz + A(y), (15)
‘donde A(y) es arbitraria.

Aplicando(Q1) y (Q2) a (14) y (15), obtenemos: C(x) = A(y) = 0.
Luego v(x,y)= 0 es solucién del problema (Q) y en consecuencia:

w(z,y) = wy(2,y)

De manera que la solucién del problema (P) es tnica. -

Proposicién 1.2 Sean w(z,y) solucidn del problema de valor inicial y de

contorno:
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Ugy = K(z)u: + Li(z)
(P):q u(0y) = Fy)
uz(z,0) = Gi(z) donde i =1,2,3,---,n

Entonces:
u(z,y) = uilz,y),
i=1
es solucion del problema de valor inicial y de contorno:
n
ngy = K(@yu:+) L)
F =1
Pe):{ u©y) = > F@)
i=1
u(2,0) = Y Gi(x)
=1

Demostracién
El resultado es consecuencia directa de la linealidad de los operadores:

Plu] = uzy— K(z)u:
Pilu] = u(0,y)
Polu] = u(z,0)

En efecto:

P> = 3 Plud = 3 Hdey — K@) ol = Z L=
=1 =1 =1
P> =3 Pilul = Y w0,) = 3 A)

=1

RS wl = 30 Palid = Y (8:@.0) = 3°Gu(o)
i1 =1 =1 =1

Por lo tanto, si u(z,y) = Zu.(x K
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Pl = Z Liz)
=1

Pilu = Y Fi(y)
i=1

Pylu] = Z Gi(z)
=1

y asf u(z, y) es solucién de (P¥).

ntorno:

= Kou: + L(z)

(Q):{ W) = FQ)
2 (@, 0) S =G ()

tiene solucién dada por:

Ahora que hemos obtenido una solucién general del problema (P) y ademas
hemos demostrado su unicidad, podemos estudiar algunos casos particulares.
Por ejemplo, si K(z) = Ky, donde Ky € IR, el problema de valor inicial y de

(z,) = { (25D J5 LOdt+ 5 [FG@di+ F(u) si Ko#0. g
v [y L(t)dt + [ G8t) + F(y) ,si Ko=0
_De la expresién (16), pod obtener dici ficientes para que la

ucién de (Q) se pueda obtener de manera exacta. En efecto si las integrales
definidas: [ L(t)dt y [G(t)dt, son elementales (en el sentido de Abellanas y
~ Galindo [1]), entonces la solucién dada en (16) se puede calcular de manera exacta.

En base al, resultado anterior, es posible obtener una familia infinita no numer-

able de soluciones exactas de (Q), eligiendo ad lamente las funci LyG

para F y K; arbitrarios.
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