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Resumen.
BEn este trabajo estudiamos las singularidades del sis-
, 0= - J
tema de Liénard forzado . V _J’I).‘ con
V.= —z+2A7°

nx, (@A) € IR, que es equivalente

=8
= —a+A' = [z' —az? — uly

Ademis estudiamos la existencia de ciclos limites de

i ¢ . JT =y
la familia Xt i ol AET el
para A > 0, considerindola como una ¢-perturbacion del

) " e |G ']
campo Hamiltoniano Xj : g
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1 Introduccién

1.1

En dindmica de poblaci el crecimi de una tinica especie puede ser descrita

por la ecuacion diferencial de 2° orden de tipo Liénard:

i+ f(z) @ +g(z) =0
donde f y g satisfacen determinadas condiciones de regularidad. Esta ecuacién
fue introducida por J.P. Clark en 1971, (1] y es equivalente al sistema:

dx

R -
L .l , donde F(x) = / f(r)dr
=) Vo

~ El estudio de Clark se puede extender a interacciones entre dos especies. Estos
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen interacciones de tipo
predador-presa, pueden ser transformados, mediante cambios de variables, en sis-
temas de ecuaciones de tipo Liénard, es decir, en sistemas de la forma:

dv
g
= Tz Halel"
1.2
J. Billeke, H. Burgos y M. Wallace, (2], han estudiado el sistema de Liénard:
& = y-f(z)
{!} = -z ®
b Sar 0
para el caso f(z) = — — = IS, (a,n) € R*.
5

En este trabajo vamos a introducir un forzamiento ciibico al sistema (1), es

decir, vamos a considerar el sistema:

&
{ i
con la f anterior.
Mediante el cambio de variables:

L @

[}

5

5 &
Xe=y ¥=1/—(-5-
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(2) puede escribirse:
e [g-g_,u’

Y = pi(sts et )i

esto es:

Y q
= AP [zt —a? =y ®)

volviendo a llamar x e y a las variables.

2 Singularidades del campo X

2.1

Al estudiar las singularidades del sistema (3) se obtiene que (0,0) es un foco repulsor
si p > 0, foco atractor si p < 0 y foco débil si p = 0,%a, ¥\ € IR,
Para estudiar el orden de debilidad del foco, recurramos al Teorema de Lloyd,
(3):
o~
Sea V(z,y) = Z Vi(w, ), con Vi(z,y) = Z ;=" Tuncién de Linpunoy
k=2 ek
del campo X tal que V(x,y) tenga un valor extremo en (0.0) y V (x,y) =
sea de la forma:

v

V (z.0) = m@® + p*) +nu(a® +07)2 +na(a® +97)" + -+ mma® 42 4 (4)

En estas condiciones tenemos el siguientes resultado:

2.2 Teorema de Lloyd

Si 1k, € el primer coeficiente no nulo de (4), entonces ke — 1 es el orden de debilidad
del foco (0,0); esto cs, de él pueden bifurcarse a lo mas &, — 1 ciclos Ifmites.

El calculo de los €y de la funcién V(x,y) para nuestro campo X nos permite
concluir que para a # 0 se tiene que 1y = 0y 7y # 0, ¥ el Teorema anterior nos
permite concluir que (0,0) es un foco débil de orden 1 si a # 0, cunlesquiera sen ¢l
valor de A € IR. En cambio, para a=0 se tiene que 5y = 5y = 0y 55 # 0, y entonces
(0,0) es un foco débil de orden 2, independiente de \ € R
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1
Por otra parte, para A > 0, surgen las singularidades (iﬁ.ﬂ) para el campo

X
0 1

1
9 o XIY)' tenemos que (i\/—i,o) son sillas

Como DX (:{:%,o) - (
hiperbélicas, ¥A > 0.

3 Ciclos limites

3.1 Preliminares

Consideremos, en general, un sistema C'™ de la forma

[ = Hrely) 2
X"{v = —y%h.ri(w.y)' S ®)

‘donde H(x,y) es una funcién de Hamilton.
Supongamos que el sistema no perturbado:

o=
Xﬂ:{' Wzm
no= -4

‘tiene un anillo de soluciones periédicas y(h), contenidas en las curvas H=h para h
en un intervalo J.
- Consideremos una seccién Y tranversal a la familia {7(h)}xes, parametrizada
r h y calculemos la aplicacién de retorno P(h) del sistema X, dado en (5), para
h € Y. Soluciones periédicas del sistema X, corresponden a ceros de la funcién
~ desplazamiento:
V()=P(h)y-h hed

Sea 7,(h) una trayectoria del sistema perturbado, que parte de h en . En-

tonces:

V) = [y Bt = [,y (% i +30) de
ooy (B + ef o) )+ 58 (= 3 + o)) e

Loy (F@ G + 0, W) a

— [y (S dy = g dz) +0(e) =: —eM(h) + 8(c)
donde M(h) = |

w(f dy = g dz) y 4(h) es la 6rbita cerrada del sistema X,
Entonces, se tiene:
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Teorema 3.1 (Pontriagin). Si hg € Y, es tal que M{hg) = 0 y M'(ho) #
0, existe e(hy) > 0 y una funcién C', F(e), definida para | ¢ |< ¢(hy), con
F(0) = hy y tal que X, tiene una solucion periddica que corta la seccion )
en el punto h = F(e).

Ademds, si M(ho) = M'(ho) = -+ = MEV(he) = 0 y MB(ho) # 0, en-
tonces para ¢ # 0 pequeno, X, tiene a lo mds k ciclos limites que tienden a
v(ho) euando ¢ — 0.

3.2

A continuacién, en el campo vectorial X definido en (3), vamos a introducir una ¢-
perturbacién en el \iltimo término de la segunda ecuacién; obtenemos asf la familin:
T = A
X0 g 6
Y = —a+ A2 - ezt — ez’ -y ©
Nos proponemos estudiar la existencia de ciclos limites de la familia X, para
A > 0, considerdndola como ¢- perturbacién del campo Hamiltoniano:

Como traza DX (x,y) = —e(a' — ax? — ), por el criterio de Bendixon se tiene
que el campo X, no tiene ciclos lfmites si a® 4 4 £ 0. e # 0
Aplicando el método expuesto en 3.1, debemos estudiar los ceros de Ia funcion:

1
M(h) = / (o' — o= p)yidz,  parahe€ [0,=]
Jay 42

El sistema Hamiltoniano Xg presenta el diagrama de fase de la Fig 1.

[ Fig 1: Diagrama de fase de ,\'n]
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Lema 3.2 La funcion M(h) toma la forma:
M= (& - ) (1) - (5 +0) 6

con l,(h) = I(h) z"ydz, n=02

2 . ey
Demostracién. H(z,y) =h =y =2 (" ol hT) =z'= '—"’;—"') Por

lo tanto
L(h) = [ 4y=z'yds= Sy 3 + 2% = 2h) y dx

X 2 2 h
= 2 [ ylast $ Sy ydz= % [y v dx

Integrando por partes fv(h) y'dz obtenemos
. 8 4h
1i(h) = ﬁl’(h) = ﬁlo(")

donde
M(h) = (k) — $1o(h) — ala(h) — plo(h)

M) = (& —a) B(h) = (% +n) lo(h)

onsideremos la funcién:

(1) _IL(IL)_%H 8 O
il ¢ e T e

- Como Is(h) > 0,%h €]0, %[, si f5 — a # 0, es suficiente estudiar los ceros de Ia
funcién g(h) para h € [0, 'IX]- es decir, los puntos de interseccién de la curva:

= {(hQM) : he “"IIX”

_ con el segmento de recta R = {(h, R(R)) : h € [0, %]} [}
En los lemas siguientes estudiamos la funcién Q(h).
£ I(h) y
Lema 3.3 El grafico dc la funcion Q(h) = T(T) csta compucsto por traycc-
o/t

torias del campo:

Z: { i = h(l-4\h) s
Z : < @)
Q = 3Q'-(2\h+1)Q+h
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_ (A gy L BB _ In(h) Ji(h)
Demostracién Q'(h) = (l_o) (h) = L)~ L) T’
Integrando por partes y relacionando las integrales involucradas abtenemos:

1 5
CAOLY ey [Z,\Q’ —(2Ah +1)Q + h]

Escribiendo = h(1 — 4Ah), y dado que Q:.— Q'(h) h, tenemos que el grifico de
Q(h) esta compuesto por trayectorias del campo (7). [ ]
Observacién 1. El campo 7 definido en (7) tiene 4 singularidades: 2 sillas,
un foco atractor y uno repulsor, en los puntos (0,0), (%.4). (k. &) v (0, ).
respectivamente. (Ver Fig. 2)

0

PR Y O [

DY BRI V=

Cy
il
L h
o
Observacién 2. Q= $AQ? = (2\h + 1)Q + h implica que
Q= M@ = n(W)(@ = ra(h) ®)
con ”
nh) = & [2!'1 4+ 1= VAN S \R %1 1 v
ra(h) = & [2Ah+ 1+ VAXTRT =N+ |

1€ o
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Sobre la curva Cy : {(h,ri(k)) : h €)0,7]} (v también sobre la curva
Cy i {(h, r,(h)) h €]0, %(}) el campo Z es horizontal. Se tiene que: ry(0) = 0,

1 (%) = 2 ri(h) > 0.%h € [0, 3] ¥ en particular:

ri(0) =1 (©)
1
Loma 3.4 (i) lim Q(h) = 0; (i) Jim Q) = =
Demostracién

(i) Se prueba por calculo directo.
(ii) Se prueba por integracion.

Lema 3.5 lim Q'(h) = -
‘Demostracién ;
(h) = $AQ* — (2\h + 1)Q + h =Q' (h) = 3AQQ" — (2Ah +1)Q' — 2AQ + 1.

Entonces

lim Q () = = lim Q'(h) + 1 (10)

Pero

lim Q/(h) = Jim (Q (")) M = lim @' (k)

limy—o /n

Reemplazando en (10) tenemos que 'ZJinng/(lz) = 1, es decir li_le’(h) = %
' (]

Lema 3.6 Q'(h) >0,¥h e ]0' rhY

Demostracién Dado que = (1 = 4Ah), tenemos que 4> 0,%h €0, . Como
Q'(h) =Q (h)/ h, sobre la curva C) el campo Z es transversal a Cy y apunta hacia
In derecha (ver Fig. 2). Por (9), rj(0) =1 > 1 = l:m @Q'(h), de modo que la curva I’
no cruza la curva Oy v esta por debajo de ella, pues por (8) Q> 0 si Q(h) < Ry(h).

Asf, sobre I' :Q> 0 y por lo tanto Q'(h) > 0,%h € [0, k[. .
Lema 3.7 Q"(h) > 0, Vhe [0,/
Demostracién Es facil pro bar que Q"(0) = 7-}5

Supongamos que existe un i €0, T‘![ tal que Q"(h) = 0 y sea hy el valor de h
mas préximo a 0 tal que Q"(hg) = 0. Entonces Q"(h) > 0.%h & [0, ho|.
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Sea L la recta tangente a I' en el punto (ho, Q(ho)). Parametricemos L por
L:1 € R — R* u— L(u). Sea v vector no nulo ortogonal a L en (ho, Q(hg)) (ver
Fig. 3).

174 h

Consideremos la funcién W : [ — IR, W(u) =< Z(L(u)).v >. Entonces W(ug) = 0
con L(ug) = (ho, Q(ho))-

Como Q"(hg) = 0, L y I tienen contacto a lo menas de orden 2, y entonces la
funcién ¥ tiene en uy un cero de orden a lo menos 1 ([5]).

Dado que Q"(h) > 0,Yh € [0, ho, el arco correspondiente de I' esti situado por
arriba de L. Sea m la abscisa de la interseccién de L con la recta h = 0. (0,m)
esta situada debajo de (0,0). En los puntos de L con abscisa cercana a g (por I
izquierda), el campo 7 esti dirigido hacia el semiplano inferior determinado por
L, porque en los puntos de I' cercanos a (ho, @(hig)) In inclinacién del campo es
menor que la de L ( Q"(h) > 0 == @'(h) creciente). Como en (0,m) el campo
esta dirigido hacia el semiplano superior determinado por L, concluimos que W
debe tener un cero para algin uy # uy con L(wy) €jm, Q(ke)]. Siendo Z un campo
cnadration, W(n) es un polinomio de grada 2 y por lo tanto la existoncin de un
cero doble ug ¥ uno simple uy implica W(u) = 0. Se tiene asi que I' debe ser una
rects. Esto es una contradiccion, puesto que Q"(0) = 0. Hemos probado asf que
Q"(h) > 0,%h € [0, k| u

Conclusién. De los lemas anteriores, podemos concluir que Ia curva I' v la

1
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recta R = {(h, R(h)) : R(h) = s=4=x -+ g5} se intersectan en a lo més dos
puntos, por lo que el sistema X, tiene a lo més 2 ciclos limites,

3.3

Determinemos, finalmente, en el espacio de pardmetros los abiertos en los cuales
el eampo X, no tiene ciclos limites, tiene uno o tiene dos ciclos Iimites, lo que
corresponde al niimero de intersecciones de la curva I' : Q(h) con la recta R(h)
obtenida anteriormente.

Escribamos R(h) = mh + b, h € [0, ), donde m = —=. b= n__?:“; ¥ fijemos
A > 0. Se tiene R(0)=by (%)=& +b

Recordemes que Ja curva I tiene un grifico como en la Figura 4 y que
Q(h) €]}, 0| con h €0, %I

Es evidente que no hay interseccién entre Q(h) y R(h) si
b>04:—;+b>0 o b <0, m<%

¥ que existe una interseccion entre Q(h) y R(h) si
1

m 1 m
b>0, — < — [ty S L
AL 2 TRy

Por otra parte, observemos que para cada m > 1 existe un finico ¢ €0, [ tal
que Q' () = m, de modo que In condicién Q(c) - Q'(c)c = b equivale a que Ia

/~_1
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recta R(h) coincide con In tangente a I' en (¢,Q(c)). Esto origina en el plano de
pardmetros (a, ;1) una curva ¢ : j = u(a),a € [0, 5] tal que para cada (a, pu(a)) € ¢
existe un tinico m > } y una tinica R(h) tangente a ' con pendiente m. Entonces,
R(h) y Q(h) se intersectan en dos puntos sit

Lemel @@=m @ -Q@c<b<o0

2
m> A @) =m, Q- G(de<b< é o Q;E\‘)

); R(h) y Q(h) no se intersectan si
4
3<m<g Q'(c) =m, b#[Qc) - Q'(c)e,0] 0
i (o)
m> =, Qc)=m, b¢g [Q(C)-Q(C)C| TR
Este andlisis determina la siguiente configuracién en el plano de pardmetros (ver

Fig. 5).
HH it
N i‘“if

«/////,(///,% l M |

L
=N
Jll: no existen ciclos limites
///: existe un ciclo lfmite
xox: existen dos ciclos limites !— =
ig 5
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